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“...a alma dela, levada aos ares, voava na direcao de uma bela estrela
dupla... Entao uma voz surgiu do abismo, com palavras que ela nao

entendeu: — F a tua pena, alma curiosa de perfeicao; a tua pena € oscilar
por toda a eternidade entre dous astros incompletos, ao som desta velha
sonata do absoluto: la, ld, ld...”.

MACHADO DE ASSIS
em “Varias Historias”, 1995
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RESUMO

A detecgao de ondas gravitacionais geradas no Universo jovem trara informagoes tinicas da
fisica nas escalas de energia extremamente elevadas que foram dominantes alguns tempos
de Planck apds o Big Bang. O espectro de poténcia de tais ondas carregam nao somente
a “memoéria” do mecanismo responsavel pela inflacdo, mas também dos subsequentes
estégios de evolugao do Universo. O espectro primordial também pode permitir decidir
entre as varias teorias de gravidade? Essa é uma das principais questoes do presente
trabalho. No contexto de uma dada teoria alternativa de gravitacao, ondas gravitacionais
podem exibir até seis estados de polarizacao, ao contrario da Relatividade Geral que
apresenta apenas dois. Entao a deteccao direta de ondas gravitacionais, e a correspondente
determinacao do nuimero de polarizagoes independentes, sao ferramentas poderosas para
testar a Relatividade Geral e teorias alternativas. No presente trabalho utilizamos
o formalismo Newman-Penrose para caracterizar ondas gravitacionais no contexto de
algumas teorias de gravitacao, sendo elas a Relatividade Geral, teorias escalares-tensoriais,
gravidade f(R) e uma teoria bimétrica com gravitons massivos. Uma vez que o nimero
de estados de polarizacao é determinado de forma inequivoca, descrevemos um esquema
de decomposicao particularmente adequado para tratar da evolucao dos modos de ondas
gravitacionais cosmoldgicas para qualquer teoria métrica. Aplicamos a decomposicao para
uma teoria escalar-tensorial geral, para a qual as ondas gravitacionais apresentam quatro
estados de polarizacao, e para a teoria bimétrica que apresenta seis polarizacoes. Das
equacoes resultantes emergem caracteristicas ausentes na teoria de Einstein. Os modos de
ondas gravitacionais sao agora “acoplados” as perturbagoes vetoriais e escalares do fluido
perfeito, no sentido que as perturbagoes de densidade e velocidade entram como fonte para
as equagoes evolutivas das ondas. Finalmente, avaliamos o espectro para os modos livres
de ondas gravitacionais para a Relatividade Geral no contexto do modelo ACDM, e para
a teoria bimétrica para a qual gravitons massivos mimetizam os efeitos da energia escura.
Uma comparacao entre os dois espectros mostra que a possibilidade de distinguir entre os
dois modelos através de observagoes com detectores espaciais de ondas gravitacionais como
o LISA e o BBO dependem do valor do indice espectral escalar. Se o valor for aquele dado
pelo satélite WMAP, entao nao sera possivel detectar o sinal por esses experimentos, mas
experimentos com sensibilidade mais elevada serao necessarios. A futura determinagao do
espectro primordial para os modos acoplados é de suma importancia para compreender
as implicagoes de teorias alternativas na fisica das perturbagoes cosmoldgicas.






THE STOCHASTIC BACKGROUND OF PRIMORDIAL
GRAVITATIONAL WAVES

ABSTRACT

The detection of gravitational waves generated in the very early Universe will provide us
with an unique information on the physics at extremely high energy scales which took place
at several Planck times after the Big Bang. The power spectrum of such waves carries
the “memory” of the mechanism which drove the inflation, and also of the subsequent
stages of evolution of the Universe. Could the primordial spectrum allow us to decide
between different alternative theories of gravity? This is one of the main goals of the
present work. In the context of a generic theory of gravity, gravitational waves can exhibit
up to six polarization states, while General Relativity theory presents only two. In this
way the direct detection of gravitational waves, and the correspondent determination of
the number of independent polarizations, are powerful tools to test General Relativity
and also the alternative theories of gravity. In the present work we use the Newman-
Penrose formalism to characterize gravitational waves for some theories, namely, General
Relativity, scalar-tensors theories, f(R) gravity and a bimetric theory with massive
gravitons. Once the number of polarization states is determined in an unambiguous way,
we describe a decomposition scheme particularly suitable for treating the evolution of
cosmological gravitational wave modes for any theory. Then, we apply the decomposition
scheme for a general scalar-tensor theory, for which gravitational waves present four
polarization states, and for the bimetric theory which has six polarizations. The resulting
equations bring us new features which do not appear in the Einstein’s theory. The
gravitational wave modes are now coupled to the vector and scalar metric perturbations
of the cosmological perfect fluid. Finally, we evaluate the spectra of the free modes of
primordial gravitational waves for General Relativity in the context of the ACDM model,
and for the bimetric theory in which massive gravitons mimic the dark energy effects. The
comparison between the two spectra tells us that the possibility of distinguishing between
the two models by observations with the future spatial gravitational wave detectors, such
as LISA and BBO, depends on the value of the scalar spectral index. If the value is that
quoted by the WMAP satellite then, it will not be possible to detect the signal in such
experiments, and so experiments with higher sensitivity will be needed. Finally, we argue
that the future determination of the primordial spectra from the coupled modes will be
of great importance to the study cosmological perturbations in the context of alternative
theories of gravity.
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1 INTRODUCAO

A fisica que se desenvolveu a partir da primeira metade do século XX transcendeu (e
ainda transcende) a aplicabilidade cientifica decorrente das novas descobertas, colocando
o homem, antes mero espectador da variedade de fenomenos que o cerca, na posicao de

participe inseparavel da realidade mensuravel da natureza.

Essa visao foi apresentada e amadurecida como consequéncia dos novos desafios impostos,
por um lado, pela “fisica dos quanta”, a Mecanica Quantica e, por outro, pelas teorias da
Relatividade Restrita e Generalizada de Albert Einstein.

No contexto da Mecanica Quantica, a quebra de paradigmas ocorre com a uniao de
observador e observado, demonstrando que as quantidades medidas sao, de certa forma,
inseparaveis daquele que realiza o experimento. Essa relacao estabelece, por fim, um limite
para o que se deseja conhecer. Tal limite nao pode ser transposto de nenhuma forma mas

nos mostra, outrossim, uma caracteristica intrinseca da natureza cognoscivel.

De forma distinta, porém nao menos contundente, a teoria da Relatividade Restrita, ao
destronar o espaco e o tempo absolutos Newtonianos, mostra como observadores que
apresentam movimento relativo podem nao concordar com medidas realizadas a cerca de
um mesmo fenomeno. Essa visao, aparentemente paradoxal é, na realidade, consequéncia
inevitavel do pilar fundamental da teoria da Relatividade: existe uma velocidade méaxima

finita para a transmissao de informagao que é a velocidade da luz no vacuo.

E essa descoberta crucial que permite derivar relacoes entre as coordenadas de
observadores inerciais em movimento relativo. Mais ainda, espaco e tempo unem-se para
formar uma tnica entidade: o espaco-tempo. Possibilitando o estudo de fenomenos antes

nunca imaginados como, por exemplo, a contracao espacial e a dilatacao temporal.

Foi somente dez anos apds a publicacao da Relatividade Restrita, que Einstein apresentou
sua belissima extensao dos conceitos de simultaneidade e movimento relativo para
observadores ditos “nao inerciais”. Nasce, entao, a teoria da Relatividade Geral (doravante
denominada como RG) exibindo a concep¢ao Einsteiniana de gravidade numa linguagem

totalmente geométrica.

Desde o inicio, um dos fatos que mais impressionava Einstein era a igualdade entre a
massa inercial e a massa gravitacional. Essa constatacao levaria a um dos cernes da RG:
o principio da equivaléncia. O qual pode ser enunciado da seguinte forma: “em cada
ponto do espaco-tempo na presenca de um campo gravitacional arbitrario é possivel

escolher um ‘sistema de coordenadas localmente inercial’ tal que, no interior de uma regiao
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suficientemente pequena no entorno do ponto em questao, as leis da natureza tomam a
mesma forma daquelas num sistema de coordenadas Cartesiano na auséncia da gravidade”
(WEINBERG, 1972).

Assim, mais uma vez, o observador exerce um papel central. Mas a linguagem utilizada
por Einstein em sua teoria permite demonstrar que uma equagao fisica serd verdadeira
num campo gravitacional se ela for verdadeira na auséncia da gravidade. A esse principio

damos o nome de covariancia geral.

Foi desse novo olhar sobre o mundo, particularmente expressos pelas teorias da RG e da

Mecanica Quantica, que nasceu a cosmologia moderna.

No entanto, a RG nao pode prever a evolucao do Universo a menos que observacoes
concernentes a dinamica e a cinematica césmicas sejam levadas a cabo. Como
demonstracao dessa idéia, as observacoes de Edwin Hubble em 1929 indicaram que outras
galaxias estavam se afastando da nossa, inviabilizando o modelo de Universo estatico
anteriormente proposto pelo proprio Einstein, e corroborando modelos de Universo em

expansao como o de Alexander Friedmann e do padre Georges Lemaitre.

Todavia, a intuicao nem sempre ¢ traicoeira, e, pelo contrario, pode indicar como a
natureza se comporta de fato. Foi dessa forma que, em 1965, Robert W. Wilson e
Arno Penzias descobriram acidentalmente a Radiacao Césmica de Fundo em Microondas
(RCFM) prevista por Gamow e colaboradores no final da década de 1940, como

consequeéncia do modelo padrao.

Mais recentemente, em 1992, um grupo de cientistas americanos anunciou que haviam
sido encontradas as sementes primordiais das estruturas. As anisotropias da RCFM
haviam sido identificadas nos dados do satélite COBE (Cosmic Background Explorer)
colocado em drbita pela agéncia espacial americana (NASA) em 1989. Verificou também
que essas anisotropias correspondem a desvios na temperatura da ordem de 107°,
favorecendo a hipdtese de isotropia e homogeneidade do Universo em grande escala

(principio cosmoldgico).

Embora a estrutura do Universo como um todo seja homogénea e isotrépica, ele
¢ obviamente inomogéneo e anisotropico nas escalas caracteristicas de galaxias e
aglomerados de galaxias. Acredita-se que essas inomogeneidades foram formadas como o
resultado do crescimento de pequenas perturbacoes primordiais que teriam tido amplitudes
especificas e um espectro caracteristico. Ha argumentos tedricos e observacionais que
suportam o, assim chamado, espectro “plano” de Zeldovich (ZELDOVICH, 1972) para as

flutuagoes iniciais.
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Dessa forma, as caracteristicas dinamicas da distribuicao média da matéria, o crescimento
e a formagao de pequenas inomogeneidades, a abundancia de varios elementos quimicos,
assim como outras caracteristicas do Universo atual sao explicadas com sucesso pela teoria

classica “padrao”.

No entanto, a cosmologia classica nao fornece explicacoes satisfatérias para as condi¢oes
iniciais. Elas sao simplesmente selecionadas de tal forma que as predicoes tedricas sejam
compativeis com as observagoes atuais. Por exemplo, o fato observacional da uniformidade
angular da temperatura da RCFM sobre o céu nao tem uma explicagao bem fundamentada

a nao ser que a consideremos como mera consequéncia do principio cosmoldgico.

Uma explicagao mais natural para um grande conjunto de fatos observacionais pode ser

fornecida pela hipétese inflaciondria (GUTH, 1981; LINDE, 1984).

Se por um lado, considerando o modelo padrao, regioes com temperatura
aproximadamente igual nunca estiveram causalmente conectadas. Por outro, na inflacao,
o volume espacial atualmente confinado no raio de Hubble ¢y = ¢/H =~ 10*®cm
teria se desenvolvido a partir de uma pequena regiao a qual esteve causalmente
conectada no passado distante. Assim, se a inflacao realmente ocorreu, a atual isotropia e

homogeneidade, assim como a planura do Universo podem ser explicados naturalmente.

Curiosamente, o mesmo mecanismo inflacionario que responde a essas questoes, explica
também o crescimento das perturbacoes primordiais, fornecendo o espectro inicial

necessario ao modelo padrao, ou seja, um espectro aproximadamente plano.

Neste ponto, cabe ressaltar que o mesmo formalismo, derivado das equagoes de campo
de Einstein, que prevé a dinamica das perturbacoes de densidade do fluido cosmoldgico,

prevé também a existéncia de um campo propagante de spin 2: as ondas gravitacionais

(OGs).

As OGs de origem cosmolégica sao uma consequéncia direta da RG e da Mecanica
Quantica. Para compreender como os aspectos da teoria quantica sao relevantes nesse
contexto, consideremos uma analogia com o caso do oscilador harmonico com frequéncia

variavel apresentada, por exemplo, por Grishchuk (2000).

A variacao temporal da amplitude ¢ das oscilagoes de um péndulo na presenca de um

campo gravitacional, é descrita por:

G+ w(t)g =0, (1.1)
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onde w(t) = \/g/L(t), g é a aceleracao da gravidade local e L(t) é o comprimento do
péndulo. Assim, a frequéncia das oscilacoes pode ser alterada parametricamente através

da variacao temporal de L por um agente externo.

No regime adiabatico de variagoes lentas, a energia do oscilador E e sua frequéncia w
mudam vagarosamente, mas E/w permanece constante. Assim, a quantidade E/hw é
chamada de “invariante adiabatico”. Para que ocorra a criagao de novas “particulas -
excitagoes”, o tempo caracteristico da variacao deve ser comparavel com o periodo do

oscilador e o comportamento adiabatico deve ser violado.

Um oscilador classico deve ter uma amplitude inicial nao-nula para que o mecanismo de
amplificacao funcione. Pois se a amplitude inicial for zero, a amplitude final também sera.
Imagine um péndulo em repouso, seja qual for a variagao no comprimento ela nao fara
o péndulo oscilar. Em contraste, um oscilador quantico nao precisa estar excitado desde
o inicio, pois sabemos que o estado fundamental do oscilador quantico possui energia
nao-nula igual a hw/2, essa é uma consequéncia do principio da incerteza de Heisenberg.
Portanto, a amplificagao paramétrica pode ocorrer e a intervencao externa é capaz de

gerar quanta de energia a partir do “vacuo quantico”.

Outro aspecto que podemos compreender com esse exemplo simples, é que a intervencao
paramétrica pode ocorrer através da variagao do campo gravitacional externo. Agora,
a dependéncia temporal da frequéncia é ditada pela variacio de g = g¢(t), assim
w(t) = \/W Como veremos, esse é justamente o caso das OGs primordiais. O campo
externo, no caso das OGs, corresponde & variagao do fator de escala, denotado por a(t),

que dita a expansao do Universo.

Assim, para haver geracao de quanta de energia nesse caso, basta considerarmos que
as ondas estao inicialmente em seu estado fundamental. Entao, o papel da inflagao é
variar o fator de escala rapidamente num curto intervalo de tempo, gerando quanta, e
portanto inibindo que as ondas decaiam adiabaticamente com a expansao do Universo
(ver, e.g., Grishchuk (2007)). Esse é, essencialmente, o processo descrito formalmente

como “amplificacdo superadiabética (paramétrica)” (GRISHCHUK, 1974).

O espectro presente tera, portanto, uma amplitude significativa dependendo do modelo
inflaciondrio e traré caracteristicas intrinsecas relativas a histéria evolutiva do Universo

mapeada pela evolugao de a(t).

Por conseguinte, nao é somente a inflacao que afeta o espectro primordial observado no
tempo presente, mas também processos astrofisicos subsequentes. Dentre esses processos,

encontram-se, por exemplo, transicoes de fase quark-hadron, aniquilacao de pares elétron-
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positron, espalhamento livre de neutrinos e até mesmo processos mais recentes como a
atual aceleracao do Universo (WANG et al., 2008; MIAO; ZHANG, 2007).

Com avangos constantes, seja no dominio tedrico ou experimental, poderiamos dizer,
assim, que a cosmologia encontra-se em sua “época de ouro”. No entanto, os cosmologos
encontram-se atualmente imersos num grande enigma que exibe duas facetas: a matéria

escura € a energia escura.

O conhecimento do contetido energético atual do Universo é consequéncia da convergencia
de resultados observacionais independentes que levam a conclusao de que cerca de 4% da
energia corresponde a matéria barionica, legando quase a totalidade da densidade de
energia a componentes desconhecidas, 23% de matéria escura e 73% de energia escura
(KOMATSU et al., 2009).

Os resultados observacionais mais importantes que corroboram esse cenario sao:
medidas da distancia de luminosidade como funcao do redshift de supernovas distantes
(PERLMUTTER et al., 1999; RIESS et al., 1998; RIESS et al., 2007), medidas das anisotropias
na RCFM pelo satélite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP)(KOMATSU et al.,
2009) e as medidas das estruturas em larga escala inferidas de levantamentos de redshifts
de galdxias realizados, por exemplo, pelo Sloan Digital Sky Survey (SDSS) (TEGMARK et
al.,, 2004) e 2dF Galaxy Redshift Survey (2dFGRS) (COLE et al., 2005).

Nesse contexto, a energia escura é a responsavel pela recente fase de aceleracao da
expansao do Universo, o que a torna um dos maiores desafios da cosmologia atual. De
fato, a natureza fisica da energia escura é uma questao particularmente complicada no
ambito do modelo ACDM (constante cosmolégica mais matéria escura fria) devido a
suas propriedades nao usuais, comportando-se como um fluido ideal com pressao negativa

distribuido pelo espago.

Poderiamos questionar, todavia, se a aceleracao da expansao césmica nao é um indicativo
de que a teoria da gravidade de Einstein é uma teoria incompleta, ou seja, uma teoria
alternativa de gravidade poderia explicar a aceleragao tardia da expansao sem recorrer a

energia escura?

De fato, teorias alternativas de gravitacao tém sido propostas desde o surgimento da RG,
uma vez que as caracteristicas fisicas da gravidade diferenciam-se significativamente da lei
Newtoniana para campos mais intensos, para os quais torna-se mais dificil obter medidas.
No entanto, para campos fracos, corregoes pos-Newtonianas podem levar a distin¢ao entre
as teorias pelo experimento ou, pelo menos, pode impor limites em seus parametros (para

uma revisao de testes em teorias alternativas ver (WILL, 1993; WILL, 2008)).
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Com o surgimento das medidas indicando a expansao acelerada, o interesse pelas teorias
alternativas ganhou, portanto, um novo sentido. Uma das classes de teorias alternativas
mais estudas recentemente é a, assim chamada, gravidade f(R), cuja idéia bésica é
adicionar termos que sejam poténcias do escalar de Ricci R a Lagrangiana de Einstein-
Hilbert (CARROLL et al., 2004; NOJIRI; ODINTSOV, 2004; SANTOS et al., 2008, entre outros).

Outra classe de teorias de grande interesse, sao as teorias escalares-tensoriais. Elas foram
propostas inicialmente em sua forma mais simples por Brans e Dicke (BRANS; DICKE, 1961)
no intuito de compatibilizar a gravidade com o principio de Mach. Nessa abordagem, um
campo escalar auxiliar entra nas equagoes de campo e a “constante” Newtoniana pode
ser interpretada agora como o resultado da acao desse novo campo do qual é uma fungao

explicita.

Por outro lado, uma das formas mais intuitivas de se analisar correcoes de largas escalas
na teoria de gravitacao, assim como no eletromagnetismo, é parametrizar o alcance da
interacao através de um comprimento caracteristico, o comprimento de onda Compton.
Do ponto de vista Newtoniano, isso significa introduzir uma modificacdo no potencial

¢(r) o< 1/r na forma:

(1) o M, (1.2)

,
onde \; é o comprimento de onda Compton que, no contexto da fisica de particulas,

estaria associado a massa do bdson responsavel pela interagao gravitacional: o graviton.

Sabendo que o comprimento de onda Compton relaciona-se a massa do graviton my
na forma: A\, = h/myc podemos estabelecer limites observacionais para desvios da lei
do inverso do quadrado através de limites para m,. Uma das restricoes mais robustas
para esse parametro provém de observacoes do movimento planetario no sistema solar.
Variagoes na terceira lei de Kepler quando comparadas as érbitas da Terra e de Marte
levam a m, < 7,68 x 107°°g (TALMADGE et al., 1988). Outro limite para m, foi
obtido através da analise do movimento das galdxias em aglomerados ligados que leva
amy < 2x107%g (GOLDHABER; NIETO, 1974). Embora esse segundo limite seja algumas
ordens de magnitude mais restritivo, ele é em geral considerado menos robusto devido a

incertezas a respeito do contetido do Universo em grandes escalas.

A insercao de um termo de massa nas equagoes de campo da RG foi realizada pela primeira
vez por M. Fierz e W. Pauli em 1939 (FIERZ; PAULL, 1939). No entanto, a consideracao
de um termo do tipo Fierz-Pauli (FP) na Lagrangiana do campo gravitacional produz
diversos problemas na teoria. Além de gerar instabilidades na geometria de fundo
(GABADADZE; GRUZINOV, 2005), ndo recuperamos as previsoes da RG quando realizamos
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o limite my — 0, esse problema ¢ conhecido como descontinuidade van Dam-Veltman-
Zakharov (van DAM; VELTMAN, 1970).

Contudo, nao hd nenhum motivo para preferir um termo do tipo FP a qualquer outro
termo de massa. Embora eles ainda possam apresentar problemas formais, existe um
particular termo nao-FP que pode ser escolhido de tal forma a teoria nao ser descontinua
no limite my, — 0. Foi utilizando esse termo que em 2002 tivemos o primeiro limite para
a massa do graviton que nao era baseado em campos estaticos (FINN; SUTTON, 2002).
O método empregado por Finn e Sutton foi calcular qual seria o decaimento no periodo
orbital dos pulsares binarios PSR B1913+16 (o pulsar binario de Hulse-Taylor) e PSR
B1534+12 e comparar com os parametros fisicos medidos. E bem sabido que as medidas
do pulsar binario de Hulse-Taylor possuem um acordo magnifico com as previsoes da
RG no que diz respeito a emissao de radiacao gravitacional (TAYLOR, 1993; WEISBERG;
TAYLOR, 1993) e que, consequentemente, serviram de prova indireta da existéncia das
OGs. O limite encontrado por Finn e Sutton foi de m, < 1,4 x 107°%g, cerca de duas
ordens de grandeza menos restritivo que o limite imposto pelo movimento planetario no
sistema solar. O resultado acima indica que um termo massivo pode ser acrescentado nas
equacoes de campo fraco da RG sem contradicao com os dados observacionais desde que

mg respeite os limites impostos.

Se o graviton de fato possuir massa, efeitos interessantes surgirao, como, por exemplo,
a velocidade de propagacao das ondas gravitacionais seria dependente da frequéncia
Vog(w) = cy/1 — (mc/w)?, onde m = A\, ou seja, v,y < c. Assim, sinais gravitacionais
e eletromagnéticos emitidos por um mesmo sistema apresentariam uma diferenca de fase
para um observador distante. Portanto, quando da deteccao direta de OGs poderiamos,
dessa forma, mensurar essa diferenca para sistemas estelares IBWD (Interacting Binary
White Dwarf), por exemplo, e observagdes com o LISA (Laser Interferometer Space
Antenna) desse tipo de fontes teriam precisao para estabelecer um limite tao restritivo

quanto m, < 4 x 107°%g (LARSON; HISCOCK, 2000).

Embora saibamos como adicionar um termo de massa nas equacoes de Einstein no regime
linearizado devido a analogia com o que é usualmente feito em teoria de campos, nao é
evidente como devem ser as equagcoes para campos arbitrariamente fortes, ou seja, como
ficariam as equagoes de Einstein em sua forma covariante geral (no limite de campo fraco
as equagoes sdo apenas invariantes perante transformagoes de Lorentz). Em geral, incluir
a nao linearidade da gravidade partindo das equacoes no regime linear de um campo
massivo de spin 2 leva a problemas (BOULWARE; DESER, 1972).

Uma das formas (mas nao a unica) de escrever as equagoes em sua completeza de maneira
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consistente foi proposta por M. Visser (VISSER, 1998). Em sua abordagem, o termo
massivo é extrapolado para uma Lagrangiana bimétrica, ou seja, que contém a métrica
fisica usual da RG além de uma métrica nao dinamica adicional estabelecida a priori.
Assim, o termo de massa obtido a partir da linearizacao das equagoes de campo massivas,
tal qual consideradas por Visser, leva a um termo nao-FP, o mesmo que foi utilizado

posteriormente por Finn e Sutton em suas andalises do pulsar binario.

Portanto, a teoria massiva proposta por Visser fornece uma alternativa interessante para o
estudo da evolucao e estrutura do Universo, um cendrio no qual as escalas sao comparaveis
a Ag. De fato, como ficou claro para nds, os efeitos cosmoldgicos de m, sao drasticos e
podem nos ajudar a responder o problema da energia escura (ALVES, 2006; ALVES et al.,
2009a; ALVES et al., 2008; ALVES et al., 2009).

Havendo, no entanto, uma pletora de teorias correntemente viaveis para uma explicacao
alternativa a energia escura cabe-nos perguntar como distingui-las observacionalmente.
Aqui retornamos a nossa discussao a respeito de OGs primordiais. Trarao essas
ondas, produzidas nas primeiras fragoes de segundo de vida do Universo, assinaturas

caracteristicas da teoria de gravidade subjacente?

Para responder a essa pergunta ¢é necessario, primeiramente, derivar as equagoes que regem
a evolucao das OGs primordiais para as diferentes teorias. A abordagem mais usual para
o tratamento de perturbacoes cosmoldgicas consiste em decompo-las de acordo com sua
simetria espacial, isto é, em componentes escalares, vetoriais e tensoriais, construindo
quantidades invariantes de calibre no intuito de evitar ambiguidades provenientes de
transformacoes infinitesimais de coordenadas. Nesse contexto, OGs sao usualmente
associadas as componentes tensoriais as quais sdo a parte transversa e sem trago (TT)

das perturbacoes métricas.

Embora o mesmo procedimento possa ser aplicado para qualquer teoria alternativa de
gravidade, ha casos para os quais as OGs apresentam até seis estados de polarizagao
ao invés das duas polarizacoes usuais que aparecem na RG. Em geral, na literatura, as
polarizagoes adicionais no contexto dessas teorias nao sao escritas explicitamente como

no caso das perturbacoes TT.

Para encontrar o nimero de estados independentes de polarizacao de uma teoria especifica,
lembremo-nos que as OGs numa teoria métrica de gravitagao envolvem a métrica g,,
e outros campos auxiliares que possam existir. Mas o tensor de Riemann resultante
é o unico campo mensuravel. Esse fato nos permite classificar uma dada teoria, no

regime linearizado, pelo nimero de componentes nao nulas do tensor de Riemann que
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geram aceleracgoes relativas entre particulas teste. Isso pode ser feito por um método
muito elegante o qual consiste na avaliagao das quantidades Newman-Penrose (NEWMAN;
PENROSE, 1962; EARDLEY et al., 1973) da teoria. Essas quantidades sao as componentes

irredutiveis do tensor de Riemann escritas numa base complexa.

Uma vez que o numero de polarizagoes das OGs seja determinado de forma inequivoca
pelo método acima, as observacoes podem estabelecer importantes limites de validade

para as teorias.

Com isso em mente, o primeiro objetivo do presente trabalho é demonstrar como escrever
explicitamente as equacoes para as perturbagoes cosmoldgicas em termos dos modos

correspondentes ao nimero maximo de polarizacoes independentes que podem aparecer.

Aplicaremos o método de decomposicao para duas teorias alternativas, sendo elas a teoria

bimétrica com gravitons massivos de Visser e para uma teoria escalar-tensorial geral.

A teoria bimétrica estda incluida no caso mais geral apresentando seis estados de
polariza¢ao (de PAULA et al., 2004). No caso das teorias escalares-tensoriais, OGs possuem
dois estados de polarizacao além do modos TT da RG, totalizando, portanto, quatro
estados de polarizagao. Enquanto no caso particular da teoria de Brans-Dicke existem

apenas trés polarizagoes.

Ainda mais, é importante destacar que as teorias f(R) s@o conformalmente equivalentes
a teoria de Einstein adicionando-se um campo escalar (CAPOZZIELLO; FRANCAVIGLIA,

2008). Nesse sentido, o presente estudo pode ser extendido a teorias f(R).

Analisamos também as polarizacoes de OGs para as teorias f(R) usando o formalismo
Newman-Penrose (ALVES et al., 2009c) e demonstramos que had quatro estados de
polarizacao assim como no caso das teorias escalares-tensoriais. Porém, se o formalismo
de Palatini for utilizado, a teoria apresenta apenas dois estados de polarizacao. Tal fato
poderia, em principio, permitir uma distingao entre o formalismo mais adequado através

de futuras observacoes

Embora exemplifiquemos a decomposicao para dois casos particulares, o formalismo é
bastante geral e pode ser utilizado para o estudo de OGs cosmoldgicas em outras teorias

de gravitacao.

Num segundo momento, realizamos o calculo do espectro do fundo de OGs primordiais
para os modos que se desacoplam do fluido césmico, os modos TT. Esses sao os modos

que trazem de fato informacoes diretas da época inflacionaria sem interagir com o
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fluido césmico (isso nao serd verdade se uma componente de tensdao anisotrpica estiver
presente). Avaliamos o espectro de poténcia, assim como o espectro de energia das
OGs para a RG e para a teoria bimétrica. Estudamos as principais caracteristicas que

diferenciam as OGs cosmoldgicas decorrentes das duas teorias.

Por fim, comparamos os sinais gravitacionais obtidos com as curvas de sensibilidade de
detectores espaciais de ondas gravitacionais como o LISA e o BBO (Big Bang Observer).
Esses detectores sao particularmente interessantes para os fundos cosmologicos devido as
altas sensibilidades que atingirao em diferentes bandas de frequéncias. Na comparagao
dos sinais obtidos com a curva de sensibilidade do LISA consideramos também o fundo
de ondas gravitacionais proveniente dos sistemas bindrios da Galaxia. Tal sinal, limita a
detecgao para a parte baixa da banda de atuacao desse detector. Esse limitacao desaparece
para o caso da curva de sensibilidade do BBO, uma vez que esse atuara numa faixa de

frequéncias superior.

As analises realizadas no presente trabalho podem indicar um caminho interessante para
a pesquisa de ondas gravitacionais cosmoldgicas no contexto de teorias alternativas de
gravitagdo. Um caminho que consideramos indispensavel para se estabelecer limites,
validar ou descartar teorias e, acima de tudo, nos levar a uma compreensao mais profunda

das reais implicacoes de teorias modificadas da gravidade, tao comuns nos dias que correm.

O presente texto esta distribuido da seguinte forma: no Capitulo 2, apds fazer uma
revisao do formalismo Newman-Penrose e do esquema de classificacao de teorias métricas
de gravitacao, aplicamos o formalismo para o caso da teoria da Relatividade Geral,
teorias escalares-tensoriais, teoria bimétrica com gravitons massivos e para as teorias
f(R). Consideramos para essa ultima tanto o formalismo métrico quanto o formalismo de
Palatini. No Capitulo 3 discutimos uma forma mais geral de se considerar outros modos de
polarizacao de ondas gravitacionais ao realizar a decomposi¢ao das perturbagoes métricas
em teorias alternativas de gravitacao. Apds fornecer as equagoes para a evolucao das
perturbagoes cosmoldgicas sem decomposigao, aplicamos o esquema de decomposicao para
teorias escalares-tensoriais e para a teoria bimétrica de Visser. No Capitulo 4 solucionamos
as equagoes de evolugao para os modos livres (modos TT) no caso da Relatividade Geral
considerando o modelo ACDM, e no caso da teoria bimétrica na qual sao os gravitons
massivos que fazem o papel da energia escura. Encontramos os espectros de poténcia em
ambos os casos e os comparamos com as curvas de sensibilidade dos futuros detectores
espaciais LISA e BBO. Por fim, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas para a

continuidade do presente tema no Capitulo 5.
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2 POLARIZACOES DE ONDAS GRAVITACIONAIS EM TEORIAS
METRICAS DE GRAVITACAO

2.1 Formalismo Newman-Penrose

No contexto de uma teoria métrica de gravitagao, a fisica de OGs envolve a métrica g,
além de campos auxiliares que possam existir. Mas o tensor de Riemann resultante é
o unico campo mensuravel. Eardley e colaboradores (EARDLEY et al., 1973) utilizaram
uma base tetrada nula para calcular as quantidades Newman-Penrose (NP) (NEWMAN;
PENROSE, 1962) em termos das partes irredutiveis de R) ., sendo elas, o tensor de Weyl,
a componente sem traco do tensor de Ricci e o escalar de Ricci. Essa analise mostrou que
existem seis modos possiveis de polarizacao para as ondas gravitacionais, dependendo da
teoria, que podem, em principio, ser completamente resolvidos através da experimentacao.

E possivel, portanto, classificar uma dada teoria pelo nimero de quantidades NP nao nulas.

Para um dado ponto P, a tetrada complexa (k,1,m,m) relaciona-se com a tetrada
cartesiana (e, e;, ey, e,) da seguinte forma (para uma revisdo sobre o formalismo de
tetradas ver, e.g., (CHANDRASEKHAR, 1992; STEPHANI, 1993)):

k= %(et tel), (2.1)
1= —fei—e.). 2:2)
m— %(er +iey), (2.3)
m— %(ex _ie,). (2.4)

E facil verificar que os vetores tetrada obedecem as relagoes:

—k-l=m-m=1 (2.5)

[

kkm=k-m=1'm=1-m=0. (2.6)

As componentes de um tensor T na base da tetrada nula podem ser escritas de acordo
com a seguinte notagao:
Tabc--~ = uuA...a“bVCA ctey (27)

onde o conjunto com letras latinas (a, b, ¢, --+) varia sobre (k, 1, m, m) enquanto o conjunto

com letras gregas (i, v, A, - - ) varia sobre (t,x,y, z), umas vez que estamos trabalhando
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com coordenadas cartesianas.

Em geral, as quantidades NP, dadas pelos dez W¥’s, nove ®’s, e A, que representam
todas as componentes irredutiveis do tensor de Riemann R),.,, sao todas algebricamente
independentes. Quando restringimos nosso estudo para o caso de ondas aproximadamente
planas, no entanto, encontramos que as propriedades diferenciais e de simetria de R,
reduzem o numero de componentes independentes, nao nulas, para seis. Entao, podemos
escolher o conjunto { Wy, W3, Wy, Pos} para descrever, em um dado sistema de coordenadas,
as seis componentes independentes de uma onda na teoria em questao. Assim, na base

tetrada, as quantidades NP do tensor de Riemann sao dadas por:

1
vy = _élelk; (2.8)
1
Vs = _QR”“W’ (2.9)
Vy = — Rimim, (2.10)
Qo9 = — Ry (2.11)

Note que V3 e W, sao complexos, entao cada um representa duas polarizagoes
independentes. Uma polarizacao representada pela parte real e outra pela parte

imagindria, totalizando seis componentes (ver figura 2.1).

Temos ainda, as seguintes relagoes para o tensor de Ricci:

Ry, = Rigig, (2.12)
Ry = Ry, (2.13)
Rim = Rigim, (2.14)
Rim = Rikim, (2.15)
e para o escalar de Ricci:
R=—2Ry = —2Ruu. (2.16)

As aceleragoes relativas em uma esfera de particulas teste podem ser expressas em termos

da matriz de forga S (driving-force matriz) definida como:
Sij = Riojo, (2.17)

onde i e j sao indices que representam as componentes espaciais, i.e., 1,j = x,y, 2. As
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amplitudes NP podem, assim, ser condensadas na matriz de forca:

—5(Rely + Ppy) im0, —2Res
S = %Im\I/4 %(Re\I/4 - @22) ZIH’I\IJ:),
—QRG\I/;; QIm\Ifg —6\112

As componentes de S;; podem ainda ser expandidas de acordo com a expressao:

6

_ (r)
Sij = Zp(r)Eij )

r=1

onde renomeamos as quantidades NP da seguinte forma (EARDLEY et al., 1973):

pa) = VYo,
P2) = ReVs,
pi) = ImWs,
Py = ReWy,
Py = ImWy,

Pe) = Pgs.

(2.18)

(2.19)

O tensor EZ(;) sao as componentes da base formada pelas “matrizes de polarizacao” que

sao dadas por:

000 01

001 00
00 0

Eg) = 2 01 Eu=—3 -1 0
10 0

010 0 0

Eg =35 1 Eg = —3 10

0 000

35

(2.26)



2.2 Esquema de classificagao de teorias métricas de gravitacao

As seis amplitudes {Wy, U3, Uy, $55} de uma OG sdo, de forma geral, dependentes do
observador. No entanto, existem certas afirmacoes invariantes sobre elas, que serao
verdadeiras para todos os observadores padrao se forem verdadeiras para algum deles.
Essas afirmagoes caracterizam as chamadas classes invariantes E(2) de ondas. E(n),

também chamado de ISO(n), é o grupo de simetria do espago Euclidiano n-dimensional.

Nés podemos compreender o esquema de classificacdo FE(2) através da andlise do
comportamento das amplitudes NP {Wy, W3, Uy, $oo} sob transformagoes de Lorentz da
base tetrada complexa. Esse ponto estd detalhadamente explicado na referéncia (EARDLEY

et al., 1973). Aqui nés resumiremos a idéia essencial.

Gravitational-Wave Polarization
y y

" oz

(@ (b)
y y

PEY T
- -
o “a

.
.
.
*s
0
0
.
.
.
.
.
.
o
T
ey
e
.
.
.
.
[
-z
.
"
B
.
o
-
et

(©) (d)

(e) U

Figura 2.1 - Os seis modos de polarizacdo de ondas gravitacionais permitidos em qualquer teoria métrica de
gravitacdo. Aqui mostramos a deformac¢do que cada modo induz em um anel de particulas teste.
A onda gravitacional propaga-se para fora do plano em (a), (b) e (c), e propaga-se no plano em
(d), (e) e (f). Em termos das quantidades Newman-Penrose, as figuras (a) e (b) correspondem ao
modo complexo U, (respectivamente parte real e imagindria), (c) e (d) correspondem aos modos
reais ®op e Uy, (€) e (f) correspondem ao modo complexo W3 (parte real e imagindria).
Fonte: Will (1993).
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Considere dois observadores O e O’ com tetradas (k,Lm,m) e (k',I',m’ m)
respectivamente. Se escolhemos k proporcional ao vetor de onda (seguindo a convengao de
Eardley e colaboradores), entao teremos k = k. A transformacao de Lorentz mais geral

relacionando as tetradas que mantém k fixo é:

kK =k, (2.27)

m’ = e(m + ok), (2.28)
m' = ¢ ¥(m + 7k), (2.29)
I'=1+0m + om + o0k, (2.30)

onde o é um numero complexo arbitrario que representa translacoes, enquanto ¢, que vai

de 0 a 27, é uma fase real arbitraria que produz rotagoes em torno de e..

As transformagoes induzidas nas amplitudes da onda devido a (¢, o) séo:

), = Wy, (2.31)

Ul = e (U3 + 350,), (2.32)

V) = e 2 (U, + 45V3 + 65°0,), (2.33)
Dy = Doy + 20W3 + 26U;3 + 605V, (2.34)

Agora, é evidente desse conjunto de relagoes que as amplitudes {Wy, W3, WUy, $9o} nao
podem ser especificadas de forma independente de observador. Por exemplo, suponhamos
que o observador O mede que uma dada onda tem somente W, como amplitude nao nula.
O observador O, em movimento relativo com respeito a O, por outro lado, concluird que

a onda possui nao somente ¥y como amplitude nao nula, mas também W3, Uy e $os.

Todavia, hd um conjunto de afirmagoes que definem o esquema de classificacao E(2).
Cada caso, no qual uma ou mais amplitudes NP anulam-se identicamente, forma uma
classe invariante distinta. O nome de cada classe é composto pela classe de Petrov do
tensor de Weyl nao nulo correspondente e pelo nimero de amplitudes nao nulas (chamado
de “dimensao de representagao”) vistas por todos os observadores. Ambos, a classe de
Petrov (para uma revisao sobre a classificacdo de Petrov ver, e.g., (CHANDRASEKHAR,
1992; STEPHANT, 1993)) e a dimensao de representacgao sao independentes do observador.
Considerando observadores padrao tais que: (a) cada observador vé a onda viajando
na direcdo +z, e (b) cada observador mede a mesma frequéncia para uma onda

monocromatica, entao as classes F(2) em ordem de generalidade decrescente sao:
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e Classe [I5: U, # 0. Todos os observadores medem a mesma amplitude nao-nula
no modo ¥y. Mas a presenca ou auséncia de todos os outros modos é dependente

do observador;

e Classe [115: ¥y =0, W3 # 0. Todos os observadores medem a auséncia de Wy
e a presenca de W3. Mas a presenca ou auséncia de U, e $9 é dependente do

observador;

e Classe N3: Uy = W3 =0, Uy # 0, Py # 0. A presenca ou auséncia de todos os

modos ¢é independente do observador;
e Classe Ny: Uy = U3 = Oyy = 0; Uy # 0. Independente do observador;
e Classe O;: Uy = U3 = U, =0; Py # 0. Independente do observador;

e Classe Oy: Vy = U3 = U, = ®yy = 0. Independente do observador. Nenhum

observador mede OG.

Outra propriedade interessante das diferentes polarizagoes de OGs que podemos extrair
das transformagoes (2.31)—(2.34) sdo os valores de “helicidade” das OGs. Considere
um grupo de observadores relacionados um ao outro por rotagoes em torno do eixo
z (,0). Diz-se que uma quantidade M que se transforma sob rotagbes pela relagao
M’ = exp(isp)M tem helicidade s tal qual vista por tais observadores. Vemos das equagoes
(2.31)—(2.34) que as amplitudes { Wy, U3, Wy, Pgy} sdo auto-estados de helicidade. Podemos

extrair seus valores de helicidade facilmente a partir das equagoes (2.31)(2.34) fazendo

c=0=0:
\112 — SZO,
v =-1, ¥ =+1
3 = s=-L ¥ o 8=+ (2.35)
\1[4 — 8:—2, \114 — S:+2
(1)22 — s=0.

Nas secoes que seguem, apds uma analogia com o eletromagnetismo, analisaremos a
classificagao E(2) de algumas teorias de gravitagao. Iniciaremos pela RG, passaremos pelas
teorias escalares-tensoriais, pela teoria bimétrica de Visser e finalizaremos analisando as
possiveis polarizagoes de OGs em teorias f(R). A importancia dessa avaliagdo para o
estudo das OGs cosmolégicas se tornard entao evidente do capitulo seguinte que tratara

das equagoes dinamicas para as perturbagoes cosmoldgicas que de fato representam OGs.
2.3 Classificagao de Campos Eletromagnéticos

O formalismo NP pode ser utilizado para realizar a classificacao algébrica de campos

eletromagnéticos. O procedimento é consideravelmente mais simples, embora analogo, a
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classificacao de OGs que realizamos anteriormente e, sendo assim, pode nos auxiliar a

ganhar um pouco de intuicao fisica sobre o método.

Primeiramente, lembre-se que para o espago-tempo de Minkowski, o tensor antissimétrico

de Maxwell F},, tem as componentes:

0 H, -H, —E,
F,, = D (2.36)
~H, 0 -E,

E, E, E. 0

onde, B, B, e F, e H,, H, e H, denotam as componentes do campo elétrico e magnético

respectivamente, tal qual medidas por um observador inercial.

No formalismo NP, as componentes de F),, sao escritas em termos de trés escalares
complexos (CHANDRASEKHAR, 1992; STEPHANI, 1993):

o1 = %(sz + Fam) (2.38)
G9 = Fmy. (2.39)

Sob as transformagoes (2.27)-(2.30), essas quantidades mudam da seguinte forma:

¢y = €, (2.40)
¢y = ¢1 + T, (2.41)
B = e (py + 201 + 7o) (2.42)

Portanto, nés podemos fazer um dos coeficientes ¢ ou ¢}, anular-se através de uma escolha
adequada de o, ou seja, por uma escolha de uma nova direcao k’. Escolhendo, por exemplo,

que ¢, seja nulo, de (2.42) temos:

$0T” + 2017 + ¢y = 0. (2.43)

De acordo com o numero de raizes o dessa equacao podemos dividir o campo

eletromagnético em duas classes. Para ver isso, note que as solugoes da equacao acima
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Sao:

91— \/q;ljf - ¢0¢2’ (2.44)

o =

RV .
%0 |

entao, para o caso:

@7 — g2 # 0, (2.45)

existem duas raizes distintas @ ou (para ¢o = 0) somente uma raiz. Assim, campos para
os quais o tensor [, satisfaz a desigualdade acima sao chamados nao-degenerados. Eles

possuem duas diregoes diferentes k para as quais ¢/, cancela-se.

Campos para os quais, o tensor de Maxwell satisfaz:

¢ — pogp2 = 0, (2.46)

sao chamados campos degenerados ou campos nulos. Eles possuem apenas uma direcao

nula k com ¢, = 0. Se fizermos ¢, = 0, entao devido a (2.46), ¢; também anula-se.

Que a classificacao de campos eletromagnéticos é independente da escolha da tetrada nula,

pode ser visto pela relagao:

&7 — dor = —2(F F* +iF,, F"). (2.47)

Essa equacao implica numa simples prescricao para estabelecer o tipo do campo
eletromagnético: um campo de Maxwell é degenerado ou um campo nulo se e somente

se seus dois invariantes anulam-se, isto é:

F,,F" = F,, F" =, (2.48)

onde FH = %e‘“’"‘ﬁ F.5 é o pseudo tensor dual do tensor F),,. Utilizando (2.36) deduzimos
que (2.48) leva para (LANDAU; LIFSHITZ, 1973):

H>-FE*=E-H=0, (2.49)

ou seja, se num referencial qualquer os campos elétrico e magnético sao ortogonais eles
também serao ortogonais em qualquer referencial inercial; se num certo referencial os
valores absolutos de E e H sao idénticos, eles serao idénticos em todos os outros referenciais

inerciais.
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2.4 Relatividade Geral

O processo de classificacao consiste em analisar as equacoes de campo linearizadas, no

vacuo, quando o observador esta distante da fonte do campo.

No caso da RG, as equagoes de campo podem ser obtidas a partir da acao de Einstein-
Hilbert:

_ 1 4
I = 167G/\/—9Rd x + Iy, (2.50)

onde I, é a acao que descreve os campos de matéria e energia. Aplicando o principio de

minima acao I = 0 encontramos:

G, = —81GT,,, (2.51)
que sao as equacgoes de Einstein.
Para o vacuo, elas ficam simplesmente:
R, =0. (2.52)
Portanto, das relagoes (2.12)—(2.16) encontramos:
Rigix = Ruim = Ripum = 0, (2.53)
ou equivalentemente:
Uy =Wy = Dy, =0, (2.54)
e como nao existem restricoes adicionais sobre Rmm concluimos que:
Uy #£0. (2.55)

Assim, a classificagdo E(2) da RG é Nj, ou seja, as OGs apresentam dois modos de

polarizacao que sao medidos por qualquer observador.
2.5 Teorias escalares-tensoriais

As teorias escalares-tensoriais, foram primeiramente estudadas por Brans e Dicke (BRANS;

DICKE, 1961) no intuito de compatibilizar a teoria de gravitagao com o principio de Mach.

Consideraremos uma classe de teorias discutida por Wagoner (1970) e Nordtvedt (1970)
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e utilizaremos a ac¢ao na forma assumida por Maggiore e Nicolis (2000):

1

1= / V=gd'z [~pR+ ¢ w(@)Vap Ve — U(p)] + I, (2.56)

onde ¢ é um campo escalar, w(y) é um parametro de acoplamento e U(y) é um potencial
associado ao campo escalar. A teoria de Brans-Dicke surge no caso especial para o qual

w é uma constante e U(p) = 0.

Aplicando o principio de minima agao em (2.56), variando com respeito a métrica e com

respeito ao campo escalar, obtemos:

8 w(p 1 - 1
Guw=——"Tuw— €2 (%mo;u — 59w Paf’ ) - ;(sow — 9w 0¢) — guU(p), (2.57)

P ©? 2
dU(p) dw(p)
342 Op — p———= = 81T — —— ., ¢%, 2.58
[+w(90)]9090d¢ 0 1y Pe? (2.58)
T;J,V.V =0. (259)
Nas equacoes acima Of = f,” para uma quantidade qualquer f. Note que agora a

equagdo de conservagao (2.59) tem que ser imposta separadamente, uma vez que ela

nao é consequéncia direta das equagoes de campo como no caso da RG.

Considerando o vacuo 1), = 0, as equacoes (2.57) ficam:

w(p 1 1
Ry = — ;g)w;w;u 5 (sow + §guuDso) + 9w U(9), (2.60)

¢ O
R=—2 0.0 —3=L 4+ 4U. (2.61)

¢ @

Para o caso Brans-Dicke, a equagao (2.58) torna-se:
O = 0; (2.62)
com solugao para o regime linearizado dada por:
@ = o + 1%, (2.63)

onde ¢y é uma constante obtida a partir de condi¢oes de contorno cosmologicas sobre o
campo escalar (EARDLEY et al., 1973), ¢, também constante, é a pequena amplitude da
onda de tal forma que podemos considerar apenas primeira ordem em 1, g, é o vetor de

onda que para esse caso € nulo, i.e., ¢,q% = 0.
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Automaticamente vemos que o escalar de Ricci anula-se:

O tensor de Ricci fica:
R = —2Leie"q q,. (2.65)
2]

e se a onda propaga-se na dire¢ao z entao as unicas componentes nao nulas sao R,,, R,

e Ry. Assim concluimos que:
Rigim = 0 e Ripm # 0, (2.66)

e portanto:
\1/2 = \113 == O, \114 (§ @22 7é 0. (267)

Assim, a classificagdo F(2) da teoria de Brans-Dicke é N3. Ou seja, além dos dois modos
s = +2 da RG, nessa teoria existe também um modo escalar que provoca aceleracoes

relativas perpendiculares a direcao de propagacao e radiais.

Por outro lado, se o potencial U(y) nao for nulo, estaremos no contexto de uma teoria
escalar-tensorial mais geral. Agora, [y nao se anula de forma geral, mas sim obedece a
seguinte relagao para o regime linearizado (MAGGIORE; NICOLIS, 2000):

Op —map =0, (2.68)

onde:
wo (AU /dp),_,,

3+ 2w(po)

(2.69)

2
mOZ

e o é o minimo do potencial. A solugao de (2.68) é dada por (2.63), mas agora o vetor

de onda satisfaz:

dog”™ = mg. (2.70)
E o escalar de Ricei fica:
R = —3m2Pteitea” (2.71)
2]

para primeira ordem em ;. O tensor de Ricci, por sua vez, nos fornece:

L 1
RMV - _ﬂezqax |:Q,uqy + _anm(Z):| . (2'72)
¥o 2

43



Assim, além de R # 0, também temos Ry, R.; e R,. # 0. Concluimos, assim, que para

uma teoria escalar-tensorial geral:
1113 == 0, \112, \114 € CI)QQ 7é 0, (273)

o que nos leva a classificd-la como [lg. Entao, surge um novo modo escalar, porém,
este é longitudinal. Assim, considerando esse observador, para o qual o vetor de onda
esta orientado na direcao z, a teoria exibe quatro modos de polarizacao. No entanto,
as propriedades de simetria das amplitudes NP indicam que outros observadores podem
discordar quanto ao numero de estados de polarizacao da teoria que pode apresentar até

seis modos como especificado por sua classificacao.
2.6 Teoria bimétrica com gravitons massivos

Trabalharemos com uma teoria alternativa de gravitacao que considera gravitons massivos
através da ac@o (VISSER, 1998):

o i |V—9R 2
I = /d T { 6 ™™ Linass(95 90) | + I, (2.74)

onde m é a massa do graviton em unidades naturais e a Lagrangiana L,,,ss ¢ funcao da
métrica fisica g, e de uma métrica ndo dinamica (go),, definida a priori. A Lagrangiana

massiva proposta por Visser é:

ﬁmass(gv gO) = 1\/__g(){(g()_l)'mj(g - gO)#U(g(]_1>Up(g - gO)pu - % [(90—1)#1’(9 - gO)uV}Q }7

2
(2.75)

onde mantivemos a notacao original de Visser ao fazer (¢ — go)uw = 9w — (90) -

As equagoes de campo com gravitons massivos sdo obtidas considerando a agao (2.74)
estacionaria quando se considera variacoes com respeito a métrica fisica. As equagoes

obtidas sao !

1
GM — §m2M“” = —8nrGT", (2.76)
onde o tensor massivo é dado por:
_ 1 _ _
= Y g_QOUp_§QOJpgo 9 — 90)as |90 . .
M = (gg )" |( ) (90)ap (g0 )™ Jag | (951)" (2.77)

Foi demonstrado que para que tenhamos solucoes cosmoldgicas consistentes, a conservacao

Note que todas as operacdes como levantamento e abaixamento de indices, derivadas variacionais e
derivadas covariantes continuam sendo realizadas com a utilizagao da métrica fisica g,
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de energia, agora, deve ser escrita da forma efetiva (ALVES et al., 2008):

m2

T = M. 2.
Ve 167G L (2.78)

No entanto, essa nova relacao nao afeta as equagoes de movimento de particulas teste em
queda livre sob a agao de campos gravitacionais, isto ¢, elas continuam seguindo geodésicas
definidas pela métrica g,,. Esse ¢ um fato muito importante, pois implica na nao violagao

do principio da equivaléncia (ALVES et al., 2008).

As equagodes para o vacuo, na presenca de um campo gravitacional fraco ficam:

1
R = m? (M’“’ — 5WM) : (2.79)

Para o regime linearizado, o lado direito de (2.79) fica simplesmente m?h*, onde h,,, é
a perturbagao métrica ¢,, = 1, + by com |h,,| < 1. Assim, uma vez que nao existem
restrigoes adicionais sobre R*, concluimos que todas as suas componentes sao nao nulas
e portanto:

Rk, Rimim, Rikim € Rigm # 0, (2.80)

o que implica em:

\IJQ, \113, \1’4 e (I)QQ 7& 0. (281)

Assim, a teoria bimétrica de Visser é classificada como [l. Esse resultado foi obtido
primeiramente, de forma diversa embora equivalente, na referéncia (de PAULA et al., 2004).
Note que, a despeito da presenca de uma segunda métrica (go),., € a massa m a responsavel
pelo aparecimento dos modos Wy, U3 e $oy. No limite m — 0, recuperamos a RG e ficamos

somente com o modo WV,.

No apéndice A apresentamos a derivacao das equacgoes de campo linearizadas tanto para a
RG quanto para a teoria bimétrica com gravitons massivos. Para essa tultima verificamos

que o numero de graus de liberdade ¢ igual ao nimero de estados de polarizagao.
2.7 Teorias f(R)

Lagrangianas que consideram ordens mais elevadas do escalar de Ricci R e do tensor de
Ricci R, tém sido propostas como extensoes da RG ha muito tempo (WEYL, 1922). O
tratamento semicldssico considera a a¢ao (backreaction) de campos quanticos na geometria
de fundo cléssica (de WITT, 1965; HU; VERDAGUER, 2008). Tais Lagrangianas prevéem
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equacoes de campo com derivadas da métrica de ordem quarta, ao contrario da RG na
qual as derivadas da métrica sdo no maximo de segunda ordem (de WITT, 1965; BIRREL;
DAVIES, 1982). Lagrangianas quadraticas também tém sido utilizadas na obtengao de
teorias de gravitacdo renormalizdveis, acopladas a matéria (STELLE, 1977). Além disso,
teorias com derivadas de ordem superior emergem como o limite de baixa energia da teoria
de cordas (ZWIEBACH, 1985; TSEYTLIN, 1986).

Starobinsky (STAROBINSKY, 1980) argumenta que termos de ordem superior podem imitar
o efeito da constante cosmoldgica. Recentemente, essa idéia tem sido amplamente estudada
como uma possivel forma de tratar o problema da energia escura. Nesse contexto, muitos
tipos de Lagrangianas modificadas foram considerados constituindo uma classe de teorias,
as, assim chamadas, teorias f(R) (CAPOZZIELLO; FRANCAVIGLIA, 2008, e referéncias).

A seguir, consideraremos separadamente o formalismo métrico e o formalismo de Palatini.
No formalismo métrico a conexao I' é considerada como uma funcao da métrica g na
derivacao das equacoes de campo. Ja na abordagem de Palatini, I' e g sao variaveis
independentes cuja relacao é obtida posteriormente. Os resultados que encontramos foram
publicados em (ALVES et al., 2009¢).

2.7.1 Formalismo métrico

Seja a acao do campo gravitacional uma fungao arbitraria do escalar de Ricci:

I= /d4x\/—_gf(R). (2.82)

Aplicando o principio variacional sobre essa acao, considerando g,, como a varidvel

dinamica teremos as equagoes de campo para o vacuo dadas por:

/ 1 / /
f R;w - §fgw/ - Vuvuf + guuljf = Ov (283)

OIlde “wir,

representa a diferenciacao com respeito a R.
No que segue, nos restringiremos a seguinte classe de teorias f(R):
f(R)=R—aR™", (2.84)

onde a e ( sao duas constantes que parametrizam as possiveis Lagrangianas dessa classe.

Substituindo (2.84) nas equagdes de campo (2.83) obtemos a seguinte relacao entre R, e
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o escalar de Ricci R:

B (R—aR%)g,, +2a3V,V,R~0*H —2a43g,, OR~ 0+ (2.85)
py 2[1+OzﬂR_(1+5)] . .

Contraindo essa expressao, temos uma equacao dinamica para R:

R=a[(B+2)R 7 +3p0R 9], (2.86)

A seguir analisaremos diferentes casos para os possiveis valores de a e 3. Como ja
fizemos nas segOes anteriores para outras teorias, consideraremos as equacoes de campo
linearizadas distantes da fonte do campo. Devido a complexa estrutura das equacoes que
emergem das teorias f(R), derivar a fisica das OGs diretamente pela perturbagao métrica
h,, pode ser muito complicado. Mas, como veremos, a robustez do formalismo NP permite
encontrar propriedades das OGs de forma inequivoca sem a necessidade de explicitar as
equagoes de campo fraco em termos de h,,. Para cada caso, nosso procedimento consiste
em encontrar R a partir de (2.86) e entao computar R,, a partir de (2.85), para, enfim,

encontrar as amplitudes NP.

eCaso =0

Esse é o caso trivial, para o qual a teoria reduz-se a RG. Das equagoes (2.86) e (2.85) nds
encontramos R = 0 e R, = 0. Consequentemente, como vimos na secao 2.4, somente o

modo ¥, é nao nulo e a classificacao da teoria é Ns.

e Caso a #0,0>1

Para o # 0, a equagao (2.86) pode ser escrita como:

2 1
Pi2ps_ Lt p_y (2.87)

OR-1+0)
+ 30 a3

Trabalhando no regime de campo fraco, se 3 > 1 temos R~ > R e a equacao (2.87) fica:

B+2
34

0o + ¢% =0, (2.88)

onde definimos ¢ = R~+9), Mas essa equacio é da forma:

06— 54 =0 (2.89)
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Comparando (2.88) e (2.89), vemos que o potencial U(¢) é dado por:

(2.90)

U(6) = — {(ﬁ+2)(6+ 1)] ey

3628+ 1)

Uma vez que ¢ é invariante de Lorentz, podemos resolver (2.89) por um método muito
conhecido (RAJARAMAN, 1982). Primeiramente, considere a solucdo estatica de (2.89),

i.e., a solugao da equacgao:

d*¢  OU
que ainda pode ser escrita como:
1 (do\?

Substituindo o potencial (2.90) em (2.92) e integrando temos:

2(6+1)
6(2) = |ig(z = z0) + 20 (2.93)

onde: 12
§ _ 1 2(ﬁ + 2)(5 + 1) (2‘94)

2(6+1) 3826+ 1)

e ¢o = ¢(20) é o valor do campo ¢ em alguma posicao inicial z;. Agora, como o sistema é
invariante de Lorentz, dada a solucao estatica (2.93), podemos realizar uma transformagao

de Lorentz para obter a solu¢ao dependente do tempo:

_ o 2(8+1)
b(2,1) = {zé(zf—ﬂ%m + oy 2“””] . (2.95)

E, portanto, o escalar de Ricci fica:

. (Z—Z()) — ot —1/2 —2
R(z,t) = [Z&—m + R, } : (2.96)

onde v é a velocidade de propagagao da onda. Essa é a solucao da equagao (2.88) como

pode ser verificado por substituicao direta.

Substituindo a solugao (2.96) em (2.85) encontramos as componentes nao nulas do tensor

48



de Ricci para primeira ordem em R:

Ry = % [(1 _98) - Q(ff—jg”} R, (2.97)
(B2

Rm—@atﬁjy (2.98)

R..— % {(25 1) - 255_—23)] R. (2.99)

Portanto, calculando as componentes na base tetrada do tensor de Ricci, suas relagoes

com as componentes do tensor de Riemann levam a:
Rigim = Rz, Rigar € Rigum # 0, (2.100)

e portanto:
\113 = 0, \112, \114 (§ (I)QQ 7é 0, (2101)

e a classificagdo E(2) para esse caso é [ .

e Caso a # 0,0 < =2

Considerando agora 3 < —2 temos R™” < R e a equacio (2.87) fica:

1

— VA48 — ¢ 2.102

O
onde ¢ tem a mesma definicao apresentada acima. No entanto, o potencial agora é dado
por:

W@=§§wi, (2.103)

para o qual obtemos a solucao estatica:

B+2 2(;5?21)
$(2) = |C(z — 20) + &g " , (2.104)
onde: 542
_|_
= 2.105
¢ (6+1)v/6ap ( )
Apés uma transformagao de Lorentz nds encontramos a solugao completa:
(z —29) — vt 25;;21) 2<§j21)
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Entao, a solucao para o escalar de Ricci para o presente caso é:

2

(z — 29) — vt M} TE2
R(z,t) = |(————+R, * 2.107
0= (S 2107
E as componentes do tensor de Ricci ficam:
Ry— L[ 0 L g (2.108)
T3 Grya-w 2" '
15} v
Ry, = — R, 2.109
3B+ (107 (2109
1 16 1 1
R, =- —| R, 2.110
sl 2410
enquanto todas as outras componentes sao nulas.
Assim, deduzimos que:
1113 = 0, \IJQ, \114 (§ @22 7é 0, (2111)

e somos levados a classificar as OGs nas teorias com < —2 na classe 1.

e Caso a # 0,0 = -2

Este é um caso particular para o qual o comportamento do escalar de Ricci e do tensor

de Ricci sao oscilatérios. Podemos verificar isso substituindo § = —2 na equagao (2.87)
obtendo: X

R — —R =0, 2.112

o (2.112)

que tem como solucao:

1
R = Ryexp(ikaz®), kok® = 5o (2.113)
o

Considerando essa soluc¢do na equagao (2.85) com R < 1 encontramos as componentes

nao nulas do tensor de Ricci:

1
Ry = 5(404/8 —~ 1R (2.114)
Ry = —2ak\ [k — —R (2.115)
‘ 6
1
R.. = 6(1205%2 +1)R. (2.116)
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Entao, mais uma vez, obtemos:
\Ijg = 0, \Ijg, ‘Ij4 [§ @22 7£ 0, (2117)
e as OGs nessa teoria sao classificadas novamente como /.

Como ficou claro, para todos os casos estudados (exceto o caso a = 0), a teoria dada pela
equacao (2.84) é classificada na classe I, i.e., a classe mais geral para a qual todas os
seis modos de polarizacao podem aparecer para algum observador Lorentziano especifico,

mas a amplitude W, é independente de observador.
2.7.2 A abordagem de Palatini

Na abordagem de Palatini, a métrica g e a conexao I' (usualmente livre de torsdo) sao
consideradas como variaveis independentes que entram na definicao do tensor de Ricci.
Nesse contexto, as equacoes de campo para o vacuo, derivadas a partir do principio

variacional aplicado sobre a acao (2.82) sdo:
, 1
F Ry = 5./ 9 =0, (2.118)

ValV=9f'¢") =0, (2.119)

onde VI ¢ a derivada covariante com respeito a I'. Utilizamos também a notacio
padrao denotando por R, a parte simétrica de R, i.e., Ry, = %(RW + R,,). Foi
demonstrado que as equagoes para o vacuo (2.118) levam a equagdes “universais” para
uma grande variedade de fungdes f(R) (FERRARIS et al., 1994). Tais equagoes universais

sao simplesmente as equacoes de Einstein com a constante cosmoldgica A.

Entéao, as propriedades das OGs no contexto da gravidade f(R) usando a abordagem de
Palatini sao as mesmas que para o problema de OGs nas equacoes de Einstein considerando
o termo cosmoldgico. Um trabalho recente de N&f e colaboradores (NAF et al.,, 2009)
analisou esse caso. Eles expandiram as perturbagdes num espaco de fundo de Sitter e
também anti-de Sitter. Uma vez que a métrica de Minkowski nao é uma solucao das
equagoes de campo para o vacuo, essa abordagem deve ser a mais adequada. Considerando
termos até ordem linear em A eles calcularam as componentes nao nulas do tensor de
Riemann e encontraram que A nao introduz estados de polarizacao adicionais aos estados
¥, da RG. Ainda mais, eles mostraram que o termo cosmolégico introduz modificagoes
muito pequenas na amplitude das OGs que estao muito abaixo da detectabilidade dos

atuais detectores.
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Portanto, podemos concluir que OGs na gravidade f(R) utilizando a abordagem de
Palatini tem somente as duas polarizagoes usuais da RG, ou seja, as polarizacoes + e

x.

Na tabela 2.1 apresentamos de forma condensada o nimero de amplitudes NP nao nulas

para cada teoria que estudamos nesse capitulo.

Uy | @oo | Vo | W3
Relatividade Geral v
Brans-Dicke v |V
Escalar-tensorial geral vV vV Y
f(R)(lei de poténcia no form. métrico) | v | v/ | V'
f(R)(form. Palatini) v
Gravidade quadratica VIV VY
Bimétrica com gravitons massivos VIV VY

Tabela 2.1 - Acima, assinalamos quais amplitudes NP s3o n3o nulas para cada teoria de gravitacdo. Ao
construir essa tabela, assim como no texto, fixamos um mesmo observador que chamamos de
observador padrdo, a saber, aquele que mede o vetor de onda da OG orientado na direcdo +z do
eixo de coordenadas cartesianas. Resultados para a gravidade quadratica podem ser encontrados
em (ALVES et al., 2009¢)
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3 PERTURBACOES COSMOLOGICAS EM TEORIAS ALTERNATIVAS
DE GRAVITACAO

3.1 Motivacao e dificuldades com a decomposi¢gao minima

A teoria de perturbacgoes cosmoldgicas tem sido estudada amplamente na literatura. Desde
o trabalho pioneiro de Lifshitz (1946), muitos avangos foram alcancados. Alguns exemplos
sao os trabalhos de Bardeen (1980), Peebles (1993) e Mukhanov et al. (1992). Para uma
revisao com as referéncias mais relevantes sobre o tema veja, por exemplo, Bertschinger

(1995).

Essa é uma das areas mais interessantes e ativas em cosmologia atualmente. E nesse
contexto que importantes questoes podem ser colocadas, entre elas podemos destacar:
como as estruturas se formaram? Elas podem se formar a partir de instabilidades de
origem gravitacional? Quais sao as condigoes iniciais para a formacao de estruturas? Qual

a natureza e a quantidade de matéria escura?

Nas palavras de Bardeen (1980), ao trabalhar com perturbagoes cosmoldgicas, estamos
lidando com dois espago-tempos, a saber, o espaco-tempo fisico perturbado, e um espaco-

tempo ficticio de fundo, que sera aqui descrito pela métrica de Robertson-Walker.

Nesse espirito, as equagoes que descrevem a evolucao dinamica das perturbagoes num

Universo em expansao podem entao ser obtidas.

O procedimento mais usual nessa etapa consiste em decompor as perturbacoes de acordo
com a simetria espacial, isto é, em componentes escalares, vetoriais e tensoriais. A
seguir, combinacoes dentro de um mesmo grupo de simetria sao realizadas para encontrar
quantidades que sejam invariantes de calibre, afim de evitar ambiguidades advindas de

transformacoes infinitesimais de coordenadas.

Nesse contexto, OGs cosmoldgicas sao normalmente associadas com as componentes
tensoriais (no sentido de transformagoes espaciais de coordenadas), as quais sdo a parte

transversa e sem trago (TT) das perturbagdes métricas.

Assim, OGs sao totalmente desacopladas do fluido césmico, desde sua origem, a menos

que uma componente nao nula de tensao anisotropica esteja presente.

A condigao para o desacoplamento de uma particula no Universo em expansao é que a taxa
dos processos que mantém o equilibrio I',, seja inferior a taxa caracteristica de expansao,

que ¢ dada pelo parametro de Hubble H. Calculando a razao I',/H para os gravitons
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chegamos a (MAGGIORE, 2000):
r T\’
L=(—. (3.1)
H Mpy

Assim, os gravitons desacoplam abaixo da escala de Planck Mp; ~ 10 GeV, ou seja,

num tempo t da ordem do tempo de Planck tp; ~ 10~%3s apés o Big Bang.

Para comparacgao, os fotons da RCFM desacoplaram do plasma primordial quando o
Universo tinha uma temperatura de 7'~ 0,2 eV que corresponde a uma idade de cerca
de 3 x 10° anos. Mas é claro que muitas informacoes podem ser extraidas da RCFM,
mesmo de uma época muito anterior ao desacoplamento. No entanto, o espectro de OGs
primordiais fornecera informacgoes tinicas dos processos fisicos que regeram aquela era,
mapeados pelo comportamento do fator de escala. As OGs sdo as reliquias mais antigas
de nossa historia césmica podendo, em uma analise conjunta com os mapas da RCFM,
nos fornecer um quadro mais preciso do modelo cosmolégico mais adequado do Universo

primitivo.

No entanto, embora o procedimento de decomposicao minima possa ser aplicado para
qualquer teoria de gravidade; como vimos, ha casos para os quais OGs podem apresentar
até seis estados de polarizagao ao invés dos dois modos usuais que aparecem na RG. Em
geral, no estudo de perturbagoes cosmolégicas, as polarizacoes adicionais nao sao escritas

explicitamente como no caso das perturbagoes TT.

Na continuidade do capitulo, nosso intuito é tornar mais claro o procedimento de
decomposi¢ao das perturbacoes métricas em teorias alternativas de gravidade, propondo

um esquema perturbativo mais geral que possa abranger outros modos de polarizagao.

Como exemplo de aplicacao, avaliaremos as equacoes de campo para perturbagoes que
representam OGs em duas teorias alternativas além da RG, sendo elas a teoria bimétrica
com gravitons massivos proposta por Visser (1998) e para uma classe de teorias escalares-

tensoriais.

Como vimos, com relagdo a um observador padrao (que mede o vetor de onda orientado
no eixo z), a teoria bimétrica apresenta seis estados de polarizagao. No trabalho de Corda
(2007), a detectabilidade de uma polarizacao particular dessa teoria é discutida, a saber, a
componente escalar longitudinal. Foi demonstrado que a dependéncia angular desse modo

poderia, em principio, permitir sua discriminagao com relacao aos modos da RG.

No caso das teorias escalares-tensoriais, OGs possuem quatro modos de polarizagao em

relacdo ao observador padrao. A producao de OGs escalares primordiais que emergem
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desse tipo de teorias foi discutida por Capozziello et al. (2007), e um limite superior foi
estabelecido a partir das amplitudes de perturbacoes escalares obtidas a partir dos dados
do WMAP. Todavia, nenhum tipo de acoplamento com o fluido perfeito foi considerado.
Por outro lado, a amplificagao dos modos TT nessas teorias foi estudada considerando-se

uma diversidade de modelos na referéncia (BARROW et al., 1993).

Também ¢é importante lembrar que as teorias f(R) sdo conformalmente equivalentes a RG
adicionando-se um campo escalar. Para um tratamento mais detalhado nesse ponto ver,
e.g., (CAPOZZIELLO; FRANCAVIGLIA, 2008) e referéncias.

No capitulo anterior demonstramos que, assim como no caso mais geral das teorias
escalares-tensoriais, as teorias f(R) apresentam quatro estados de polarizacao para um
observador padrao. Mas quando a abordagem de Palatini ¢ utilizada, a teoria apresenta
apenas as polarizac¢oes TT usuais (ALVES et al., 2009¢). Também foi encontrado que o modo
escalar longitudinal que aparece nas teorias f(R) é um modo massivo potencialmente
detectavel pelo futuro interferometro espacial LISA (CAPOZZIELLO et al., 2008). A
producao de OGs livres desses modos também foi considerada e limites utilizando os
dados do WMAP foram estabelecidos (CORDA, 2008).

Dessa forma, devido a proximidade entre as abordagens das teorias escalares-tensorias e
f(R), uma vez que o estudo de perturbagoes seja realizado naquela, podemos estendé-lo

a essa.

Finalmente, embora exemplifiquemos o esquema de decomposicao para a teoria bimétrica
de Visser e para teorias escalares-tensoriais, enfatizamos que esta é uma abordagem geral
e, portanto, pode ser aplicada ao estudo de OGs cosmoldgicas no contexto de outras

teorias alternativas de gravitacao.
3.2 A Equacao de Palatini
Iniciaremos considerando perturbacoes tensoriais sobre um espaco-tempo de fundo geral.

Por simplicidade, definiremos um particular sistema de coordenadas chamado “sistema de
coordenadas geodésicas”. Nesse sistema tomamos um ponto P arbitrario do espago-tempo
no qual (d’ INVERNO, 1992):

A
I, =0, (3:2)
mas em geral:
A
0L, # 0. (3.3)
O simbolo “=” indica que a igualdade s6 é valida nesse sistema de coordenadas. Assim, o
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tensor de Riemann fica:
R\ = 0,15, — 0,1, (3.4)

Consideremos, agora, uma variagao da conexao Fﬁ,j para uma nova conexao F/’\W:

I, — f;,, =1, + 00, (3.5)

Essa variagao introduz uma modificacao no tensor de Riemann da seguinte forma:

R = R = Ry + R s, (3.6)
onde:
SR i = 00T, — 0,01, (3.7)
ou ainda:
SR = V0T, — V, 01, (3.8)

A dltima passagem que nos levou a (3.8) foi possivel porque no sistema de coordenadas
geodésicas a diferenciacao ordinaria é equivalente a diferenciacao covariante. Essa é uma
equacao tensorial, portanto, se ela é valida em um sistema de coordenadas, entao também

o serd em qualquer outro, o que nos permite escrever:

SRy = V0T, — V,0T,. (3.9)

E contraindo on indices \ e v temos:

Ry = V009, — V007, (3.10)

Esta relagao tensorial para a variagao no tensor de Riemann é a equacao de Palatini.
3.3 Perturbacoes sobre uma geometria de fundo geral

Consideraremos na presente secao que as variacoes no tensor de Riemann sao ocasionadas
por pequenas perturbacoes sobre a métrica. A nova métrica, dita perturbada, assume a

forma:

G = G = Guw + 5g,w, |5gW| < 1, (3.11)

onde g,,, ¢ a métrica de um espago-tempo de fundo qualquer.
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Utilizando (3.11) na definigao da conexao métrica:

~ 1. B ~ ~
FZ\V = 59)\{) (augpu + a,ugpu - 8p9,w) s (312)

e considerando apenas termos de primeira ordem na perturbacao, a nova conexao fica:
F;Aw - Fﬁu + gAK’Y;uw - 59 gan HV’ (313)

onde: )
’}’/mu = 5 (audg;m + auégnu - 8559;11/) ) (314)

e Ff;y ¢ a conexao calculada a partir da métrica de fundo g, .

Comparando (3.5) e (3.13), vemos que a variacao na conexao nesse caso corresponde a:

5FA = g P)/,um/ _59 gan (315)

Utilizando a defini¢ao da diferenciagao covariante de dg,,,, é possivel reescrever (3.15) na
forma:

1
0Ty, = 59" (Voo + Vg = VOgu) (3.16)

Como estamos assumindo apenas primeira ordem nas perturbacoes, as operagoes tensoriais
que envolvem dg,, (tais como levantamento e abaixamento de indices, diferenciagoes
covariantes, etc.) sao realizadas utilizando-se a métrica de fundo g,,. Assim, do ponto
de vista operacional dg,, atua como um tensor qualquer definido sobre o espago-tempo
descrito por g,,. Portanto, a relagdo (3.16) evidencia o carater tensorial da perturbacao

da conexao, embora a conexao propriamente dita nao seja um tensor.

Com (3.16) podemos encontrar o tensor de Ricci perturbado relacionando-o diretamente

com as derivadas covariantes segundas de dg,,,. De (3.16) em (3.10) temos:

1
SR, = §g’\p (VuV,1090 — VaVid0pu — VaV,u0Gpk + VAV ,00,) - (3.17)

O tensor de Eisntein perturbado, por sua vez, relaciona-se com dR,, através de:
v KUV 1 v _af 1 v af KV
0G," = g™ 0 Ry = 50,"9" "0 Ras + 50,709 Rag — Ryusdg"™, (3.18)

onde R, ¢ o tensor de Ricci calculado a partir da métrica nao perturbada g, .
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No decorrer de nossos calculos utilizaremos as coordenadas harmonicas generalizadas
(BICAK; KATZ, 2005). Para esse sistema de coordenadas, a seguinte condi¢ao deve ser
satisfeita:

g"ory,, = 0. (3.19)

E f4cil demonstrar que a condigao (3.19) é equivalente a:
V.,og"" =0, (3.20)

onde definimos o tensor de perturbacao trago-reverso:

_ 1
5g,uu = 5guu - §guz/597 (3'21)
com 6g = g*%8gas € 05 = —dg.

De (3.17) em (3.18) encontramos o tensor de Einstein perturbado em termos de 0g,,:

1 14 RV —0 1 1ZBN~ 1 —ovV
0G" = 59"VaVpg," + g Rowyy097" + 5 Ro"05%, — 5 Ruo0g
1 1 1
+ SR."9g+ 55;5;70“31%&5 — 1009 . (3.22)

Como até o momento nao especificamos a geometria de fundo, nem a teoria subjacente, a
expressao (3.22) é uma relagao valida para qualquer g, e para qualquer teoria. Ela requer

apenas que seja satisfeita a condigao (3.20) para a perturbagao.

Um caso particular, para o qual (3.22) simplifica-se consideravelmente, é o caso dos modos
livres TT de OGs no contexto da RG. Além das condigoes (3.20) esses modos também
satisfazem:

090, =0g"" =0, (3.23)

T

e portanto (5§§UT = 5ggy . Para o vécuo, as equagoes de Einstein resultam em R,, = 0 e

0G,, =0 e de (3.22) ficamos com (GRISHCHUK, 1974):
9°°V oV 569177 + 29" Rimmd g = 0, (3.24)

onde os indices latinos indicam as componentes espaciais. Essa tltima, é uma equacao
geral da RG para o estudo de OGs compreendidas como perturbagoes sobre uma métrica

de fundo qualquer.
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3.4 Perturbagoes cosmoldgicas sem decomposicao

Seja uma teoria geral de gravitagao cujas equagoes de campo podem ser escritas na forma:
G + Fu = —8rGT,,, (3.25)

onde além do tensor de Einstein G, e do tensor energia-momentum 7),,, consideramos
um tensor geral [, = FW(g"‘ﬂ, ggﬁ, w®, p,...) que é dependente de teoria e pode ser uma
fungao da métrica fisica g, de alguma métrica definida a priori g, de campos vetoriais

w", de campos escalares ¢ e de derivadas dessas quantidades.

Supondo que exista uma solugao cosmolégica de tal teoria, podemos escrever as
perturbagoes sobre uma métrica de fundo cosmolégica. Adotaremos a métrica g,,, como a

métrica de Robertson-Walker escrita em coordenadas cartesianas:
ds* = —dt* + a*(t)do?, (3.26)

onde a(t) é o fator de escala e do? = ~;;dx'da?, onde:

1 —2
Yij = 0ij |1+ Zk(l’z +yt+ 2], (3.27)

onde k& = 0,41,—1 dependendo se o espago tridimensional correspondente a
hipersuperficie t = const. é plana, fechada ou aberta. Por simplicidade, desenvolveremos

as perturbagoes apenas para o caso k = 0, portanto a métrica (3.26) fica:
ds® = —dt* + a*(t)6;;dr'da? | (3.28)

ou ainda:

ds* = a*(n) (—dn® + b;da’da’) (3.29)

onde 1 é o tempo conforme definido por dn = a~'dt.

Considerando essa métrica de fundo, a métrica perturbada é dada por:
ds® = (gu + 09, )dx"dx", (3.30)

Cco1m:

501 = @ () (2). (3.31)

39



Utilizaremos também o tensor auxiliar:

. 1
Py = By — 577,“,h, (3.32)
onde h = —h = n*™h,, e P = n,, = diag(—1,1,1,1). E possivel demonstrar que

Com o elemento de linha (3.30) nas equagoes (3.25) é possivel, entao, obter as equagoes

de campo perturbadas, que de forma geral podem se escritas como:
0G, +0F,, = —8n[GdT,, + 0GT,,], (3.33)

onde 0G),, para uma dada métrica foi calculado na secao anterior e 07}, é a perturbagao
no tensor energia-momentum do fluido perfeito. No intuito de levar em conta a variagao

da “constante” Newtoniana GG que aparece em algumas teorias, incluimos a perturbacao

0G.

Assim, com essas consideragoes em (3.22) podemos encontrar as componentes do tensor de
Einstein perturbado para primeira ordem em h,,. Apés um calculo extenso somos levados
a ! (ALVES et al., 2009b):

_— i . .
6Gh = o [ CRY 4+ V2RO — 2HAY + 3(3H2 — H')RY

—(H? — H')hi + 4aHaiBg} , (3.34)

) 1 - - - -
6Ghy = 5| —hil + V2R — AHBY + (K2 ~ H)h

2a2

+2aVHyi (RS — akhf)], (3.35)

A 1 L . . o
5G] = 5| R+ VPR — 2R+ (7 + OB,

—(H? — H)RSs! — 4aHnjk6(kﬁi)o] . (3.36)

O “’ 7 nas expressoes anteriores denota diferenciagao com respeito ao tempo conformal 7,

e definimos o parametro de Hubble para o tempo conforme como ‘H = d'/a.

ITodas as expressdes que encontramos a partir deste ponto estdo em termos do tempo conforme 7.
Para obté-las, no entanto, primeiramente realizamos todos os calculos tendo como varidvel temporal o
tempo césmico t e posteriormente fizemos a mudanga de varidvel a(n)dn = dt.
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O tensor energia-momentum para o fluido perfeito é dado por:
Ty = (p+ P)UU, + Py, (3.37)

onde p é a densidade de energia, P é a pressao e U, = —U" = (1,0,0,0) é o quadrivetor de
velocidade no referencial em repouso em relagao ao fluido. Considerando perturbagoes de
primeira ordem para cada uma dessas quantidades, o tensor energia -momentum altera-se
para:

T — Ty = Ty + 6T, (3.38)

onde:

5T, = (p+ P)g™ (U6Ux + SUUN) + (6p+ 6 P)UUY +5P6,” — (p+ P)hU,Uy. (3.39)

Utilizando a métrica perturbada tal qual dada anteriormente encontramos as componentes

perturbadas de 7},,:

§T," = —dp §Ty" = (p+ P)(V' +a~2h}) ,

. . 3.40
6T’ = (p+ P)V;, 6T/ =6P6s , (3-40)

onde V; = 0U; < 1 é a parte espacial da quadrivelocidade perturbada.

Entao, pelo calculo das perturbacoes em primeira ordem do tensor F),, e utilizando o tensor
de Einstein e o tensor energia-momentum perturbados dados acima, podemos escrever as

equacoes de campo perturbadas para uma dada teoria.

Como veremos na secao que segue, devido a generalidade com que foram escritas, as
equagoes acima estao na forma adequada para considerar estados extras de polarizagao
de OGs em qualquer teoria alternativa de gravitagdo com equagoes de campo (3.25).
Isso se deve ao fato de ainda nao termos especificado qualquer informacao a respeito da
perturbagao h,,,. Além disso, elas também sao tteis para encontrar solugoes sem qualquer
decomposi¢ao, como uma extensao do trabalho de Bicak et al. (2007) realizado para a

RG. Note que, a despeito da diferenca de notacao e do tensor adicional F,

s U conjunto

similar de equacoes pode ser encontrado nessa referéncia.
3.5 Decomposicao por simetria espacial

Em cosmologia, ¢ usual a caracterizagao das perturbacoes segundo sua simetria espacial,
ou seja, perturbacoes escalares (¢, B, E e D), vetoriais (S; e Q;) e tensoriais (h;"). Cada

qual seguindo sua lei de invariancia perante transformacgoes espaciais de coordenadas.
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Esse tipo de caracterizagao é decorrente da, assim chamada, decomposicao minima
(MUKHANOV et al., 1992):

) B
5 = a(n)? ¢ o 5+ 0, : (3.41)

Cada uma dessas perturbacoes, sao funcoes dinamicas que estao associadas, por exemplo,
a perturbacoes de densidade e pressao no caso das escalares, de velocidade e vorticidade no
caso das vetoriais e a tensao anisotropica, quando presente, no caso das tensoriais. Quando
a tensao anisotropica nao estd presente, as perturbacoes tensoriais representam OGs
livres. No presente trabalho estamos considerando apenas a presenca do fluido perfeito e,

portanto, a tensao anisotropica pode ser desprezada.

No intuito de descrever outros modos de OGs, que nao apenas os modos TT, utilizaremos

a seguinte decomposi¢ao primeiramente apresentada por Bessada e Miranda (2009):

_ o) S; + 0B
8§, = a® _ , 3.42
G = a2(1) ( e85 (3.42)
onde a perturbacao vetorial S? é livre de divergéncia 0;S° = 0. Note que estamos

trabalhando de forma equivalente com o tensor perturbagoes trago reverso 6g,,. Nessa
abordagem, as quantidades ¢, B e S; sao independentes da teoria considerada. Por
outro lado, a decomposicao da perturbagao ﬁij depende do numero de polarizacoes

independentes de OGs que uma dada teoria apresenta.

Assumindo, por exemplo, que todas as amplitudes NP sejam nao nulas, f_zl-j pode ser escrito

como uma soma das seis perturbacoes correspondentes a cada modo:

}_lij <X7 77) = Z Ez;)ﬁ(r) (Xa 7])7 (343)

(r)

onde €;;” sao os seis tensores de polarizagao.

Mais uma vez, sem perda de generalidade, assumiremos que o vetor de onda das OGs estd

(r)

orientado na direcao +z. Entao, é possivel construir os seis ¢;;" pela combinagao de trés

vetores ortonormais:

¢ = (1,0,0)
mi = (0,1,0) (3.44)
ni = (0,0,1),
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da seguinte forma:

eg) =n'n', (3.45)
(—:g) =0n? + 0" (3.46)
eg) =m'n/ +min" (3.47)
eéi) = (0 —m'm? | (3.48)
e’é) =0'm! +0m" (3.49)
e = (¥ +mim (3.50)

Pode-se verificar que os tensores (3.45) — (3.50) sao linearmente independentes e formam

uma base ortogonal. Escrevendo na forma matricial, temos:

00 0 0 1
€(1) = 00 €(2) = 0 0 0
001 1 00
00O 1 0 O
egy=10 0 1 =10 -1 0 (3.51)
010 0 O
010 0 0
6(5) = 0 0 6(6) = 1 0
0 0 0 0O

Podemos ver que, a menos de uma constante, essas sao justamente as matrizes de

polarizagao que expandem as componentes da matriz de forca S, vistas no Capitulo 2

A expansao (3.43) pode ainda ser escrita numa forma mais intuitiva:

hij = Tij + Tij + Xaig + Vij (3.52)

onde quatro novos tensores foram definidos de acordo com seus valores de helicidade s e
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as respectivas quantidades NP que eles geram:

Tij = h — Uy (s=0)

Tij = h + Ny — Uy (s==£1) (3.53)
Xij = hza + h - Uy (s=Z£2)

Yy = hm — Dyy (s =0)

Como decorréncia da definicao dessas quantidades, temos as seguintes propriedades:

Xi=7=0, 9 =09 =0 (3.54)

Das defini¢oes acima identificamos que as perturbacoes relacionadas a OGs que aparecem

da RG sao as componentes x;; = hl.

Uma vez que o numero de estados de polarizacao de uma dada teoria sejam encontradas de
forma inequivoca através do formalismo NP, lembrando que cada componente das OGs sao
linearmente independentes, podemos resumir o procedimento para calcular as equagoes
de campo perturbadas de uma teoria geral com equagoes (3.25) da seguinte forma (ALVES
et al., 2009b):

e Perturbacoes métricas escalares

As perturbacoes métricas escalares, de forma geral, sao:

_ ¢ 0B
dgs) = a*(n) ( (e) ) : (3.55)
! 0,8 hj;

Se a teoria apresentar Wy # 0 e ®oy # 0, 0 termo hl(]e-) serd escrito na forma:
hgj) = mij + Vij, (3.56)
com @zﬁf =0.

Se a teoria apresentar Wy = 0 e ®yy # 0, uma componente dinamica escalar, digamos D,

deve ser adicionada e 7;; ¢ suprimido:

h = 9,0;D + ;. (3.57)
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Por outro lado, se o calculo das componentes NP resultar em ¥y, = o = 0, as
perturbacoes escalares serao decompostas da forma usual e nao haverao OGs escalares
(s =0), isto é:

h = 0,0,D + ES;, (3.58)

onde adicionamos a quantidade escalar F.
e Perturbacoes métricas vetoriais

As perturbagoes métricas vetoriais podem ser escritas na forma geral:

0 S
og) = a*(n) ( ®) ) , (3.59)
8 Si hi

onde hfjv) e o vetor .S; satisfazem:
98" =" =0 (3.60)
Se a amplitude NP W3 for nao-nula, as perturbagoes hg}) serao dadas por:
h =1y, (3.61)
com 7! = 0.

De outra forma, se ¥3 = 0, ndo haverdao OGs vetoriais (s + 1) e teremos a representagao

usual em termos da quantidade vetorial @);:
hz(';')) = 0iQ; + 9;Q, (3.62)
onde, de (3.60) Q; é livre de divergéncia 9;Q" = 0.

e Perturbacoes métricas tensoriais

Finalmente, as perturbacoes métricas tensoriais sao construidas com a utilizagao do tensor

simétrico x;;, o qual satisfaz as condicoes:

t=0;x] =0. (3.63)

Assim, as componentes tensoriais correspondentes a OGs com s = 2 ficam escritas na
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forma usual que é independente de teoria:

(5§S2 =a*(n) ( 00 ) ) (3.64)

0 Xij

Contando o nimero de componentes que utilizamos na construcao de g, e o nimero de
restrigoes, vemos que existem quatro funcoes para perturbacoes escalares, quatro fungoes
para perturbacoes vetoriais e duas fungoes para perturbagoes tensoriais. Assim, como

esperado, 0g,, apresenta dez componentes independentes.

Para a RG, como apenas W, # 0, existem somente os modos tensoriais de OGs. Portanto,
para esses modos teremos:
ST =0 = §GW7 = 0, (3.65)

que, substituindo a matriz (3.64), resulta em:
X+ 2Hx) = VI =0. (3.66)

Essa expressao pode ser obtida alternativamente diretamente da relacao para os modos
TT dada pela equagao (3.24).

3.6 Modos de OGs cosmolégicas em teorias escalares-tensoriais

No caso das teorias escalares-tensoriais, vemos que as equagoes de campo (2.57) sao da

forma geral (3.25) fazendo a identificagdo G = ¢! e:

w(p)
S02

© _
Fr, =

1 o 1
(QD;MSO;V - 59;11190;&907 ) + ;(SO;MV - g,uVDSO)- (3'67)

Entao as equacgoes de campo perturbadas para esse caso ficam:

5Cy = —%” <5T,W _ %Tw> _6Fg, (3.68)

Para encontrar o tensor perturbado 0F}, precisamos levar em conta perturbagoes de

primeira ordem do campo escalar ¢ = ¢+ dp e do parametro de acoplamento @ = w+ dw.
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Assim encontramos:

) . 5 o1, . 1 |
O = + wplpude” + 00 — 502009 — 097 00ps) — 597 00pPne"]

_ v 1 v . — v v v
+ dwe %P —fmw“]ﬂo H8(piup) g™ — 046(0) — g7 0g,,0¢)

— — vV 1 14 5 14 14
— 9 0p[2w0T (P — S0ieae™) + (P’ — 0,00)]
1

— 9™ w(ppupy — ggupwso;*) + 0 (Pyup — Gup0)]- (3.69)

Do Capitulo 2 sabemos que, para a forma geral da teoria, temos:
Wy #0, U3=0, Uy#0 e Py #0, (3.70)

entao as perturbacoes devem ser escritas na forma:

(3.71)

S; +0;B
G = a*(n) ( ¢ + ) )

Si+ 0B mij + x5 + i + 0,Q; + 0;Q;

Utilizando ainda o tensor de Einstein perturbado e o tensor energia-momentum
previamente calculados da secao 3.4, podemos, enfim, avaliar as equacoes que descrevem
OGs cosmoldgicas para teorias escalares-tensoriais descritas pela a¢do (2.56). Com todos

esses ingredientes somos levados a (ALVES et al., 2009b):

FEscalares

1 / / w gO/ 2 30” i
o 42 — (01 =316 = Vo [S(D) + D]+
— %[(H/ — H))¢ — 2aHV?B = 167ra2<p_1< —op+ %pp) — 2/, (3.72)

i 2\ i Y/ 2/ o ' 2\ i ©” O\ i
(9'B) +4H(8B)—V(@B)+(H—H)8B+[?+w(g)]83
—  2Ha ' (20°¢ + Opm™*) = 167Ga’ (p + P)(V| 4+ 0'B) + 2A}, (3.73)
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I r2HE = VP + (W + M6 — 4Ha(0,0 B)

16ma?

+ (W -H)es =

s - %Paﬂ + 20y
b E[H(E+ pat0) + o+ i) (3.74)

Tensoriais , /
X+ (2H + ﬁ) W+ 2R\ = TR =0, (3.75)
%) ¥

Nas equagoes acima, definimos 5{ = Wf + z/Jf, e V) ' é a componente de V? que é paralela
a direcdo de propagacdo. As quantidades perturbadas A, A} and As levam em conta

perturbagoes do campo ¢ e de suas derivadas. Elas sao definidas como segue:

1 /¢ . O
Ay =w? (5—@) + = (ﬂ) s+ 3L 08 {5((?’00) I 90)] : (3.76)
e\ p 2\ p @ 90 ® @
Ay =P (5—90) 1 gl (3.77)
© © 77

Ag? = W£<&p>/5j + 1<£)25w5j + <a2% + H%)%péf

8(ip)8 — a®8(0p)3 . (3.78)

Para o caso Brans-Dicke basta substituir 7rf por 0;0;D e gg' = 0,0;D + wg , além disso a

perturbacao da constante de acoplamento sera nula dw = 0.

A equagao para perturbagoes tensoriais (3.75) foi estudada por Barrow et al. (1993) e
de GARCIA MAIA e Barrow (1994) para uma variedade de modelos. Ela representa a
evolucao de OGs livres com helicidade s+ 2 nessas teorias. Como vemos, esses modos nao
se acoplam com perturbagoes do fluido perfeito e sdo geradas quantum-mecanicamente
devido a perturbacoes do vacuo nas primeiras fragoes de segundo do Universo jovem. Elas
sao, entao, amplificadas pela expansao do Universo devido ao processo conhecido como

amplifica¢ao superadiabatica (GRISHCHUK, 1974). Nesse caso, o campo escalar ¢ contribui
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para o potencial cosmoldgico que gera a amplificacao, além de influenciar a cosmologia de

fundo alterando o comportamento do fator de escala a(n).

Com relacao as perturbagoes escalares, as equagoes que regem a dinamica dos modos
correspondentes as amplitudes Wy e $9y sdo dadas pela equacao (3.74). Essa equagao,
consideravelmente mais complicada do que aquela para o caso tensorial, apresenta algumas
novas caracteristicas fisicas. Primeiramente, note a presenca do termo 0 P na equagao de
evolugao, isso implica que OGs estao agora acopladas a perturbacoes do fluido perfeito.
Elas também estao acopladas a perturbagoes do campo escalar ¢ devido a presenca do
termo d¢p e suas derivadas. Veja também que a presenca das variaveis dinamicas escalares
B e ¢ fazem do sistema de trés equagoes (3.72), (3.73) e (3.74), um sistema acoplado.
Portanto, uma compreensao completa da evolugao de OGs com helicidade s = 0 requer
o conhecimento da evolucao das perturbagcoes escalares e, similarmente, esses modos de

OGs afetam a evolucao das perturbagoes escalares.
3.7 Modos de OGs cosmolégicas na teoria bimétrica com gravitons massivos

Para o caso da teoria bimétrica, as equagoes de campo sao dadas por (2.76) e identificando
com as equagoes para a teoria geral (3.25) temos F™ = —m?M". Para calcular as
componentes perturbadas do tensor massivo (2.77) lembremos que apenas a métrica
dinamica g, sofre perturbagoes. A métrica plana nao dinamica (go),., por definicao, nao
pode gerar instabilidades gravitacionais que contribuam para a formagao de estruturas ou
para ondas gravitacionais de origem cosmoldgica. Isso se deve justamente ao seu carater
“nao fisico”, além disso, ela nao entra de forma direta na equacao da geodésica que governa

o movimento de particulas teste sob a acao de campos gravitacionais.

Assim, perante uma pequena perturbagao na métrica fisica g,, = gu + 0gu., 0 tensor

massivo perturbado fica:

1
OM™ = (g9 )" | 090p = 5(90)ap(90 ) 08as | (g61)"" (3.79)

Para o calculo das componentes de (3.79) consideremos a métrica (go),, como sendo o

métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas, ou seja:

dsy = —dt* + 0;;dx’da’. (3.80)

De acordo com de PAULA et al. (2004) e com nossos calculos do Capitulo 2, todas as
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quantidades NP para essa teoria sao nao nulas:

Uy £0, Uy £0, Uy£0 e oy 0. (3.81)

Portanto, as perturbacoes na teoria bimétrica de Visser devem ser escritas na forma:

(3.82)
Si + 0, B mij + Tij + Xij + Vij

S; + 0;B
OGuw = a*(n) ( ¢ + ) )

Com (3.82) nas equagoes de campo perturbadas (3.33), calculando as componentes de d F),,,
e com a ajuda das componentes perturbadas do tensor de Einstein e do tensor energia-
momentum calculados na se¢ao 3.4, obtemos as equacoes de campo perturbadas para OGs

no contexto da teoria de Visser considerando cada grupo de perturbagdes (ALVES et al.,
2009b):

Escalares
¢ +2HY — V2 — (OH2 — 3H' — m*a®)¢
— [(H' = H?) — m?d*(a® — 1)]¢! — 4aHV*B = —167Ga?dp, (3.83)
(O'B)’ + 4H(9'BY — VX(0'B) + %[2(71’ S M)+ m2at(3 — a0 B
—2Ha"'(20'¢ + Opm™) = 167Ga*(p + P) (V|| + 8'B), (3.84)
"+ OHE — V€] — (W + MG + g (a” + 1))
FAHa(0,7B) — %[2(7—(’ S H) — mPat(a? — 1)]é6) = 167Ga20PS.  (3.85)
Vetoriais

. ) ) 1 .
S" 4+ 4HS" — V2S' + 5[2(%’ — H?) — m*a*(a® - 3)]S"
+2Ha 10, T* = 167Ga*(p + P) (VI 4+ SY), (3.86)
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. . 1 . .
"+ 2HT) - Vi) + 57n?a4(a2 + 1)/ + 4Han" 9,5y = 0. (3.87)

Tensoriais )

X+ 2Hx) — VP + §m2a4(a2 + 1)) =0. (3.88)
Assim como no caso estudado na ultima secao, os modos correspondentes a amplitude NP
U,, agora descritos pela equacao (3.88), sao modos livres. Nesse caso, é o novo termo que
contém m? que contribui para a amplificacio de OGs. Estudaremos detalhadamente as

solugoes para essa equacao no proximo Capitulo.

As equagdes para os modos escalares (s = 0) sdo agora descritos pelo conjunto (3.83),
(3.84) e (3.85). Esse sistema ¢ similar ao caso das teorias escalares-tensoriais, exceto pela
perturbagao do campo escalar dp. Novamente, essas trés equacoes devem ser resolvidas
simultaneamente para encontrar a evolucao de OGs cosmoldgicas de helicidade s = 0 e

das perturbacoes escalares.

Todavia, ao contrario do que acontece com a teoria escalar-tensorial, também temos agora
OGs com helicidade s + 1 que correspondem a amplitude ¥3. A evolucao das amplitudes
de OGs para esses modos é descrita pela equacao (3.87). Note que essa equagao difere de
(3.88) apenas pela presenca do termo que contém S?. A presenca desse termo torna esse
modo acoplado as perturbacoes vetoriais, uma vez que S* estd acoplado as perturbacoes

vetoriais do fluido através da equagao (3.86).

Na tabela 3.1 apresentamos as equagoes que regem a evolugao dos modos livres (tensoriais)

de OGs para algumas teorias alternativas de gravitagao.
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Relatividade Geral X+ 2H =V =0

Teorias escalares-tensoriais Xf" + <2H + %) X{’ + QH%Xg — VQXg =0

. / . .
Teorias f(R) (form. métrico) Xg” + [27—[ + df/ﬁ (%) ] X?l — V) =0

Teoria de Visser X‘g// + 27'{)(?’ + %m2a4(a2 + 1)Xg _ V2X‘Z —0

Tabela 3.1 - Equagdes de OGs cosmoldgicas para os modos + e x das teorias alternativas de gravitagcdo que
discutimos no presente trabalho. Esses modos nao acoplam-se ao fluido césmico exceto quando
uma componente de tensdo anisotrépica estd presente. A equagdo para uma teoria f(R) geral
pode ser encontrada na referéncia (de GARCIA MAIA, 1994).
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4 ESPECTROS DE ONDAS GRAVITACIONAIS PRIMORDIAIS

No presente capitulo nos concentraremos nas solugoes de OGs primordiais “livres”. Ou seja,
os modos T'T correspondentes a amplitude ¥4 que, como vimos, nao se acoplam com as
perturbagoes do fluido perfeito e, portanto, trazem informagoes diretas da cosmologia de
fundo tal qual mapeada pelo parametro de Hubble H(n). Como ficard claro, o modelo
inflacionario subjacente é o principal agente de modificacoes no espectro do tempo
presente. No entanto, nos ocuparemos também com as teorias alternativas de gravitacao.
Essas teorias podem deixar assinaturas no espectro de OGs primordiais? Os modos TT
para o caso das teorias escalares-tensoriais e f(R) ja foram tratados nas referéncias
(BARROW et al., 1993; de GARCIA MAIA; BARROW, 1994; de GARCIA MAITA, 1994). Assim,
além de um tratamento detalhado no contexto da RG, solucionando a equagao (3.66),
nos concentraremos nas solugoes da equagao (3.88) para a teoria bimétrica de Visser.
Como temos feito, trataremos apenas do caso de Universo plano (k = 0). No contexto
da RG, o tratamento da criacao cosmologica de gravitons para o caso de Universos com
geometrias elipticas (k = +1) e hiperbdlicas (k = —1) pode ser encontrado, por exemplo,
na referéncia (de GARCIA MATA; LIMA, 1996), onde os autores utilizam o método de calculo

dos coeficientes de Bogoliubov relacionados a transicao entre as eras cdsmicas.
4.1 Equacoes fundamentais e o mecanismo de amplificacao superadiabatica

As perturbagbes descritas pelas equagoes (3.66) e (3.88) podem ser expandidas em

harmonicos espaciais de Fourier, da seguinte forma:

C e r 1 " inx T T —in-x rf
w0 = G [ by [ e b, e |

27) R

o P . v
onde para um campo gravitacional cldssico, as quantidades ¢ € ¢ sdo nimeros complexos
arbitrarios, h! (n) sao as fun¢oes dos modos e C é uma constante de normalizagao que para
OGs é C = v/167lp; (BASKARAN et al., 2006, e.g.) onde £p; é o comprimento de Planck.

Também nomeamos n como o vetor de onda comédvel que se relaciona com o nimero de
onda comével por n = 4/d;;n'n/. O nimero de onda comével é aquele que permanece
constante com a expansao do Universo, isto é, ele é independente do tempo. Sua relacao

com o numero de onda “fisico” k é dada por:

2
n = % = ka, (4.2)

onde A\ é o comprimento de onda comével da OG. Utilizaremos sempre a convencao do

fator de escala como sendo a(ny) = 1 no tempo presente ny. Assim, pela defini¢ao acima,

73



no tempo presente o nimero de onda comével iguala-se ao nimero de onda fisico n = k.

Para ondas gravitacionais massivas, a relacao mais adequada entre o niimero de onda n e

a frequeéncia w é a seguinte relagao de dispersao:

n = vw? —m2a(n). (4.3)

Veja que essa relacao reduz-se aquela do caso de OGs massivas num fundo Minkowski
(VISSER, 1998) que é equivalente a fazermos o fator de escala uma constante a = 1 (Veja
derivagao detalhada no Apéndice A). Além disso, a relagao (4.3) é a mesma utilizada
por Parker (1969) para uma campo escalar massivo propagando-se num fundo Robertson-

Walker. O caso da RG é recuperado quando a massa vai a zero e temos:
n = ka(n) = wa(n). (4.4)

r i
Quando consideramos perturbacoes quantizadas sobre um fundo classico, Cn € Cn SA0

operadores de aniquilacao e criacao, respectivamente, que satisfazem as condicoes:
! T
[é”n, o } = 5,83 (n—m), ¢ |0)=0, (4.5)

onde |0) (para cada n e r) é um estado de vacuo inicial fixado que é definido em algum
tempo 79 num passado remoto, antes do regime de amplificagdo superadiabatica (que

estudaremos mais adiante) para cada modo ter iniciado.

Utilizando (4.1) juntamente com essas propriedades podemos encontrar a variancia das

perturbacoes:

O 300 020 = 55 [ LA e (1.6

A quantidade adimensional:

h*(n,n) n2 Z | n (4.7)

r=-4,X

dé o valor médio quadratico das perturbagoes num intervalo logaritmico de n e é chamado
de espectro de poténcia das OGs. Assim, o espectro de poténcia para um dado tempo 7

pode ser escrito na forma:
40p

h(n,n) = ﬁmhn(nﬂ- (4.8)
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Portanto, com a expansao em modos de Fourier (4.1) , reduzimos o problema & evolugao
dindmica das fungdes dos modos h, (1) para cada modo n. A partir de (3.88) encontramos

para cada modo:

1
R" + 2HR + |n® + §m2a4(a2 +1)|h=0, (4.9)

onde omitimos a nomenclatura dos modos e das polarizagoes. No que segue, por

simplicidade, trabalharemos somente com o formalismo cléssico.

A evolugao das OGs pode ainda ser descrita alternativamente pela fungao u(n) = h(n)a(n)

que origina uma equagao do tipo Schrodinger:
p'+ [ = V()] p=0, (4.10)

onde o “potencial” V(n) é dado por:

a1
V(n) = o §m2a4(a2 +1). (4.11)

A equagao (4.10) foi encontrada primeiramente por Grishchuk (1974) no contexto da RG
(m = 0) e serd para nés a equagao mestra no estudo de OGs geradas no Universo primitivo.
O termo V(1) atua como um potencial efetivo que, uma vez especificado, torna possivel
encontrar as solugoes evolutivas para OGs em cada fase cosmoldgica. Note também que
V(n) encerra toda a informagao que precisamos saber a respeito da cosmologia de fundo,
além de trazer modificacoes provenientes do termo de massa. Na figura 4.1 ilustramos o

comportamento tipico desses potenciais.

Se para um certo intervalo de tempo tivermos a condigao n? > |V (n)| satisfeita, as solugoes
da equacao (4.10) terdao a forma pu = ¥, entao teremos ondas de altas frequéncias com

amplitudes que decaem adiabaticamente:

h o % sin(nn + 0). (4.12)

Assim, as amplitudes das ondas para as quais n? > |V (n)| para todos os valores de 7

decaem adiabaticamente para todo 7.

Por outro lado, se para um dado n houver um intervalo de tempo no qual n? < [V ()|, as

solugdes da equagao (4.10) nao serdao mais oscilatérias. Para o caso m = 0 por exemplo,
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ou quando o termo massivo é desprezivel, temos V(1) = a”/a e de (4.10) vem:

[ X @, flg X a/a_an. (4.13)

Assim, ondas que satisfazem n? < |V (n)| para algum 7 encontram a barreira de potencial
e sdo governadas pelas solugbes p; e po. A amplitude p; da funcao p(n) no instante
imediato apds a saida da onda depende da fase inicial 6. Tomando a média quadratica de
fty sobre a fase inicial, ou seja, integrando de 0 a 2, leva para a contribui¢cao dominante
da solucdo ;. Isso significa que o fator adiabéatico 1/a é cancelado e a amplitude h
permanece constante na regiao ocupada pela barreira, ao contrario das ondas que estao
sobre a barreira que decaem adiabaticamente. Entao, a amplitude de saida hy ¢ igual a
amplitude de entrada h; e é maior do que seria se a onda se comportasse adiabaticamente.
Essa é a esséncia do mecanismo de amplificagdo superadiabética (GRISHCHUK, 1993a;
GRISHCHUK, 1974).

4.2 “Cosmologias” de fundo

Consideremos inicialmente um Universo de trés fases, sendo elas: inflacao, dominio da
radiacao (fluido com equagao de estado P = p/3) e dominio da matéria (fluido com

equagao de estado P = 0).

O fator de escala para cada uma dessas fases em termos do tempo conformal, obtido a

partir das equacoes de campo de fundo para m = 0, pode ser escrito da seguinte forma':

(

afﬁln — e, n<n
a(n) = Hgneq(%? - 77@q)/4> N <1< Teg (4.14)
. H3772/4, 1 2 Neq

onde 7; é o tempo no qual a fase inflacionaria termina e inicia-se a época de dominio da
radiacao e 7., ¢ o tempo de equivaléncia entre as densidades de energia da radiacao e
da matéria. Definimos também o parametro de Hubble para o tempo atual Hy = H(ny),

assim vemos que quando n = ny e a(ny) = 1 temos ny = 2/ H,.

A forma geral como escrevemos o fator de escala na era inflacionédria é uma modelagem

simples da inflacao, onde 3 é um parametro tal que 1 + 3 < 0. O caso especial § = —2 é

1 Ao contrario do que em geral aparece na literatura de OGs primordiais, convencionamos utilizar o
fator de escala adimensional e o tempo conforme medido em segundos.
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Figura 4.1 - llustragdo da evolugdo da raiz do potencial cosmolégico 1/ V (1), para m = 0 que entra na equagdo
(4.10) para um modelo de trés fases: inflacdo, dominio da radiacdo e dominio da matéria. Os
valores dados s3o aproximadamente os valores reais para os quais o espectro é influenciado numa
certa faixa de frequéncias

a inflacdo com expansao do tipo de Sitter. Se a expansao inflacionaria é ocasionada por
um campo escalar, 3 estd relacionado com os, assim chamados, parametros slow-roll, n e
e (LINDE, 2005), como segue: 3 = —2 4 (n — 3¢). Nessa classe de modelos inflacionérios,
temos usualmente § < —2. Além disso, os resultados observacionais do WMAP também
indicam que (3 deve ser ligeiramente menor que —2 (KOMATSU et al., 2009). Todavia, para

mostrar como diferentes # podem influenciar o espectro, nés permitiremos que g > —2.

As constantes a, e 1, podem ser encontradas a partir das condi¢oes de continuidade do
fator de escala e de sua derivada no tempo 7;. Assim, podemos relacioné-las com o valor

do parametro de Hubble H; e do fator de escala a; naquele tempo e ficamos com:

Hiail/(lJrﬁ) |1 + m
H;

= a0 Im—nl = (4.15)

a
T+

Como consequéncia de (4.14), temos o seguinte comportamento para o potencial

cosmolégico V' (n) para m = 0:
( BA+B)/In—nl*, 0 <

V(U) = 07 m; S n S 7/]eq (416)

L 2/77, N> Neq
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Na figura 4.1 ilustramos o comportamento de 1/V(n) que tem unidades de frequéncia e

nos mostra para que valores de frequéncia V(1) pode ser relevante para as solugoes de
(4.10).

Outra informacgao importante que podemos extrair desse modelo simples sao os valores dos
tempos de transicao n; e 7., em termos dos valores do redshift nesses tempos. Lembrando
que a = 1/(1 4+ z), onde z ¢é o redshift, e considerando o fator de escala na época da

matéria temos:
2

T = T

Unindo esse resultado ao fator de escala da época da radiagao, para n = 7; temos:

(4.17)

1 2+ 2 + Zeg
;= — 4.18
g Ho | (14 2)/1 + 2¢q ( )

Assim, uma vez conhecidos z; e 2., podemos encontrar os valores dos tempos conformes

de transicao.

Na maior parte dos casos, no entanto, nao é possivel encontrar expressoes analiticas para
o fator de escala e, consequentemente, para V' (n). Mesmo para esses casos, os valores de

;i € 1Neq dados acima sao uma boa aproximacao.

Assumindo ainda m = 0, consideremos, por exemplo, o modelo ACDM para o qual as
equacgoes de campo de fundo fornecem o seguinte parametro de Hubble:

QO
Hicpu = Hya? [F + ey + QA:| s N2, (4.19)

onde assumimos a presenca simultanea de radiacao, matéria e a componente de energia
escura. Acima, definimos o parametro de densidade relativa €; = p;/p. para cada
componente i com densidade de energia p; e p. = 3HZ/87G ¢é a densidade de energia
critica necessaria para que tenhamos um Universo plano. Nesse caso, o parametro de
Hubble descrito acima é vélido para tempos 1 > 7;, enquanto para tempos menores

continuamos considerando o fator de escala inflacionario que descrevemos anteriormente.

Utilizando valores numéricos para cada um dos parametros em (4.19): Hy =
100h kms™'Mpc™, h = 0,71, Q. = 5 x 107°, Q,, = 0,27 e Q4 = 0,73 (KOMATSU
et al., 2009), encontramos a evolugdo do fator de escala numericamente solucionando
(4.19). Adotando ainda z,, ~ 3.000 e z; ~ 10* encontramos (1;/ng) ~ 5,3 x 1072,

onde ny = 3,4/H, é o valor atual do tempo conforme encontrado a partir da solugao

78



"ACDM ——

-14 b mCDM ———
_15 - 4
IV(n)4re|*

log(v[Hz])

-21 1 1 1 1 1
-3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

log(n/ny)

Figura 4.2 - Evolugdo do potencial cosmoldgico /|V(n)|/27 (em Hz) para o modelo ACDM e mCDM. As
frequéncias mostradas indicam a influéncia que o potencial tem numa dada época para uma
determinada faixa do espectro. Aqui escolhemos as escalas de tal forma a mostrar os efeitos
em baixas frequéncias. Se analisamos somente V' (1), vemos que sé a inflagdo pode influenciar
significativamente o espectro a frequéncias mais altas

numérica para o modelo ACDM fazendo a = 1. O tempo 7; é o tempo a partir do qual a

solucao para o modelo ACDM passa a ser valida.

Além disso, dado um parametro de Hubble qualquer, podemos encontrar o termo do
potencial a”/a através da relagao:

"

= =)+ H (). (4.20)

Substituindo (4.19) em (4.20) encontramos o potencial completo no modelo ACDM:

H (e 2
VACDM(U) = 7 (7 +4Qna ) , (4.21)
ou seja, embora o termo de radiagdo nao contribua para V(n), a presenga de matéria e
energia escura, mesmo que comparativamente com menor densidade de energia, gera um
potencial efetivo nao nulo. Uma vez que ja encontramos o fator de escala numericamente,
podemos substitui-lo na expressao acima para obter o comportamento de V' em fungao

do tempo conforme.

2 com V(n), o que nos permite compreender como encontrar as

No intuito de comparar n
solugdes de evolugao de h(n), apresentamos a evolucao de V(n) na figura 4.2. Ao construir
esse grafico extraimos a raiz de V(n) e dividimos por 27 para compara-lo diretamente
com a escala de frequéncia no tempo atual, e assim ficamos com unidades de nc/27.
Essa quantidade é particularmente interessante pois permite avaliar como cada etapa

evolutiva influencia o espectro presente em termos da frequéncia observada. Veja que, na
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pratica, o efeito da cosmologia pds-inflacao somente afeta significativamente a evolucao de
h(n) para baixas frequéncias (< 1071°Hz). Contudo, o potencial correspondente & época
inflaciondria tem influéncia sobre uma ampla faixa espectral. No instante n = n;, V()
atinge seu mdximo que, em unidades de frequéncia, é dado por \/V (n;) ~ 10'°Hz. Entao,
esperamos que a época inflacionaria seja capaz de modificar o espectro até essa frequéncia
méxima. Para modos n, com frequéncias correspondentes nc > 10'YHz, a amplitude das
OGs decai adiabaticamente desde quando as ondas foram geradas e ja nao sao importantes

no tempo atual.

Voltando agora nossa atengao para a teoria bimétrica com gravitons massivos (m # 0), as
equagdes de campo de fundo sao (2.76). Utilizando a métrica de Robertson-Walker (3.26)
como métrica fisica e (3.80) como a métrica nao dinamica obtemos o seguinte parametro
de Hubble para um Universo plano: (ALVES, 2006; ALVES et al., 2009a):

Q. Q

o
Tt - §Qg(7a2 - 5a4)} = (4.22)

1 m 2
Q =— -2 4.23
o= (mH) (4.23)

m, é a massa do graviton dada em gramas e my = hHy/c* é uma constante com unidades

Hg = Hia? [

onde:

de massa cujo comprimento de onda Compton associado é justamente o comprimento de
Hubble ¢y = ¢/Hy. Se tivermos my 2 my (A; = h/myc S Cp), entao gravitons massivos
podem representar a energia escura, ao menos no contexto da teoria de Visser. Assim, é
razoavel supor que 2, = Q, = 0, 73. Para fins de comparacao utilizaremos essa suposi¢ao,
embora uma analise estatistica utilizando dados observacionais possam indicar um valor

ligeiramente diferente (ALVES et al., 2009).

Assim, para Q, = 0, 73, o valor da massa do graviton é m, ~ 10~%g, valor que é trés ordens
inferior ao limite obtido através da analise do movimento de galaxias em aglomerados
ligados (2 x 107%%g)(GOLDHABER; NIETO, 1974) e vérias ordens inferior aos limites que
provém da dindmica no sistema solar (TALMADGE et al., 1988) e da anédlise de emissdao
da radiagao gravitacional em sistemas bindrios (FINN; SUTTON, 2002) (7,68 x 10~%g e

1,4 x 107°2g respectivamente).

De (4.22) em (4.20) e desse em (4.11) obtemos o potencial V' (n) para essa teoria:

H2 [Q,
Vo) = =7 | = = Qy(14a’ + 550%) | (4.24)
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Note que para encontrar a expressao acima escrevemos m em (4.11) em unidades fisicas,

ou seja, ele é o inverso do comprimento de onda Compton do graviton m = mgyc/h, que

v 3599. (4.25)

Cp

por (4.23) pode ser escrito como:

m =

Assim como para o caso ACDM, encontramos numericamente a evolucao temporal a(n)
através de (4.22) e enfim a evolugao de V(1) que é mostrada na figura 4.2. Por brevidade
nomeamos esse modelo de mCDM. Mais uma vez encontramos que o tempo conforme
para o tempo presente é ny = 3,4/Hy que é o mesmo encontrado para o modelo ACDM.
Ao fazer essa figura, novamente procuramos descrever V,; em unidades de nc/27, assim a
quantidade resultante é \/|V,(n)|/27. Veja que V, passa a ser diferente de Vycpar apenas
numa época tardia, bem préxima do tempo atual. Se nos fixamos apenas nessa analise
simples esperamos encontrar maiores influéncias espectrais para frequéncias muito baixas,

menores que 1071"Hz.

Essa andlise em termos do potencial cosmolégico V() serd muito 1til na préxima segao na
qual nos concentraremos nas solugoes para a evolucao das OGs e o espectro propriamente
dito.

4.3 Avaliagao do espectro de OGs primordiais: analise analitica e numérica

Para fins de comparagao, primeiramente consideraremos o modelo descrito pelo fator de
escala (4.14), ou seja, um modelo sem energia escura, no qual a matéria domina no tempo

atual e m = 0.

Substituindo o potencial para a época inflacionaria (4.16) em (4.10) temos a seguinte
equacao diferencial homogénea:
1
n [nz B W_JF@} 0=0, (4.26)
| — 1l
cuja solugao, em termos da amplitude h(n), pode ser obtida como uma combinacao linear
das fungoes de Bessel:
n
) = = &g [AvTu(ny) + AsT ()], 1 < (1.27)
a, ye
onde y = |n — 1| e @« = f+ 1/2. As constantes A; e Ay sdo escolhidas de tal forma que
o chamado “vacuo adiabatico” seja atingido no limite de altas frequéncias, ou seja, para

que tenhamos a solucdo assintética lim p,(n) oc e™™" (GRISHCHUK, 1993b). Assumindo
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esse critério encontramos:

7 T 1 T .
A= — P2 Ay = —e P2, 4.28
! cos B \/ge ’ > cosfBr\ 2 c (4.28)

A constante Ay é independente de n e é determinada pela amplitude inicial do espectro.

Para a fase de radiac@o, o potencial V' (n) anula-se e (4.10) fica simplesmente:
W+ n*u=0. (4.29)

Entao, para essa fase a amplitude das ondas gravitacionais decai adiabaticamente para

todos os modos:

2

hn (?7) = HgT]eql'

[Bleﬂm + BQemx] o 1 <N < Negs (4.30)

onde © = 1 — 7¢/2. As constantes B; e By sao determinadas pelas condigoes de

continuidade de h,(n) e h/,(n) em n = n;. Assim, obtemos:

inx;

o _CLZ‘G / . '
By = 5 [h; + (H; —in)hi], (4.31)
e .
By = ae (b + (H; +in)hy] (4.32)
2 — 22” 3 % 1] 9 .
onde fizemos h(n;) = h; e %57’7)\77:7” = hl.

Partindo para a fase da matéria, a equacao que temos que resolver é:

2
'+ ln2 - ﬁ} p=0, (4.33)
com solugao:
4y/n
hn(n) = W\/;/g [01J3/2(n77) + 02J—3/2(7””7)] s M2 MNeg, (4-34)
0

onde as constantes € e (5 sao encontradas a partir das condigoes de continuidade de

h(n) e sua derivada primeira em 7 = 7.,. Entao, obtemos:

Qo™ Mo
Cl = Tq % [—J_g/g(n’f]eq)h/eq + nJ—5/2(nn2)hSQ] ) (435)
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Figura 4.3 - Método de solu¢do para a evolucido de OGs nos modelos ACDM e mCDM. Para frequéncias
< 107 '6Hz obtivemos a solucdo analiticamente até o tempo 1 = 1;, nesse tempo tomamos o
valor de h; e h} como condi¢des iniciais das equagdes diferenciais para o modelo ACDM e mCDM,
que foram resolvidas numericamente em Fortran utilizando a subrotina dverk. Para frequéncias
maiores obtivemos uma solugdo completamente analitica para os dois modelos (com exce¢do da
evolugdo do fator de escala).

e
Qg T .
O = “05 [ [y (g )y + o ()] (4.36)

onde he, e hy, sdo os valores da amplitude e de sua derivada primeira no instante 7 = 1.

Todas as constantes relacionadas a cosmologia de fundo foram determinadas na segao
anterior, enquanto todas as constantes relacionadas a evolucao das perturbagoes, com
excecao de Ag, foram determinadas a partir das condigoes de continuidade nas épocas de

transicao entre cada época cosmoldgica.

Quando estamos tratando do modelo ACDM, no entanto, nao ha uma solucao analitica
completa para o fator de escala e para o potencial em funcao de 7, mas sim uma solucao
numeérica como obtida anteriormente. Assim, uma abordagem numérica também se faz

necessaria para encontrar a evolucao das OGs nesse contexto.

No entanto, nossa andlise anterior do comportamento do potencial V() nos permite
estabelecer um método de solucao para diferentes faixas de frequéncia e para diferentes
etapas de evolucao. Na figura 4.3 resumimos o nosso procedimento. Para a época
inflaciondria, temos uma solucdo analitica para h,(n) que é valida para todo n que é dada
por (4.27). Para n > n;, ha duas situacoes, na primeira, quando n* ~ V(n), o potencial é
importante para a solugao evolutiva de h,(n), entao resolvemos numericamente a equagao
de evolugao (4.9) fazendo m = 0 e utilizando o parametro de Hubble (4.19) numérico

como entrada. Na segunda situacao temos n? > V(n) e V() deixa de ser importante para
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a evolugao de h,(n). Nesse caso, podemos obter uma solugao analitica para a amplitude:

1 A .
h,’}CDM(n) = [816_”“7 + Bgem”] . N>, (4.37)
arcpm(n)
onde axcpa(n) € o fator de escala obtido numericamente a partir de (4.19) e as constantes

Bi e By sao dadas por:

n;

Bl = —W [hz + (HZ Z?’L)hl] s (438)
(§] .
By = Y (0 (s + in)h] (4.39)
2 = 2in, 7 ? m)hy| . .

Para o modelo mCDM, o procedimento adotado é o mesmo, no entanto agora a solucao
numérica (4.9) é obtida considerando como entrada a solugdo numérica para a evolugao do

parametro de Hubble (4.22). Para n* > V(n), todavia, temos a seguinte solugao analitica:

ho(n) = [Bie™ ™ + Bye™], >, (4.40)

ag(n)

onde a,4(n) dé a evolucdo do fator de escala obtida numericamente a partir de (4.22).

Todas as solu¢oes numéricas foram obtidas a partir de um programa escrito em Fortran. As
equagoes diferenciais foram resolvidas utilizando uma subrotina IMSL ( The International
Mathematical and Statistical Libraries) chamada dverk que integra as equagdes pelo
método de Runge-Kutta de 6° ordem. Além disso, todas as func¢oes de Bessel que entram

nas solugoes foram calculadas a partir de subrotinas retiradas de (PRESS et al., 1992).

Finalmente, tomando o valor final das amplitudes das OGs para o tempo presente n = ng

podemos obter o espectro atual a partir de (4.8):

W, mar) = %nmn(m. (4.41)

Uma das propriedades mais importantes da inflacao é que o espectro das OGs primordiais
no tempo 7; (que corresponde & época na qual as ondas “entram” no horizonte) é

aproximadamente invariante de escala (GRISHCHUK, 2006):
h(n,n;) o< n?*P, (4.42)

com 2 + [ ~ 0. Essa expressao é obtida tomando o limite assintético y < 1 em (4.27)
e substituindo o h,, correspondente em (4.41). Normalmente, as observagoes lidam com

vinculos para o indice espectral escalar n,. Levando em conta a forma como n, é definido,
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Figura 4.4 - Comparagdo entre os espectros obtidos a partir do modelo ACDM e CDM para o indice
inflaciondrio 8 = —2,02. Note a ampla faixa de frequéncia coberta pelo espectro primordial.

podemos relaciond-lo com [ da seguinte forma: ny = 25 + 5 (GRISHCHUK, 2000; MIAO;
ZHANG, 2007). Essa relagao é valida independentemente da natureza das perturbagoes
cosmologicas. As OGs primordiais e as perturbagoes primordiais de densidade com o
mesmo indice espectral produzem aproximadamente a mesma distribuicao de multipolos
de baixa ordem das anisotropias de larga escala. O quinto ano do WMAP fornece
ns = 0,960 + 0,013 (KOMATSU et al., 2009), o qual nos leva a § = —2,02.

A anisotropia de quadrupolo da radiacao césmica de fundo em microondas é da ordem
de AT/T ~ 1075, que corresponde a anisotropias da ordem do raio de Hubble /j.
De acordo com célculos detalhados (GRISHCHUK, 2000), as amplitudes de OGs com
grandes comprimentos de onda e de perturbacoes de densidade geradas pelo mecanismo
de amplificacao sao aproximadamente da mesma ordem de magnitude. Portanto, elas
contribuem grosseiramente de forma igual para a anisotropia de baixos multipolos. Com
isso, temos uma estimativa de que a amplitude das OGs é cerca de 10~° para comprimentos
de onda da ordem do raio de Hubble, o que corresponde a uma frequéncia de vy ~ 10~ ¥ Hz.

Essa sera a normalizacao que utilizaremos ao construir nossos espectros.

Na figura 4.4, fazemos uma comparacao entre os espectros obtidos a partir do modelo
CDM e do modelo ACDM. Para testar o método de solucao que descrevemos acima,
também encontramos o espectro para o modelo CDM numericamente e comparamos com
o resultado analitico. O resultado foi que os dois espectros coincidiram exatamente, o que

corrobora a nossa metodologia.
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de OGs primordiais para o0 modelo ACDM considerando alguns valores do pardmetro

3. Note como o espectro é sensivel ao valor do pardmetro inflacionario.
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de energia espectral 4,,(v) para o modelo ACDM, obtida para alguns valores do

3.

modelo ACDM prevé uma amplitude menor para as OGs primordiais

que o modelo CDM. Esse resultado esta de acordo com o que foi encontrado por Miao

e Zhang (2007). Isso estd ligado ao fato de que o modelo CDM prevé um Universo mais

jovem e, portanto,

no modelo ACDM.

as OGs ainda nao tiveram tempo de decair na mesma intensidade que

Na figura 4.5 demonstramos como o espectro é sensivel a varia¢oes no indice inflacionario

(. Verificamos o mesmo efeito no espectro de energia mostrado na figura 4.6. A densidade
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Figura 4.7 - Comparag¢do entre os espectros obtidos a partir do modelo ACDM e mCDM.
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Figura 4.8 - Comparagao entre as densidades espectrais de energia para os modelos ACDM e mCDM.

de energia espectral (2, (v) é definida pela expressao:

w1, v v dv
Oy, s) = L2022 [T 01) 2, (4.3
pC 141 v
ou seja:
Q) = 2. (4.44)
Pec

Entao, a densidade de energia relativa total em OGs Qg,(v1,12) € a integral logaritmica
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Figura 4.9 - Espectros de OGs primordiais obtidos no contexto do modelo mCDM. Note o corte do espectro
para baixas frequéncias decorrente da relagdo de dispersdo (4.46).
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Figura 4.10 - Densidade de energia espectral €, () para o modelo mCDM.

da densidade de energia espectral €, (). Finalmente, utilizando a defini¢do da densidade
de energia de OGs, vélida para comprimentos de onda menores que o horizonte de Hubble,

encontramos:
™

Qyo(v) = ;h2(y) (1)2. (4.45)

Vg

Note que estamos utilizando a definicdo dada por Baskaran et al. (2006).

Para calcular o espectro para o modelo mCDM utilizando a definigao (4.41) temos que
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nos lembrar da relagao de dispersao 4.3, que para o tempo atual, em unidades fisicas, fica:
n=+/(w/c)? —m2, (4.46)

onde w = 27v. Dessa relacao emerge naturalmente um limite inferior para as possiveis
frequéncias das OGs primordiais dado por v > mc/2m. Entao, da relagao 4.25 encontramos

que o limite imposto pela relacao de dispersao é:

350,

v >
472

Hy= v >1,8x107"® Hz para Q, = 0,73. (4.47)

Fixando a amplitude como ~ 107° nessa frequéncia encontramos o espectro apresentado
na figura 4.7. Numa comparacao com o espectro do modelo ACDM vemos que o espectro
para mCDM tem amplitude maior para toda a faixa de frequéncias considerada, devido
a normalizacao numa frequéncia ligeiramente maior. Esse resultado fica mais evidente
quando comparamos o espectro de energia, mostrado na figura 4.8. Também avaliamos
o espectro de poténcia e a densidade de energia no contexto do modelo mCDM para
diferentes valores de (3 (ver figuras 4.9 e 4.10) e verificamos que a intensidade da alteragao

causada é semelhante do caso ACDM.

Na auséncia de uma deteccao direta de OGs, os limites impostos sobre a densidade
de energia total €, sdo mais relevantes. Para calculd-lo, veja que na expressao (4.43)
temos um limite inferior v; e um limite superior v,. O limite inferior deve ser aquele

correspondente ao comprimento de onda da ordem do raio de Hubble, ou seja, a frequéncia:
v = 2,87 x 1078 Hz, (4.48)

ou a frequéncia limite (4.47) para o caso mCDM. O limite superior pode ser obtido a
partir da andlise da se¢@o anterior, tomando o valor méximo que a raiz do potencial V()
atinge na época inflacionéria no instante n;. Como vimos anteriormente esse valor é dado
por /V(n;) ~ 101°Hz. Ondas com frequéncias atuais acima desse valor nao puderam ser
influenciadas significativamente pelo potencial cosmoldgico e decairam adiabaticamente

com a expansao do Universo. Assim ficamos com:

vy ~ 10" Hz. (4.49)

De forma equivalente, esse limite superior também pode ser obtido realizando uma
estimativa do parametro de Hubble H(n;) = H;/a; no tempo 7;. Tomando a escala de

energia do vacuo que promove a inflacao como sendo E,,. ~ 10%GeV, tipica das teorias
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B=—1,80 | B=—-1,90 | B=—2,02
ACDM | 2,41 x 1072 9,61 x 105 | 4,56 x 10~ 4
mCDM | 2,48 x 101 | 7,78 x 10~ | 9,02 x 10 13

Tabela 4.1 - Valores da densidade energia integrada 24, para os modelos ACDM e mCDM considerando
alguns valores do indice inflaciondrio 3. O limite imposto pela nucleossintese é da ordem de
1076,

de grande unificagao, entao H(n;) ~ 103GeV ~ 10%Hz. Durante a expansao, esse valor
sofre um redshift de ~ 107, o0 que nos leva a v, ~ 10'° Hz (MIAO; ZHANG, 2007).

Considerando esses limites na integral (4.43), para o modelo ACDM encontramos 2, =
2,41 x 1072 para 3 = —1,80. No entanto, a nucleossintese primordial estabelece um limite
superior para a densidade de energia das OGs no tempo presente dado por (MAGGIORE,
2000):

h?Q,,, < 5 x 1075 (4.50)

Entao o modelo 3 = —1, 80 prevé uma densidade de energia cerca de 4 ordens superior a
esse limite, o que o torna inviavel. Calculando a densidade de energia para outros valores
de S temos, Q,,, = 9,61 x 107® para 3 = —1,90 e Qg = 4,56 x 107'* para § = —2,02.

Entao esses modelos sao permitidos de acordo com o limite acima.

Avaliando a energia total para o modelo mCDM encontramos 2, = 2,48 x 10~! para
g = —1,80, que esta cerca de 5 ordens acima do limite da nucleossintese. Encontramos
ainda, Qg = 7,78 x 1077 e Qy, = 9,02 x 107" para f = —1,9 ¢ 8 = —2,02
respectivamente. Entao, de acordo com o limite da nucleossintese, esses modelos sao
possiveis. Note que esses valores de energia sao cerca de uma ordem de magnitude
superiores aos valores encontrados para o modelo ACDM. Essa & uma caracteristica
que pode tornar os dois modelos distinguiveis através das observacoes. Na tabela 4.1

apresentamos uma comparagcao entre todas as densidades de energia totais que calculamos.
4.4 Deteccao de OGs primordiais

Uma vez que tenhamos calculado o espectro de OGs primordiais, é importante que
verifiquemos sua detectabilidade, ou seja, verificar se os detectores operantes, ou

projetados para operarem futuramente, sao capazes de detectar tais sinais.

As dificuldades técnicas envolvidas na deteccao de ondas gravitacionais sao grandes pois,
como vimos, as amplitudes previstas para as perturbacoes métricas sao muito pequenas.

Pioneiro na deteccao de OGs, J. Weber construiu o primeiro detector na década de 1960.
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Figura 4.11 - Comparacio entre diferentes limites para o fundo de OGs primordiais, curvas de sensibilidade e
as densidades de energia espectrais dos fundos que estamos calculando. Apresentamos o limite
superior imposto pela tltima corrida cientifica do detector LIGO S5, Qg,, < 6,9 x 107, que
aplica-se na banda de frequéncia 41,5 — 169, 25 Hz comparado com a sensibilidade projetada do
Advanced LIGO (AdvLIGO) e dos detectores espaciais LISA e BBO. Mostramos ainda os limites
superiores impostos pela nucleossintese (BBN - Big Bang nucleosyntesis) (MAGGIORE, 2000) e
pelos pulsares bindrios (JENET et al., 2006). O limite dos pulsares é baseado nas flutua¢des no
tempo de chegada dos pulsos de pulsares de milisegundos e aplica-se em frequéncias em torno de
1078 Hz. Os espectros que utilizamos para comparac3o foram aqueles calculados para o modelo
mCDM para os valores de indice espectral 3 = —1,9 e 3 = —2,02. Para todos os casos fixamos
o valor do pardmetro de Hubble Hy = 71,0 km s~ 'Mpc™*

Seu detector era do tipo massa ressonante constituido de um cilindro de aluminio de
1,4 ton, 1,5 m de comprimento e frequéncia ressonante de 10 kHz. Seu principio de
funcionamento ¢ baseado na excitacao dos modos normais de vibragao por uma OG que
atinja o detector. Essas vibracoes mecanicas sao captadas e convertidas em sinais elétricos
por transdutores colocados estrategicamente na superficie do cilindro. Como consequéncia
de seu principio de funcionamento, detectores massa ressoante possuem uma banda de
sensibilidade muito estreita quando comparados com outros tipos de detectores. Outros
exemplos de detectores cilindricos sao o detector norte americano Allegro e os Italianos

Nautilus e Auriga.

Os detectores massa ressonante podem ainda ser esféricos, dos quais existem apenas
dois em operacao atualmente, sendo eles o detector holandés Mini-GRAIL e o brasileiro
Mario Schenberg localizado na cidade de Sao Paulo (para a situacao atual do detector
Schenberg ver Aguiar et al. (2008)). Uma vantagem dos detectores esféricos é que eles
podem determinar instantaneamente a polarizacao da onda e localizar sua fonte no céu
para qualquer sinal de OG detectado uma vez que saibamos qual é a “correta” teoria de
gravitacao. De forma similar, se soubermos onda a fonte esta localizada no céu, é possivel

determinar a correta teoria de gravitacao. O detector Schenberg ¢é feito de uma liga de
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cobre aluminio (CuAl 6%), tem diametro de 65 cm e massa de 1,15 ton. Ele apresentara
sensibilidade suficiente para captar sinais com amplitudes S ~ 10722 Hz~'/2 (o “strain” S
¢ definido em termos da amplitude adimensional h da seguinte forma S(v) = h(v)/\/v)
na faixa de frequéncia de 3,0 — 3,4 kHz. Dentro dessa banda encontram-se algumas fontes
interessantes de radiagao gravitacional tais como colapsos nucleares em supernovas axi-
assimétricas, coalescéncia de objetos compactos, como estrelas de néutrons e buracos
negros, cujo objeto final possua massa de ~ 3,8 Mg, instabilidades hidrodinamicas em

estrelas de néutrons, entre outras.

Devido a sensibilidade que atingem, os detectores massa ressonante geralmente nao sao
considerados interessantes para a detecgao de OGs primordiais. No entanto, para as fontes
que detectarem, os detectores esféricos podem ser capazes de discriminar diferentes teorias
de gravidade relacionando as medidas dos modos vibracionais excitados com os parametros
NP que calculamos no Capitulo 2 (BIANCHI et al., 1996; STELLATI, 2006).

Existem outros tipos de detectores, como os interferométricos, cujo principio de
funcionamento é a interferometria a laser. Esses detectores, em geral do tipo Michelson,
possuem banda de frequéncia bem mais larga do que os massa ressonante. Um exemplo
de detector interferométrico em funcionamento é o detector LIGO (Laser Interferometer
Gravitational-wave Observatory) localizado nos Estados Unidos. Esse detector é formado,
na realidade, por trés interferometros, em duas localizacoes: dois interferometros chamados
de H1 (4 km) e H2 (2 km) compartilham o mesmo sitio em Hanford, no estado de
Washinton, enquanto L1 (4 km) estd localizado em Livingston Parish, no estado de
Louisiana. LIGO, juntamente com o interferometro de 3 km Virgo, na Itélia, e GEO, na
Alemanha, formam um conjunto de observatérios de OGs baseado nessa técnica. LIGO
completou recentemente mais uma corrida cientifica, chamada de S5, acumulando um
ano de dados coincidentes entre H1, H2 e L1 trabalhando na sensibilidade projetada.
Tal sensibilidade permitiria detectar OGs com amplitudes tao pequenas quanto S ~ 3 X
10722 Hz~"/? numa banda em torno de 100 Hz (ABBOT, B. P. et al., 2009). Utilizando ainda
a técnica de correlagao cruzada na andlise de dados, é possivel impor um limite superior
para OGs primordiais cerca de ~ 100 vezes menor do que as sensibilidades individuais dos
interferometros. Na figura 4.11 apresentamos o limite superior imposto pelo LIGO para
a densidade de energia espectral das OGs primordiais. O limite é de Q,, < 6.9 x 107% e
aplica-se na banda de frequéncia 41,5 — 169,25 Hz (ABBOT, B. P. et al., 2009). Na mesma
figura comparamos os sinais que calculamos previamente e a sensibilidade projetada do
Advanced LIGO (http://www.ligo.caltech.edu/docs/M/M060056-10.pdf).

Sensibilidade em frequéncias mais baixas podem ser atingidas por detectores

interferométricos baseados no espaco. O projeto LISA (Laser Interferometric Space
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Figura 4.12 - Comparacdo entre a curva de sensibilidade do detector LISA e os espectros calculados para
o modelo ACDM. O tempo de observacdo considerado foi de um ano. Incluimos também o
“confusion noise”, que é o sinal de fundo devido aos sistemas binarios da Galaxia.

Antenna) é um exemplo desse tipo de detector. O LISA é uma missao espacial proposta
em conjunto pela agéncia nacional espacial americana (NASA) e pela agéncia espacial
européia (ESA), com o objetivo de detectar e estudar OGs na banda de frequéncia
de milihertz. A missdo consiste em utilizar feixes coerentes de laser sendo trocados
entre trés espacgonaves idénticas formando um triangulo aproximadamente equildatero
de lado 5 x 10° km. Na figura 4.11 incluimos a curva de sensibilidade do LISA
(www.srl.caltech.edu/ shane/sensitivity/MakeCurve.html) e de outro projeto espacial, o
BBO (Big Bang Observer) (CROWDER; CORNISH, 2005). Na se¢do que segue analisamos
a detectabilidade do fundo primordial para esses dois satélites que sao particularmente

interessantes devido a sensibilidade atingida.
4.5 Espectro nas bandas de sensibilidade do LISA e do BBO

Nas figuras 4.12 e 4.13 mostramos uma comparacao entre a curva de sensibilidade do futuro
detector espacial LISA (para a banda 10™* — 1 Hz ) e os espectros que calculamos para
o modelo ACDM a para o modelo mCDM, respectivamente. Ao realizar essa comparacao

precisamos reescalonar a amplitude que calculamos (4.41) da seguinte forma (MAGGIORE,

2000; GRISHCHUK, 2000):
A
h(v, Av) = h(v)y] =2, (4.51)
1%

Essa relacao leva em conta que as observagoes sao realizadas no periodo de um ano,
que corresponde ao bin de frequéncia Av = 3,17 x 107%Hz (Av = 1/T, onde T =1

ano) para cada frequéncia. Para se ter uma idéia mais realista das possibilidades
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Figura 4.13 - Comparacdo entre a curva de sensibilidade do detector LISA e os espectros calculados para o

modelo mCDM.
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Figura 4.14 - Os modelos ACDM e mCDM seriam possivelmente distinguiveis na parte mais sensivel da curva
do LISA.

de deteccao, incluimos também o chamado “confusion noise”, que é uma estimativa
para o sinal de fundo produzido pelos sistemas binarios da Galdxia. Tanto a curva
de sensibilidade do LISA quanto a curva para o Confusion Noise foram extraidas de
www.srl.caltech.edu/ shane/sensitivity /MakeCurve.html. Como vemos, o confusion noise
limita as observagoes de OGs na parte baixa da banda de sensibilidade do LISA. Vemos,
assim, que nao seria possivel a deteccao do espectro primordial para o caso § = —2,02
seja no contexto ACDM ou no contexto mCDM. Para o valor § = —1,9, o sinal seria

apenas marginalmente detectado para o caso ACDM, mas seria possivelmente detectavel
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no caso mCDM, na parte mais sensivel do espectro (v = 10725). Assim, como mostramos
na figura 4.14, essa seria uma forma possivel de distinguir entre os dois modelos para esse

caso.

E importante destacar ainda que o fundo correspondente as binarias da Galaxia nao
forma um sinal estaciondrio, mas sim “cicloestaciondrio” (EDLUND; TINTO, 2005) devido
ao movimento orbital do LISA ao redor do Sol. Entao o sinal galactico possui maximos e
minimos ao longo de um periodo de um ano. Tal caracteristica permitiria, em principio,

diferenciar o fundo galactico de outras fontes de OGs, como o fundo primordial.

Nas figuras 4.15, 4.16 e 4.17 realizamos a mesma comparac¢ao com a curva de sensibilidade
do futuro detector BBO para a banda 1072 — 102Hz. Essa curva pode ser encontrada em
Crowder e Cornish (2005). Mais um vez essa comparagao foi realizada considerando um
ano de observacao. Veja que para a banda de frequéncia que o BBO atuard, o fundo
galactico nao é mais um fator limitante das observagoes. Agora os sinais para = —1,90

poderiam ser detectados tanto para ACDM quanto para mCDM. Ainda mais, seria possivel

distinguir entre esses modelos para valores de § = —1,90 ou ainda menores. No entanto,
em nenhum caso seria possivel detectar o fundo para g = —2,02.
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Figura 4.15 - Comparacdo entre as curvas de sensibilidade do detector BBO e os espectros calculados para o
modelo ACDM. Consideramos um ano de observacdo. Note que na faixa de frequéncias que o
BBO atua n3o hd a limitagdo do sinal advindo dos sistemas bindrios galacticos.
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Figura 4.16 - Comparacdo entre as curvas de sensibilidade do detector BBO e os espectros calculados para o
modelo mCDM.
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Figura 4.17 - Os modelos ACDM e mCDM poderiam, em principio, ser distinguiveis pelas observacées com o
BBO.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No presente trabalho foram desenvolvidos alguns aspectos de perturbacoes cosmoldgicas
classicas, particularmente as que representam OGs, nao somente no contexto da teoria de

Einstein mas também em teorias alternativas de gravitacao.

Primeiramente concentramos nossa atencao na avaliagado do numero de estados
independentes de polarizagao de OGs que cada teoria pode apresentar. Ao realizar essa
tarefa, utilizamos o formalismo NP, que é uma ferramenta nao somente simples, mas muito

robusta no que diz respeito a caracterizagao de OGs em teorias métricas de gravitagao.

Nesse contexto, extraimos informagcoes importantes a respeito das teorias aqui
consideradas. A amplitude observavel ¥, é uma peca chave para a distin¢ao entre teorias,
uma vez que se ela for nao nula, a teoria encontra-se na classe I1g, que é a classe £(2) mais
geral e, consequentemente, a presenca de W, é independente do observador. Assim, se a
amplitude W, for detectada, a classe de modelos f(R) no contexto do formalismo métrico
que consideramos seria viabilizada. Também o seria uma teoria escalar-tensorial geral e a
teoria bimétrica com gravitons massivos. Nesse caso, precisariamos de um outro método
para distinguir entre as duas teorias, como a comparacao entre os espectros primordiais
produzidos em cada uma delas ou a analise da forma de onda produzida por um sistema

particular como, por exemplo, sistemas binarios de objetos compactos.

Esses resultados originais obtidos para a teoria f(R) encontram-se descritos de forma
detalhada na referéncia (ALVES et al., 2009¢), na qual também aplicamos o formalismo NP
para a teoria que considera termos 2, R*” na acao gravitacional e nao somente poténcias

do escalar de Ricci.

Prosseguindo, se a amplitude ®95 for detectada, mas nao as amplitudes ¥, e W3 entao,
dentre os modelos estudados, apenas a teoria de Brans-Dicke seria viabilizada enquanto

os outros modelos seriam descartados.

Finalmente, caso ¥, seja a tnica amplitude a ser detectada, a teoria de Brans-Dicke
seria descartada, entdo nao somente a RG, mas também a gravidade f(R) no contexto
da abordagem de Palatini seriam viabilizadas. Por conseguinte, outras andlises seriam

necessarias para uma clara identificacao entre essas duas teorias.

Na segunda parte do trabalho tratamos de uma nova abordagem para perturbagoes
cosmoldgicas em teorias alternativas de gravitacao, nos focando nas perturbagoes que
representam OGs. Notamos que outros modos, que nao os TT, surgem nessas teorias

e portanto um formalismo mais geral que leve em conta esses modos de OGs nas
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perturbagcoes fez-se necessario.

Uma vez que o numero de estados de polarizacao das OGs é determinado de forma
inequivoca pelo formalismo NP, somos capazes de decompor as perturbagoes métricas
considerando os modos correspondentes a cada teoria. Em nosso caso, obtivemos as
equacoes de evolucao para OGs primordiais no contexto da teoria bimétrica de Visser
e para uma teoria escalar-tensorial geral. Embora tenhamos exemplificado o esquema
de decomposicao apenas para essas duas teorias, nossos resultados sao bastante gerais e

calculos semelhantes podem ser realizados para qualquer teoria.

Verificamos que os modos associados as amplitudes ¥y e P9y sao “acoplados” a
perturbagoes escalares do fluido perfeito, ou seja, as perturbacoes de densidade e de pressao
entram diretamente como fonte das equagoes dinamicas para OGs com valor de helicidade
s = 0 (ALVES et al., 2009b). Essa é uma caracteristica particular de teorias alternativas

que nao aparece no estudo de perturbacoes cosmoldgicas no ambito da RG.

De forma semelhante, para o caso da teoria bimétrica, os modos correspondentes a W3 sao
acoplados a perturbagoes vetoriais. Assim, perturbacoes de velocidade do fluido perfeito
aparecem como fonte das perturbacgoes métricas vetoriais e essas, por sua vez, entram

como fonte dos modos de OGs com s = £1.

Como resultado desse acoplamento, as equacoes de evolucdo que emergem sao
consideravelmente mais complicadas do que aquelas para o caso dos modos livres
associados a W,. Porém, uma vez que realizamos os calculos utilizando as coordenadas
harménicas generalizadas definidas pela equagao (3.19), é interessante substituir essas
condicoes por outras que simplifiquem as equacoes. De particular interesse poderiamos
utilizar, por exemplo, o calibre sincrono que é definido por d¢**U, = 0. Se U, é a
quadrivelocidade do observador em repouso com relagao ao fluido, entao essa condigao
simplifica-se para d¢g"° = 0. Dessa forma, para o caso da teoria de Visser, por exemplo,
todas as quantidades que entram na perturbagao métrica representariam modos de OGs
(veja a matriz de perturbagao 3.82). Esse é um procedimento que consideraremos no futuro
no intuito de simplificar o sistema de equacoes acopladas das perturbacoes e encontrar

solugoes para o fundo de OGs com s =0 e s = +1.

Outro aspecto importante nesse ponto vem do fato de que, assim como ocorre para
a RG, apenas os modos TT sao invariantes de calibre. Outras perturbacoes métricas,
sejam elas representativas de OGs ou nao, sao dependentes do calibre adotado. No
contexto da teoria de perturbagoes classicas, isso é usualmente solucionado combinando

as perturbagoes métricas em novas quantidades que sao invariantes de calibre e, entao,
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as equagoes dinamicas podem ser obtidas em termos dessas quantidades (MUKHANOV et
al., 1992; BARDEEN, 1980, entre outros). E interessante, assim, verificar como essa mesma
abordagem pode ser implementada quando consideramos os modos adicionais de OGs.
Podemos encontrar uma descrigao invariante de calibre para OGs que seja valida para
todas as teorias métricas de gravitacao? Essa é uma questao que demanda atencgao e que

pode nortear futuros testes de teorias alternativas de gravidade.

Outra alternativa interessante para descrever os modos de OGs (provavelmente a mais
elegante) sem tocar em questoes de escolha de coordenadas, é adotar o formalismo
covariante de Ellis (1989) para perturbagoes cosmoldgicas. Esse formalismo provém de
estudos anteriores de Hawking (1966) e Olson (1976), e uma apresentagao atualizada
e detalhada foi dada por Ellis e Elst (1999). A esséncia do método é identificar um
conjunto de variaveis, definidas de forma covariante, que descrevam a inomogeneidade e a
anisotropia do Universo de uma forma transparente e invariante de calibre. No formalismo
covariante todas as varidaveis possuem significado fisico e geométrico bem definidos. Ao
aplicar o formalismo para teorias alternativas deveriamos identificar quais varidveis podem

representar os modos de polarizacao nao nulos de OGs.

Seja qual for a abordagem considerada, é sem duvida muito importante que solugoes para
os modos adicionais em teorias alternativas sejam encontradas. Sera possivel assim obter

uma clara identificacao da contribuicao de cada modo para o fundo de OGs.

A deteccao dos modos extras pode ser a assinatura inequivoca de uma certa teoria ou ao
menos uma forma de estabelecer limites ou regimes de validade para cada caso. Se OGs
apresentarem modos nao somente com s = 42, mas também s = £1 e s = 0 como o0s
discutidos nesse trabalho, entdao teremos um fundo estocastico de OGs primordiais que

serd constituido de uma mistura de todos os modos de polarizagao.

O calculo da funcao resposta de modos extras para detectores interferométricos foi
realizado recentemente por Nishizawa et al. (2009) e Corda (2009). Particularmente,
Nishizawa et al. (2009) encontraram que a partir de dados de mais de trés detectores
é possivel separar a mistura dos modos de polarizacao no sinal de saida dos detectores.
Além disso, estatisticamente, os detectores tem aproximadamente a mesma sensibilidade

para cada modo de polarizacao do fundo estocéastico primordial.

Como discutimos acima, uma deteccao positiva de certos modos e uma detecgao negativa
de outros pode excluir uma teoria particular ou, ao menos, estabelecer fortes limites a
teorias alternativas de gravitacao. Mas é importante enfatizar que a confirmacao pela

observacao do nimero de modos nao nulos de OGs nao ¢é suficiente para determinar a
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teoria mais adequada, uma vez que um conjunto de teorias pode ter o mesmo ntmero de
modos independentes. Assim, também é necessario avaliar o espectro de OGs para cada
modo e para cada teoria. Uma analise rigorosa do espectro somente pode ser levada a
cabo estudando a fisica evolutiva das OGs. Nesse sentido, as equacoes que encontramos
neste trabalho sao o primeiro passo para tal objetivo. Por fim, uma analise conjunta da
resposta de um dado modo e a avaliacao do espectro pode trazer respostas cruciais para

a compreensao da gravidade em escalas cosmologicas.

Concluimos os objetivos do presente trabalho com o estudo do mecanismo de amplificagao
superadiabdtica para os modos livres (modos TT) de OGs. Uma vez que esses modos nao
acoplam-se com as perturbagoes do fluido perfeito, eles trazem informacgoes unicas do
Universo jovem. Assim, encontramos o espectro presente de OGs primordias tanto para
o modelo ACDM quanto para o modelo que nomeamos de mCDM (ALVES et al., 2009a).
Utilizamos essa nomenclatura pois, na teoria bimétrica com gravitons massivos, a presenca
do termo massivo seria a responsavel pela atual fase de expansao acelerada do Universo,

ou seja, ele mimetizaria o efeito da energia escura.

Nosso principal resultado nessa etapa foi que, como consequéncia da relacao de dispersao,
o modelo mCDM prevé uma densidade de energia cerca de uma ordem de magnitude maior
de OGs (para um dado () que o modelo ACDM. Como demonstramos, seria possivel, em
principio, que os detectores espaciais LISA e BBO permitissem uma distingao entre os
dois modelos. Mas existem valores de  para os quais nao ha a possibilidade de detecgao,
para o caso [ = —2,02 fornecido pelo WMAP, por exemplo. No entanto, se os futuros
detectores alcangarem maiores sensibilidades, serd possivel, em principio, distinguir entre

as teorias.

Enfatizamos também a metodologia utilizada para encontrar as solucoes evolutivas das
OGs para cada época cosmoldgica. A analise do comportamento do potencial cosmolégico
V(n) nos permitiu escolher diferentes métodos de solugao dependendo da faixa de
frequéncias considerada. Enquanto para a época inflaciondria encontramos uma solucao
completamente analitica, o periodo subsequente dividiu-se em duas solugoes, a saber, uma
solucdo numérica para ultra-baixas frequéncias (¥ < 10719 Hz) e uma solucao analitica
bastante simples para frequéncias mais altas (v > 107!¢ Hz) que compreendem a grande

parte do espectro de interesse dos detectores em atuacao e futuros.

A solucao analitica no contexto ACDM para altas frequéncias é consideravelmente mais
simples que a encontrada em trabalhos anteriores de Miao e Zhang (2007), por exemplo,
o que pode facilitar a implementacao de outras fases nas quais o fundo primordial sofre

modificagoes, como o espalhamento livre de neutrinos (MIAO; ZHANG, 2007) ou a interagao
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com plasmas magnetizados. A solucao numérica para baixas frequéncias mostrou-se
igualmente robusta, o que é muito importante pois sao para essas frequéncias que o
espectro é normalizado e, ainda mais, é nesse faixa que esperamos encontrar assinaturas

de OGs na RCFM.

Assim, o presente trabalho tratou de uma contribuicao para a cosmologia de OGs em
teorias alternativas de gravitacao. Ficou demonstrado como caracteristicas particulares
de uma dada teoria alternativa pode influenciar a fisica e, consequentemente, o espectro
de OGs primordiais. Essas caracteristicas podem permitir distinguir entre as varias
alternativas e nos trazer mais informacoes da “correta” teoria. Ainda mais, esse pode
ser um teste importante que ajudard a decifrar nao somente a fisica primordial, pois os
espectros dependem fortemente do modelo inflacionario, mas também o atual enigma da

energia escura.
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A EQUACOES DE CAMPO LINEARIZADAS PARA A RELATIVIDADE
GERAL E PARA A TEORIA DE VISSER

Quando estamos lidando com campos gravitacionais fracos tais que possamos, na
linguagem geométrica da RG, consideréd-los como pequenas perturbagoes do espago-tempo
plano (representado pela métrica de Minkowski da Relatividade Restrita), e a expansao
do Universo possa ser desprezada, entao estaremos no contexto das equagoes de campo

linearizadas.

Para obter as equagoes de Einstein nesse regime consideraremos a métrica (SCHUTZ, 1992;
WEINBERG, 1972, e.g.):

Guv = N + h,u,w (Al)

onde 7,, ¢ a métrica de Minkowki e h,, representa, neste contexto, o préprio campo
gravitacional tal que |h,,| < 1. Entao trabalharemos com a métrica (A.1) nas equagoes
(2.51) realizando uma teoria de perturbacao de primeira ordem. Comegando com a conexao

métrica, ela fica escrita na forma:
A 1 AR 2
I, = 5 (Ophuey + Ophey — Ohyw) + O(R7). (A.2)

O sfmbolo O(h?) indica que estamos eliminando os termos de ordem maior ou igual a 2

em Ay, .

Utilizando (A.2) para calcular o tensor de Ricci encontramos:

Ry = = (Ohy — 00,1, — 00,85, + 0,0,h%,.) + O(h2), (A.3)

N —

onde:
0= 77‘”’66&85. (A.4)

Note que, como estamos assumindo apenas a primeira ordem na perturbacao, nossos
célculos se passam como se o tensor de segunda ordem h,, fosse um tensor no espago de
Minkowski, e portanto operagoes, como abaixamento e levantamento de indices ou como

(A.4), sao realizadas utilizando a métrica 1), .

Prosseguindo, a partir da contragao dos indices do tensor de Ricci (A.3) encontramos o

escalar de curvatura:
R =0h —n"0,0,h",, (A.5)

para enfim substituir todas as quantidades em (2.51) obtendo, assim, as equagoes de

113



Einstein linearizadas:
Ohyw — 0.0,h",, — 0,0,h", + nuyﬁAﬁ,{hM + 0,0,h — 0, 0h = —167GT,,, (A.6)

na qual fizemos h = 7 h,g.

De forma geral, o tensor h,,, pode apresentar até 6 graus de liberdade independentes numa
teoria métrica de gravitacao, para uma analise detalhada sobre esse tema, ver por exemplo
Will (1993). Contudo, como ficou demonstrado no capitudo 2, OGs apresentam apenas
2 graus de liberdade independentes correspondentes a dois estados de polarizacao no
contexto da RG. Os outros quatro graus de liberdade nao carregam energia e momentum
e portanto nao sao “fisicos”. Assim deve ser possivel encontrar uma transformacao de

coordenadas na qual possamos reduzir os graus de liberdade apresentados em (A.6).

Uma transformacao de coordenadas infinitesimal geral no regime de campo fraco é da
forma (SCHUTZ, 1992, e.g.):
ot — ot =t + (), (A.7)

na qual £(z) sdo quatro fungoes infinitesimais porém arbitrarias de .

A métrica no novo sistema de coordenadas é dada por:
J" = O\ 0,3 g™, (A.8)
ou, uma vez que g ~ n** — h* obtemos:
W= B — 0\ — O™ (A.9)
Assim, se hy,, é solucao de (A.6), também o serd:
My = Py — 056 — . (A.10)

Que isso é verdadeiro pode ser verificado por substitui¢ao direta em (A.6), esta propriedade

é chamada de “invariancia de calibre”.

Por conveniéncia, definiremos um novo tensor h,, como:

- 1
Py = by — 57]#,,}1, (A.11)
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que por (A.10) transforma-se da forma:

Py = by — 0,6, — 0,0 + 1uw0al™. (A.12)

Calculando ainda:
Dhy = OB, — 000, (A.13)

vemos que se J,hy, # 0 podemos realizar uma transformagao de coordenadas para fazer:

O,h, =0 (A.14)
desde que as fungoes £, () satisfacam:
0¢, = d,h,. (A.15)
Por outro lado, se
d,h, =0 (A.16)

podemos realizar uma transformacao de coordenadas que mantenha essa condicao desde

que &, (z) satisfacam a equagao de onda:
0¢, = 0. (A.17)

Veja que a condicao (A.16) é anédloga & condi¢ao de Lorentz adotada no eletromagnetismo

para o potencial vetor A*.

Retornado agora a definigao (A.11) juntamente com a condigdo (A.16) para (A.6)
encontramos a equacao de onda para BW:
- 167G
Oy = —C—4TW. (A.18)
Para o vacuo T}, = 0 e a solugao desta equagao ¢ simplesmente uma superposicao linear
de ondas planas:
B = Ay exp(ikaz®), (A.19)
onde A, sao as amplitudes da onda e k, ¢ o vetor de onda. Com essa solugao em DBW =0

encontramos:

k k=0, (A.20)

ou seja, a RG preve que as OGs propagam-se em geodésicas nulas ou, em outras palavras,

a velocidade da luz c.
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De (A.19) em (A.16) encontramos ainda que a amplitude e o vetor de onda s@o ortogonais:
AL — Q. (A.21)

Note que inicialmente l_zw (ou de forma equivalente h,, ) possui 16 componentes, mas como
estamos trabalhando com tensores simétricos (isto é, nao estamos trabalhando em espagos
com torgao), ele tem na realidade 10 componentes independentes. A condigao (A.21) que
provém da condicao de Lorentz amarra quatro graus de liberdade nos deixando com 6

componentes.

Outras condicoes de calibre ainda podem ser requeridas para impormos A% = 0 e
A% = 0, ou seja, ondas transversas & direcao de propagacao e com o traco da amplitude
nulo. Esses graus de liberdade que descartamos sao por vezes chamados de “ondas de
calibre” (FEYNMAN, 1995), elas ndo tem efeitos fisicos e sempre podem ser removidas
por uma transformagdo de calibre. Com isso deixamos a perturbagao h,, no chamado
calibre transverso e sem traco, no qual BW = hy,. Assim, torna-se manifesto que OGs
planas no contexto da teoria de Einstein possuem apenas 2 graus de liberdade fisicamente

verdadeiros independentes tal qual haviamos enunciado anteriormente.

Para obter as equagoes de campo linearizadas no contexto da teoria bimétrica de Visser,
a métrica g, deve ser expandida em torno de (go),, na forma: g,, = (go)uw + by com
| hyw | 1. Mas indo para coordenadas cartesianas ficamos simplesmente com a métrica
de fundo de Minkowski (go),, = 7. Assim, as equagoes de campo (2.76) ficam:
Ohy — 0Oy, — 0.0,h" )+ 1,020 + 0,0, b — 1, Oh —m? (h,, — %nu,,h) = —%Tw.
(A.22)
Note agora que ao realizarmos uma transformacao infinitesimal de coordenadas do tipo
(A.7), a partir da qual h,, obedece a lei de transformacdo (A.10), as equagoes (A.22)

resultam em:

1

Dhm/ - anayhﬁu - 8na,uhﬁu + nuua)\anhAH + auauh - nuuljh - mQ(hMV - EnMV)
o 167G
+ m2 (alfgﬂ + au51/ - nuuaaf ) = _TT/LV' (A23)

Comparando as expressoes (A.22) e (A.23) notamos que elas nao coincidem devido a um
termo que contém as funcoes de transformacao multiplicado por m?2. Concluimos, dessa
forma, que as equacoes de campo linearizadas para gravitons massivos nao sao invariantes
de calibre e, portanto, solucoes obtidas em determinado calibre podem diferir de solugoes

obtidas em outro. Dizemos, assim, que a introdugao de um termo de massa nas equagoes de
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campo “quebra” a simetria de calibre. Veja que no limite m — 0 recuperamos as equagoes

de campo da RG derivadas anteriormente e a invariancia de calibre é restaurada.

Se reescrevemos a expressao (A.22) na forma condensada:

1 167G
QGW(h) - mz(h/w - inuvh) = -

fica claro verificar que se tomamos a divergéncia em ambos os lados de (A.24) temos que

CTTuya

(A.24)
a divergéncia do tensor de Einstein anula-se, pela conservagao de energia 9,7,” = 0 pois o
tensor energia momentum 7}, nao se acopla com h,, no limite linearizado e ficamos com
a condicao:

o,h" =0, (A.25)

onde hy, foi definido por (A.11). Ou seja, a condi¢do (A.25) que foi obtida na secao
anterior através de uma condicao de calibre, aqui é uma condicao natural que emerge
como consequéncia da conservacao de energia. O mesmo fenomeno ocorre para o potencial

vetor no eletromagnetismo ao introduzirmos a Lagrangiana de Procca (JACKSON, 1975,

e.g.)

Como (A.25) é a tnica condigao que vincula as componentes de h,,,, ele possui no total

s
seis graus de liberdade independentes que correspondem, no caso da teoria de Visser, a

seis estados de polarizagao das OGs (de PAULA et al., 2004)(em outras teorias o nimero
de estados de polarizacao pode diferir do nimero de graus de liberdade). Na figura 2.1
mostramos o efeito de cada um dos modos de polarizacao num anel de particulas teste.
Fisicamente, podemos identificar os modos de polarizacao pelas forcas de maré entre duas
particulas (WILL, 1993).

Utilizando (A.25), as equagdes de campo (A.22) simplificam-se para:
Oh,y — m?h,, = —167GT,,. (A.26)

Para o vacuo 7}, = 0, uma superposi¢ao de ondas planas ¢é solucao de (A.26) e teremos

consequentemente a seguinte relagao para o quadrivetor de onda:
kok® = —m?. (A.27)

Se assumimos que o vetor de onda espacial estd orientado na direcao z de um sistema de

coordenadas cartesiano temos k* = (w, 0,0, k) e (A.27) nos fornece a relagao de dispersao:
k=+vVw?—m?2 (A.28)

da qual podemos derivar a velocidade de propagagao da onda gravitacional via v = dw/dk
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que nos leva a:

o(w) = /1 — (T)Q, (A.29)

w

ou seja, para ondas gravitacionais massivas, a velocidade é dependente da frequéncia.

Assumindo campos aproximadamente estaciondrios, podemos fazer J ~ V? e o tensor
energia-momentum no limite nao relativistico reduz-se para 7, ~ Ty, = p. Levando essas

informacoes em A.26, ficamos com:

(V2 —m?)hgy = — 167G p. (A.30)

Na correspondéncia Newtoniana identificamos hgy = —2¢ e portanto hgy = —4¢, o que
nos leva para:

(V2 —m?*)¢ = 4nGp. (A.31)

A solugao de (A.31) em coordenadas polares esféricas para uma massa pontual é um

potencial do tipo Yukawa:

GM
o(r) =— . exp(—r/Ag), (A.32)
onde identificamos A\, = h/myc como o comprimento de onda Compton associado ao

graviton. Veja que quando my, — 0 recuperamos o potencial Newtoniano e as equagoes de

campo voltam a ser Einstenianas.
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