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RESUMO

Logo ap6s a publicacao da Teoria da Relatividade Geral em sua forma final em 1916,
percebeu-se que algumas de suas solugoes descreviam ondas gravitacionais, ou seja,
perturbagoes no espago-tempo que se propagam a velocidade da luz e que podiam
em principio ser detectadas. De acordo com tais solugoes, quaisquer distribuigoes de
massa que sofressem algum tipo de variacao temporal poderiam ser fontes de ra-
diacao gravitacional, desde que em algum momento do processo a simetria esférica
fosse rompida. Dessa forma, do ponto de vista astrofisico, praticamente qualquer
processo envolvendo deformacoes ou movimentos de corpos, tais como estrelas e bu-
racos negros pode ser considerado uma fonte em potencial de ondas gravitacionais.
Particularmente, esta tese trata os sistemas binarios compactos cosmoldgicos em
orbitas circulares e excéntricas e o espectro em ondas gravitacionais gerado pela
populacao de tais objetos. Na literatura ha diversas maneiras de se calcular tais
espectros, porém tais métodos, em geral, ou nao levam em consideracao a evolu-
¢ao temporal dos parametros orbitais ou a considera de forma indireta. Assim, o
objetivo principal desta tese ¢ a elaboracao de um novo método para o célculo do
espectro gerado por sistemas binarios durante as fases periddica ou quase-periddica
e que considera explicitamente tal dependéncia temporal. Utiliza-se uma analogia
com um problema de Mecanica Estatistica para se estabelecer os fundamentos desse
método. Além disso, os fundos para sistemas excéntricos foram gerados por meio
de um método alternativo ao que se observa na literatura: os espectros para cada
harmonico foram calculados independentemente e somados a fim de se obter o espec-
tro total, considerando-se também a funcao distribuicao das excentricidades. Foram
gerados os fundos correspondentes aos sistemas em Orbitas circulares e elipticas,
onde se nota que tais espectros sao caracterizados por dois maximos: um localizado
na regiao de baixas frequéncias e outro préximo as frequéncias maximas, sendo este
ultimo consequéncia de evolucao temporal dos sistemas. Para érbitas circulares, fo-
ram utilizadas diferentes taxas de formagao estelar e distribuicoes de frequéncia para
se estudar a influéncia destas fungoes sobre o modelo. Foram calculados também os
fundos gerados pela coalescéncia de bindrias, cujas formas mostram concordancia
com resultados presentes na literatura, embora as amplitudes sejam maiores por um
fator ~ 10. Tal diferenca sera tratada em trabalhos futuros.
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A NEW METHOD TO CALCULATE THE STOCHASTIC
BACKGROUND OF GRAVITATIONAL WAVES GENERATED BY
COMPACT BINARY SYSTEMS

ABSTRACT

Soon after the publication of the General Theory of Relativity in its definitive form
in 1916, it was noticed that some solutions depicted gravitational waves, that is,
perturbations in the spacetime which propagate at speed of light and that could
in principle be detected. According to such solutions, any mass distributions that
underwent some kind of time variation would become a source of gravitational radi-
ation, provided that at a given moment the spherical symmetry were broken. Thus,
from the astrophysical viewpoint, virtually all processes involving mass deformations
and movements, such as stars and black holes, could be considered as a potential
source of gravitational waves. Particularly, this thesis deals with cosmological com-
pact binary systems in circular and eccentric orbits and the spectra generated by the
population of those sources. In the literature there are different ways of calculating
such spectra, however such methods, in general, or do not consider the time evolu-
tion of the orbital parameters or do it in an indirect form. So, the main purpose of
this thesis is the formulation of a new method of calculating the spectra generated
by such a population during the periodic and quasi-periodic regimes. It is used an
analogy to a problem of Statistical Mechanics in order to establish the fundamen-
tals of such a method. Besides, the background of eccentric systems is calculated
by means of a method which is different from the ones found in the literature: the
spectra for each harmonic of the emitted radiation were calculated separately and
summed in order to obtain the total spectra, besides taking into account the eccen-
tricity distribution functions. The spectra corresponding to circular and eccentric
orbits are similar in the sense that they have two maxima: one located at the low
frequency region and other situated near the maximum frequencies, where the last
one is consequence of the time evolution of the systems. For circular orbits, differ-
ent star formation rates and frequency distributions were used in order to study
the influence of these functions on the model. Further, the method presented in
this thesis was used to obtain the spectra generated by coalescing compact binaries,
whose shapes show concordance with the ones found in the literature, although the
amplitudes are higher by a factor ~ 10. This discordance in the amplitude will be
tackled in future works.

xiil






1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2

4.3
4.4

4.5

5.1

6.1
6.2
6.3
6.4

LISTA DE FIGURAS

Pag.
Fundos estocasticos estudados na astrofisica de ondas gravitacionais. 3
Anel de particulas sofrendo deformagao por uma onda hy . . . . . . . .. 27
Anel de particulas sofrendo deformacao por uma onda Ay . . . . . . . .. 28
Anel de particulas sofrendo deformacgao por uma onda dada por 2.90. 28
Amplitude relativa dos harmonicos parae =0.1 . . . . . ... ... ... 36
Amplitude relativa dos harmonicos parae =03 . . . . . . .. ... ... 36
Amplitude relativa dos harmonicos parae =06 . . . . . . . . . .. ... 37
Amplitude relativa dos harmonicos parae =09 . . . . . . ... .. ... 37

Curvas de sensibilidade para os detectores interferométricos considerados

nesta tese. As referéncias para as curvas sao mostradas na Secao 6.1. .
Os detectores LIGO. . . . . . . . . .. ... .
Esquema bésico do Virgo. . . . . . . ... ... oL
Esquema basicodo ET. . . . . . .. .. ... ... .. .
Arranjo orbital do LISA. . . . . . . . . . ...
Esquema basico do DECIGO. . . . . ... .. .. ... ... ... ...,
Esquema basico do BBO. . . . .. ... oo

Funcoes distribuicao para o semi-eixo maior orbital. . . . . . . . . . . ..
Funcoes distribuicao para a frequéncia orbital. Para sistemas BHBH e
BHNS, as curvas foram geradas considerando buracos-negros com massa
de 20Mq. . . .o
Funcoes distribuicao para a excentricidade orbital. . . . . . . . . . . . ..
Evolugao temporal da excentricidade orbital para m; = my = 1,4Mg,
frequéncia inicial de 107°Hz e considerando quatro valores para a excen-
tricidade inicial. . . . . . . ...
Evolugao temporal da frequéncia orbital para m; = ms = 1,4Mg,
frequéncia inicial de 107°Hz e considerando quatro valores para a ex-

centricidade inicial. . . . . . . .. Lo
Volume retangular df2 adjacentea A . . . . .. ... ... L.

Amplitude espectral para sistemas NS-NS . . . . .. .. ... ... ...
Amplitude espectral para sistemas BH-NS . . . .. ... ... ... ...
Amplitude espectral para sistemas BH-BH . . . . .. .. ... ... ...

As taxas de formagao de estrelas dadas pelas equagoes 6.4 ¢ 6.8. . . . . .

XV



6.5
6.6
6.7

6.8
6.9
6.10
6.11

6.12
6.13
6.14
6.15
6.16

6.17

B.1

D.1

Espectros gerados usando as taxas dadas por 6.4e6.8. . . . . ... ... 81
Espectros calculados para 0/2, 0 e20 . . . .. ... 82
Espectros gerados por sistemas NSNS para uma distribuicao de periodos
da forma f(P) = (Ppax — Puin) . Foram considerados dois casos: Py, =
107s € Ppax = 10°s; Puin = 10% ¢ P = 10%s. Para comparacao, foram
tracadas também as curvas onde os efeitos da evolucao das frequéncias

nao foram considerados. Aqui, n.e. e w.e. referem-se, respectivamente, a

sem evolugdo e com evolugdo. . . . . . . . ... 83
Espectro gerado por sistemas NSNS em coalescéncia . . . . . . . . ... 86
Espectro gerado por sistemas BHNS em coalescéncia . . . . . . . . ... 88
Espectro gerado por sistemas BHBH em coalescéncia . . . . . .. . ... 90
Espectro em termos de Qgw gerados pela coalescéncia de sistemas NSNS,

BHNSeBHBH . . ... .. ... ... . 92
Contribuigao de cada harmonico para o espectro de sistemas NSNS . . . 94
Contribuicao de cada harmonico para o espectro de sistemas BHNS . . . 94
Contribuicao de cada harmonico para o espectro de sistemas BHBH . . . 95

Espectro gerado por sistemas NSNS excéntricos comparado ao respectivo
fundo para orbitas circulares. . . . . . .. ... 95
Espectro gerado por sistemas BHNS excéntricos comparado ao respectivo
fundo para orbitas circulares. . . . . . ... .o L 96
Espectro gerado por sistemas BHBH excéntricos comparado ao respectivo

fundo para orbitas circulares. . . . . . .. ..o 96
Esquema de um sistema binario de massas M e m e centro de massa CM 113

Espectro galactico gerado por sistemas NSNS. . . . . . . ... ... ... 118

Xvi



2.1

3.1

4.1
4.2
4.3

6.1

6.2

6.3

LISTA DE TABELAS

Pag.
Correspondéncia entre as grandezas fisicas e geométricas. . . . . . . . . . 16
Faixas de frequéncia de ondas gravitacionais (ver detalhes no texto). . . . 44
Parametros para as distribuigoes do semi-eixo maior orbital . . . . . . . 58
Parametros para as distribuicoes de sistemas BHNS e BHBH. . . . . .. 63
Parametros para distribuicao de sistemas NSNS. . . . . . . . . ... ... 63

Relacao S/N para sistemas em 6rbitas circulares, considerando pares de
detectores e tempo de integracao de 1 ano. . . . . . . . . ... ... ...
Relacao S/N para sistemas em Orbitas elipticas, considerando pares de
detectores e tempo de integracao de 1 ano. . . . . . . . . ... ... ...
Relacao S/N para sistemas em coalescéncia, considerando pares de de-

tectores e tempo de integracao de 1 ano. . . . . . . ... ... L.

XVvil






SUMARIO

Pag.
1 INTRODUCGAO . . . vt ottt e e et e e e e e 1
2 TEORIA . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e 7
2.1 Algumas Notas Sobre Relatividade Especial . . . . ... ... ... ... 7
2.2 OsStensores . . . . . . .. 9
2.2.1 Pseudo-tensores . . . . . . . . . ... 10
2.2.2  Operacoes com Tensores . . . . . . . .. .. ... 11
2.2.3 Tensores de Especial Interesse . . . . . . . . .. ... ... ... 13
2.2.4  Significado Fisico dos Tensores Considerados . . . . . . . . . .. .. .. 15
2.3 As Equagoes de Campo da Relatividade Geral . . . . . . ... ... ... 17
2.3.1 O Principio da Covariancia e o Conceito de Geodésica . . . . . . . .. 17
2.3.2  Deducao das Equagoes de Campo . . . . . . . .. ... L. 18
2.4 Ondas Gravitacionais como Solugoes das Equacoes de Einstein . . . . . . 20
2.4.1 Duas Aproximacoes Necessarias . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 21
2.4.2 A Solugao de Ondas Planas . . . . . . ... ... ... ... .. ..., 22
24.3 O Gauge TT e Estados de Polarizacao . . . . . . ... ... ... ... 25
2.4.4 A Energia Transportada pelas Ondas Gravitacionais . . . . . . . . .. 28
2.4.5 A Natureza Quadrupolar da Radiacao Gravitacional . . . . ... . .. 32
2.5  Geracao de Radiacao Gravitacional por Sistemas Binarios . . . .. . .. 33
2.5.1 Sistemas Binarios Excéntricos . . . . . ... ... 0oL 34

2.5.2  As Amplitudes Adimensional e Espectral para os Fundos em Ondas

Gravitacionais . . . . . . . . .. 37
2.6 Elementos de Cosmologia . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... 39
3 DETECTORES DE ONDAS GRAVITACIONAIS ........ 43
3.1 Detectores de Massa Ressonante e Interferométricos . . . . . . .. . . .. 44
3.2 LIGO . . . . 46
3.3 VITZo . . . o e 48
3.4 Einstein Telescope . . . . . . . .. L 49
3.5 LISAeeLISA . . . . . . . . . 49
3.6 DECIGO . . . . . . . e 51
3.7 BBO . .. 52
3.8 Correlagao Cruzada de Detectores Interferométricos . . . . . . . . . . .. 52

Xix



4 CARACTERISTICAS POPULACIONAIS DOS SISTEMAS BI-
NARIOS . . o o e e e e e e e e e e e e 55

4.1 Taxa de Formagao Estelar e Taxas de Formagao de Bindrias Compactas . 55

4.2 Distribuicao das frequéncias orbitais . . . . .. .. ..o 58
4.3 Evolugao Temporal da Distribuicao das Frequéncias Orbitais . . . . . . . 61
4.4 Distribuicao das Excentricidades Orbitais . . . . . . .. .. .. .. .. .. 62
4.5 Evolucao Temporal da Distribuicao das Excentricidades Orbitais . . . . . 63
5 O METODO PARA O CALCULO DOS FUNDOS . ....... 69
5.1 O Problema Estatistico. . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..., 70
5.1.1 Caélculode dR . . . . . . . . . . 72
6 OS FUNDOS ESTOCASTICOS . . . ... vt vviiie .. 75
6.1 Fundos em Orbitas Circulares . . . . . . . v vvv v i 75
6.1.1 Uso de Outras Funcgoes Distribuicao. . . . . . . . .. . ... ... ... 79
6.2 Fundos em Coalescéncias para Orbitas Circulares . . . . .. ....... 82
6.2.1 Coalescéncia para sistemas NSNS . . . . . . . .. ... ... ... ... 85
6.2.2 Coalescéncia para sistemas BHNS . . . . ... ... ... ... ... ... 86
6.2.3 Coalescéncia para sistemas BHBH . . . . . ... ... ... .. .. .. 88
6.2.4 Espectros em Termos de Qagw . . . . . . . . . ... 91
6.3 Fundos em Orbitas Elipticas . . . . . . . . . .. o 91
6.4 Correlacao Cruzada Para Pares de Detectores . . . . . .. ... .. ... 97
7 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS . . .. ..... 99
7.1 PERSPECTIVAS . . . . . . . 100
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . .« vttt 103
APENDICE A - O LIMITE NEWTONIANO . . . ... ....... 109

APENDICE B - POTENCIA IRRADIADA POR BINARIAS . .. 111
APENDICE C - EVOLUCAO TEMPORAL DA FREQUENCIA . 115

APENDICE D - O FUNDO GALACTICO . ... .......... 117

XX



1 INTRODUCAO

O estudo das ondas gravitacionais, assim como muitos topicos em Astrofisica e quase
toda a Cosmologia, é baseado na Teoria da Relatividade Geral (a partir de agora
referida como RG), publicada por Albert Einstein em sua versao final em 1916. Con-
forme sera mostrado neste texto, tal teoria surgiu de uma tentativa de se generalizar
a Relatividade Especial (a partir de agora referida como RE), a qual é valida ape-
nas para sistemas de coordenadas inerciais. Dessa forma, Einstein, depois de uma
década de esforgos, apresentou uma teoria que descrevia também processos fisicos
em referenciais acelerados, o que a tornou imediatamente um modelo ideal para se
descrever a gravitacao. Resumidamente, a RG baseia-se na hipétese de que a forca
gravitacional é uma manifestacao da geometria do espaco-tempo deformado pela
presenca de matéria e energia. Nesse contexto, os corpos seguem geodésicas nesse
espago e se essas trajetorias forem curvas, isso é interpretado como acao de uma

forca gravitacional.

Seguindo esse raciocinio, a hipdtese da existéncia de ondas gravitacionais surge na-
turalmente da teoria. Com efeito, de acordo com o que foi mencionado, massa e
energia atuam no espago-tempo, determinando sua curvatura; consequentemente, se
uma dada distribuicao de massas sofre mudangas em sua configuracao, a perturba-
¢ao resultante no campo gravitacional gerado por tais massas poderia se propagar
como uma onda, de forma semelhante a ondas na superficie da agua, transportando
energia e momento linear e angular. Nesse caso, uma das condigoes a serem obede-
cidas para que haja emissao de ondas é que durante tais mudancas de configuragao

a simetria esférica seja quebrada em algum momento.

Formalmente, Einstein lancou os fundamentos do formalismo das ondas gravitacio-
nais meses apds sua formulacao final da RG, porém se restringindo ao caso em que
se podem fazer aproximacoes lineares, onde as ondas emitidas sao de fraca intensi-
dade e as fontes possuem auto-interagao (self-gravity) desprezivel. Além disso, nessa
abordagem as ondas se propagam em um espago-tempo plano. No entanto, foi ape-
nas em meados da década de 1920 que a teoria linearizada da radiagao gravitacional
foi completamente compreendida, gracas aos estudos de Einstein e Hermann Weyl
(WEYL, 1952), entre outros. Para uma discussao mais detalhada sobre o formalismo
das ondas gravitacionais, o leitor pode consultar Schutz (1985), Weinberg (1972) e
Misner et al. (1973), por exemplo.

Embora as ondas gravitacionais possam ser geradas de diversas maneiras como

consequéncia de intimeros eventos astrofisicos, hé caracteristicas, tanto das fon-



tes quanto das ondas emitidas, que sao comuns a varios casos, 0 que permite a
elaboracao de um esquema de classificacao, onde os tipos de radiagao emitido sao
colocados em uma dada categoria se compartilham determinada caracteristica. Aqui
serd considerado o esquema convencional dado, por exemplo, por Camp e Cornish
(2004), onde s@o reconhecidos basicamente quatro tipos de fontes: periédica, impul-
siva (conhecida mais comumente como burst), chirp e fundos estocasticos. As fontes
periddicas sao caracterizadas por emitirem radiagao cujas frequéncias e amplitudes
permanecem constantes por uma longa escala de tempo; exemplos tipicos de tais
fontes sao os sistemas binarios nos estagios iniciais de vida e estrelas em rotagao
(nesse caso, é necessario que a estrela possua alguma assimetria radial). Os bursts
sao caracterizados por emissoes muito energéticas que ocorrem durante um curto
intervalo de tempo, tais como a coelescéncia de objetos compactos e supernovas. O
terceiro tipo possui caracteristicas de fontes periddicas e de bursts: ele ocorre durante
os estagios finais de evolucao de sistemas binarios, onde as frequéncias e amplitudes
das ondas emitidas abandonam o regime periédico e passam a evoluir em escalas de

tempo muito pequenas, o que culmina em um evento de burst.

Por 1ltimo, os fundos estocésticos sao caracterizados por espectros que preenchem
em geral uma larga faixa de frequéncias, onde nao se pode distinguir fontes indivi-
duais mas, ao invés disso, pode-se observar apenas curvas continuas, caracteristicas
para cada tipo de processo que as geraram. Além disso, os fundos estocasticos po-
dem ser divididos em dois subtipos: ha aqueles que foram gerados por processos
cosmoldgicos no universo jovem, tais como transicoes de fase e inomogeneidades es-
paciais e hé os gerados pela superposicao de intiimeras fontes individuais, as quais
podem ser do tipo periédico, burst ou chirp. A figura 1.1 mostra de forma deta-
lhada os tipos de fundo estocéstico estudados na astrofisica de ondas gravitacionais
(CARR, 1980). Nela pode-se notar os vérios tipos de fundos estocdsticos, os quais sao
divididos, de forma geral, em cosmoldgicos, nao-cosmoldgicos e gerados pela evapo-
racao de buracos-negros. Particularmente, os fundos gerados pelos sistemas binéarios
considerados nesta tese sdo de natureza nao-cosmoldgica (a direita na figura) e ex-

tragalactica; fontes locais seriam as binarias localizadas na Galaxia.

Particularmente, neste trabalho serao considerados os fundos estocéasticos gerados
por sistemas binarios compactos durante as fases periddicas e chirp, considerando
o modelo ACDM como cendrio cosmoldgico. Assim, os espectros gerados aqui se-
rao similares aos gerados por binarias galdcticas na faixa de frequéncia do LISA
(NELEMANS, 2009).
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Figura 1.1 - Fundos estocésticos estudados na astrofisica de ondas gravitacionais.
Fonte: Carr (1980).

O estudo das ondas emitidas pelos sistemas binarios compactos é promissor porque,
entre todas as teoricamente possiveis fontes de radiacao gravitacional, os sistemas
binarios compactos, isto é, aqueles sistemas cujos componentes sao estrelas de néu-
trons ou buracos negros, sao as mais interessantes tanto do ponto de vista tedrico
quanto observacional. Em relagao aos aspectos tedricos, é possivel derivar equagoes
que permanecem validas mesmo em estagios avangados, onde os sistemas apresentam
comportamento fortemente nao-linear. Além disso, como ficara claro ao longo dessa
tese, tais equagoes fornecem resultados tteis e de maneira relativamente simples,

sem a necessidade de um tratamento computacional complexo.

Observacionalmente, a razao para se dedicar atencao especial aos sistemas binarios
compactos torna-se evidente quando se percebe que a indicacao mais forte, embora
indireta da existéncia de ondas gravitacionais, surgiu da observagao do periodo de
sistemas binarios compactos. Em especial, deve-se mencionar o estudo realizado por
Russell Hulse e Joseph Taylor (TAYLOR et al., 1976) que, através da medi¢ao do
periodo orbital do pulsar binario PSR 1913+16, o qual é formado por duas estrelas
de néutrons com separacao orbital pouco maior que o diametro solar, confirmaram
os resultados previstos pela RG com altissima precisao. Tal trabalho deu aos autores

supracitados o Premio Nobel de Fisica de 1993.

Além disso, binarias compactas estao entre as mais provaveis fontes a terem seus
espectros em ondas gravitacionais detectados no futuro préximo. Ainda evocando a

detectabilidade, o estudo dos espectros gerados por binarias compactas ¢ interessante



porque estes poderiam gerar sinais para os detectores interferométricos DECIGO,
BBO, LISA, Advanced LIGO (ALIGO) and Einstein Telescope (ET'), conforme sera

visto adiante.

Na literatura existem diversos exemplos de calculo de espectros gerados por siste-
mas binarios, dos quais alguns sao citados nesta tese. No entanto, em muitos desses
trabalhos a evolugao temporal dos parametros orbitais como frequéncia e excentrici-
dade sao consideradas de forma indireta ou mesmo desprezadas. Além disso, quando
se consideram regimes de alta frequéncia, tal evolucao tem papel fundamental na
determinacao dos espectros. Dessa forma, o principal objetivo dessa tese é apresen-
tar um novo método para o calculo do fundo em ondas gravitacionais gerados pelos
sistemas binarios compactos e que considera de forma explicita a variacao temporal
das grandezas orbitais. Outro objetivo é a aplicacao de tal método para o calculo

dos fundos gerados por sistemas em coalescéncia.

O capitulo 2 aborda questoes tedricas relativas a gravitagao, ondas gravitacionais, sis-
temas binarios e cosmologia. Inicialmente sao apresentados alguns conceitos de RE,
pois sao necessarios para a compreensao dos fundamentos da RG. Como segundo
requisito para o estudo das equagoes de campo da gravitagao e suas solugoes, sao
apresentados também alguns fundamentos de calculo tensorial, onde serao mostrados
tensores de especial interesse no contexto desta tese. Posteriormente, as Equacoes de
Campo da RG sao demonstradas, juntamente ao conceito de covariancia geral e geo-
désica. As duas secoes seguintes desse capitulo mostram como solucoes ondulatorias
surgem das referidas equagoes de campo, discutem algumas de suas propriedades e
tratam do caso particular de ondas emitidas por sistemas bindrios. O capitulo se
encerra com uma breve descricao dos elementos de cosmologia adotados no calculo

dos espectros.

O capitulo 3 tem como tema a deteccao de ondas gravitacionais, onde o enfoque é
a descricao da estrutura e do funcionameto dos detectores interferométricos. Parti-
cularmente sao apresentados os detectores LIGO, DECIGO, BBO, LISA (cujo novo
projeto é conhecido como eLLISA), ET e Virgo. Além disso, é discutida a correlagao
entre detectores (correlacdo cruzada ou cross correlation), a qual tem como objetivo
o aumento nas probabilidades de deteccao, em comparacao a detectores operando

individualmente. E dedicada atencao especial a correlacao de pares de detectores
LIGO e ET.

As caracteristicas populacionais dos sistemas binarios sao discutidas no capitulo 4.

Matematicamente tais caracteristicas sao descritas por meio de funcoes distribuicao



e as duas primeiras secoes do capitulo abordam as distribuicoes das frequéncias e das
excentricidades orbitais. Porém, tanto as frequéncias como as excentricidades variam
temporalmente em razao da emissao de energia e momento via ondas gravitacionais,
portanto é necessario mostrar como tais distribuicoes sao modificadas de forma a
incorporar a dependéncia temporal, o que é tratado na terceira e na quarta segoes.
As distribuigoes das massas das estrelas também sao examinadas. O capitulo mostra
ainda duas quantidades importantes e que sao intimamente relacionadas: a taxa de

formacao estelar e a taxa de formacao de binarias.

Todos os requisitos tedricos citados acima sao empregados no calculo dos espectros
e o capitulo 5 mostra a deducao do método utilizado para essa finalidade. Recorre-se
a uma analogia com um problema de mecanica estatistica para se realizar a conta-
gem dos sistemas. O capitulo 6 mostra e discute os resultados gerados. Os espectros
para sistemas binarios em oOrbitas circulares sao comparados as curvas de sensibi-
lidade dos detectores interferométricos discutidos no capitulo 3. De forma analoga,
sao mostrados os espectros para sistemas em Orbitas elipticas, onde inicialmente sao
apresentados os fundos correspondentes a cada harmonico e em seguida sao apresen-
tados os fundos gerados pela soma das contribuicoes de cada harmonico. Além disso
sao mostrados os fundos gerados pela coalescéncia de sistemas em Orbitas circulares
e pelas binarias de estrelas de néutrons Galacticas. Finalmente é feita a andalise da
detectabilidade dos fundos por correlacao cruzada de pares de LIGO e ET. Isso é

obtido por meio do calculo da relagao sinal-ruido para todos os espectros calculados.

Por 1ltimo, o capitulo 7 apresenta as consideracoes finais e os Apéndices mostram
detalhes e deducoes adicionais que sao 1teis a compreensao de alguns conceitos e

formulas apresentados ao longo desta tese.






2 TEORIA

Neste capitulo serao descritos tépicos do formalismo de ondas gravitacionais que
serao uteis no estudo de fundos estocésticos gerados por sistemas binarios, além de
ser mostrado como tal formalismo emerge das Equacoes de Campo da RG. Inicial-
mente serao descritos brevemente alguns pontos de RE, tais como a representagao
geométrica do espago-tempo e a representacao do momento e da energia. Sera feita
também uma revisao das principais caracteristicas do cédlculo tensorial, o qual é um
formalismo indispensavel para a compreensao das Equacoes de Campo de Einstein

e sua deducao.

A partir das Equacoes de Campo, serd mostrado como solugoes ondulatérias surgem
ao utilizar-se aproximacoes lineares. Finalmente, serd mostrado como o formalismo
de ondas gravitacionais se aplica a radiacao gravitacional de sistemas binarios, oca-
siao em que serao definidas quantidades relevantes aos desenvolvimentos subsequen-

tes.
2.1 Algumas Notas Sobre Relatividade Especial

Com o advento da RE, langada por Albert Einstein em 1905 e posteriormente co-
locada em bases geométricas sélidas pelo matematico Herman Minkowski, o espaco
e o tempo deixaram de ser vistos como entidades independentes. Geometricamente
falando, de acordo com o paradigma lancado por Minkowski, as trés coordenadas
espaciais e a medida de tempo sao considerados como componentes de um espago-
tempo quadridimensional, onde cada ponto, chamado “evento”, é representado por
quatro coordenadas:

Py = (z,y, 2, ct) (2.1)

Dessa forma, a “distancia” entre dois eventos é dada por
ds* = Adt* — da® — dy® — d2* (2.2)

onde ¢ utilizada a convencao que atribui sinal positivo para a coordenada temporal
e sinal negativo para as coordenadas espaciais, ou seja, a métrica em questao possui
uma assinatura representada por (4, —, —, —). Além disso, 2.2 pode ser colocada em

forma mais geral como

ds* = Zguydx“dx” (2.3)
v

onde os indices p e v variam de 0 a 3 e os coeficientes g, sao as componentes do



chamado tensor métrico!, as quais nesse caso sao dadas por

1 0 0
0 -1 0
L, = 2.4
9u 0 0 —1 0 ( )
0 O 0 -1

Este tensor determina as propriedades métricas do espago-tempo e, do ponto de vista
fisico, é ele que vai, juntamente com outros tensores descritos adiante, descrever a
natureza do campo gravitacional. Deve-se mencionar ainda que no contexto da RE,
o tensor g, ¢ muitas vezes escrito como 7, e chamado de tensor de Minkowski. Na

verdade, 7,,, ¢ uma forma particular de g, .

A notacao de 2.3 e de outras expressoes tensoriais subsequentes pode ser simplificada
com o uso da chamada convencao de Einstein, a qual estabelece que se dado indice
literal aparecer repetido em uma expressao, deve-se subentender uma soma sobre
tal indice, tornando desnecessario o uso do simbolo de somatorio. Dessa forma, 2.3
seria reescrita na forma ds* = g, dr"dz”. Essa convengao serd utilizada em todas
as expressoes de agora em diante, salvo em eventuais casos particulares onde estiver

explicito que ela nao deve ser considerada.

Uma caracteristica fundamental da RE ¢ a invariancia do intervalo ds? sob determi-
nadas transformacoes de coordenadas, conhecidas como transformacoes de Lorentz.
Fisicamente, tais transformacoes sao interpretadas como mudancas de sistema de
coordenadas onde cada sistema representa um observador inercial. Os detalhes en-
volvendo tais transformacoes fogem ao propdsito desta tese, porém textos abrangen-
tes e didéticos podem ser encontrados, por exemplo, em d’Inverno (1995) e Foster e
Nightingale (2006). No entanto, adianta-se aqui que para o caso simples de um sis-
tema (2,9, 2/, ') se movendo com velocidade constante v em relacdo a um sistema
(x,y, z,t), de forma que os eixos x e 2’ sejam sempre colineares, as origens de ambos
sistemas coincidam no instante t = ¢’ = 0 e v seja positiva em relacdo ao eixo x, o

conjunto de transformacoes é dado por

(2.5)

1o conceito de tensor é discutido na secdo 2.2



onde 7 =1/4/1 —0v2%/c? e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

Como se pode notar pelas transformacoes de Lorentz, diferentes observadores medi-
rao diferentes intervalos de espaco e de tempo ao realizarem medidas em um mesmo
objeto ou fenomeno fisico, como por exemplo o comprimento de uma régua ou a mar-
cha de um reldégio. No entanto serd de especial importancia uma medida particular
de intervalo temporal chamada de tempo proprio. Tal intervalo é aquele registrado
quando o observador encontra-se em repouso em relacao ao fenomeno cuja evolugao
temporal estd sendo medida. Assim, tomando dr = dy = dz = 0 e dt = d1 no

elemento de linha 2.2, fica-se com
ds* = cdr? (2.6)

onde se nota que dr também é uma grandeza invariante sob transformacoes de

Lorentz.

Um resultado 1til é a aplicagao do conceito de tempo préprio as transformagoes 2.5.

Mais especificamente, a quarta equagao em 2.5 fornece
dt = ~vdr (2.7)

onde o sinal / foi omitido no lado esquerdo. Essa relacao entre o tempo préprio
medido por um observador e o intervalo de tempo dt medido por outro observador
movendo-se com velocidade constante em relagao ao primeiro é um resultado funda-

mental da Teoria da Relatividade e descreve o fenomeno da dilatagao do tempo.
2.2 Os tensores

Quantidades fisicas tais como o momento linear e a forca sao definidas por um con-
junto de valores numéricos os quais em geral dependem do sistema de coordenadas
utilizado. O estudo da maneira como tais valores se transformam quando se muda o
sistema de coordenadas conduz ao conceito de tensor. E f4cil perceber que os tensores
sao muito uteis para a fisica, uma vez que dada equagao escrita em forma tensorial
permanece valida em qualquer sistema de coordenadas. Particularmente, a formula-
cao da Relatividade é totalmente dependente do conceito de tensor pois a principal
motivacao desta é a representacao das relacoes e grandezas que sao invariantes sob

transformacoes de sistemas de coordenadas.

Como primeiro exemplo, pode-se citar os escalares como os tensores mais elemen-

tares, pois sao definidos por apenas um valor numérico e independem do sistema



de coordenadas em questao (fisicamente, a carga elétrica e a massa de repouso sao
exemplos instrutivos); a seguir, tem-se os vetores que, no formalismo tensorial, sdo
definidos como tensores de primeira ordem. A transformacao das componentes de

um vetor, descritas nesse contexto como “contravariante”, é dada pela igualdade

ox'*

AP
ox®

A® (2.8)
onde as componentes sao transformadas do sistema {z;} para o sistema {x’;}. Pode-
se definir também o vetor covariante, cuja transformacao das componentes é dada
por
ox®
/ JR—

A, = _695’“Aa' (2.9)
E importante ressaltar que, em espacos onde uma métrica é definida, as formas
covariante e contravariante sao fisicamente equivalentes. Além disso, a definicao das
transformacoes de tensores de ordens mais elevadas segue das relagoes 2.8 e 2.9 de
forma direta: por exemplo, as componentes de um tensor covariante de segunda

ordem transformam-se como

T 0z* 0z
py 8.%’“ 825,]/ aB-

(2.10)

Pode-se entao deduzir uma férmula geral de transformacao, a qual é dada por

o I\ m w
Oz 0z Ox Oz T (2.11)

T/Cl{..)\ —
pow ox® oxt Oz'v Oxlw

sendo que qualquer grandeza cujas componentes se transformem de acordo com tal

lei é tensorial.
2.2.1 Pseudo-tensores

A despeito da importancia dos tensores e da frequéncia com que sao utilizados, a lei
de transformacao 2.11 que os definem nao é a tinica existente, de forma que se podem
definir outras grandezas que, apesar de nao terem carater tensorial, sao igualmente
importantes. Um exemplo fundamental de um “nao-tensor” é o determinante do

tensor métrico, definido como
g = —Det(g,.) (2.12)

A lei de transformacao para o tensor métrico pode ser considerada uma equacao
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matricial na forma
oz’ 0x°

g;ty — —amlﬂgpo’ 833”/ (213)

onde o simbolo de soma dos indices p e ¢ foi omitido por simplicidade. Tomando o

determinante da equacao 2.13, encontra-se

2

o\ (2.14)

'

/

g:

onde |0z/0x'| é o jacobiano da transformacao =’ — x. Uma quantidade tal como
g, que se transforma como um escalar exceto por fatores extras do jacobiano, é
conhecida como uma densidade escalar. De forma similar uma quantidade que se
transforma como um tensor exceto por fatores extras do determinante jacobiano é

chamada de densidade tensorial (WEINBERG, 1972).

O numero de fatores |0z’ /0x| determina o peso da densidade. Por exemplo, vé-se
a partir de 2.14 que g possui peso —2. De forma geral, a lei de transformagao para

uma densidade tensorial de peso W pode ser escrita como

w o A m w
Oz 0z Ox Oz a..d (2.15)

ozxe Ozl Ox'r T Oytw T

(I/a...)\ —

Bew

8_90’
ox

onde é habitual a utilizacao de letras goticas para designar tais quantidades. Além
disso ¢é interessante mencionar que as densidades tensoriais sao frequentemente re-

feridas como pseudo-tensores (ARFKEN; WEBER, 2004).
2.2.2 Operagoes com Tensores

Os tensores apresentam varias propriedades algébricas, as quais permitem que eles
sejam manipulados em equagoes e que se possam obter novos tensores a partir de
outros ja existentes. Por exemplo, a soma de dois tensores, ambos de ordem n,
fornece como resultado um tensor também de ordem n, conforme pode ser notado

através da soma de dois vetores contravariantes:

X

o = amy =2

o (AT BY) (2.16)

Por outro lado, o produto de dois tensores cujas ordens sao m e n é um tensor de

ordem m + n, como pode ser visto em 2.17, onde o tensor de terceira ordem AV"“B

¢ multiplicado pelo tensor de segunda ordem B¢, fornecendo o tensor de quinta
afe .

ordem C *7¢ :

af pe __ afe
AR, = 0% (2.17)
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Outra propriedade ttil para as dedugoes subsequentes é a contracao de indices, o
que permite reduzir a ordem de dado tensor. A contragao consiste em igualar-se um
indice covariante e um contravariante e realizar-se uma soma sobre eles (conforme
pode ser visto em 2.18), fazendo com que o tensor de ordem n passe a ter ordem
n — 2. Por exemplo, 7" pode ser contraido em relagao aos indices A e v e tratado

como um vetor contravariante 7T* mediante a operagao:
W v
™ =1T" (2.18)
Deve-se mencionar ainda que muitos tensores possuem propriedades de simetria em

relacao a seus indices. Por exemplo, um tensor covariante de segunda ordem sera

respectivamente simétrico e anti simétrico em relagao aos indices p e v se:

T, = T, (2.19)
T, = —T, (2.20)

Convém salientar que o mesmo vale para tensores de ordem mais elevada, onde
dado tensor sera simétrico (anti simétrico) em relagdo a dado par de indices se, sob
a permutacao dos indices desse par, as componentes mantiverem (trocarem) o sinal.
Para mais detalhes, o leitor pode consultar Papapetrou (1974) e Foster e Nightingale
(2006).

Por 1ltimo, ¢ importante discutir a derivacao de tensores. Inicialmente, seja o caso
particular do gradiente de um campo escalar ¢ calculado em um sistema de coorde-
nadas ortogonais. Embora sua notacao mais comum seja a forma vetorial 7 =V,

aqui é mais conveniente escrevé-lo em termos de suas camponentes:

_ oy
Oz

Ja (2.21)

E possivel demonstrar que as quantidades f, representam as componentes de um
vetor covariante. Com efeito, uma transformacao de coordenadas 2’° = f(z*) obtida

via regra da cadeia em 2.21 leva a

B 0z'® O B o0x'?
C Oxe Qa8 Oz

Ja fs (2.22)

que representa, de acordo com 2.9 e levando em consideragao pequenas alteragoes

de notagao, a lei de transformacao de um vetor covariante.
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Porém deve-se ter em mente que, salvo em casos especiais como o mostrado acima,
em geral a derivacao de um tensor nao fornece um novo tensor. Colocando de outra
forma, em geral a derivada de um tensor nao preserva seu carater tensorial. Nesse
contexto define-se a derivada covariante, a qual preserva o carater tensorial das
grandezas nas quais é aplicada. Andlises detalhadas de tais derivadas, bem como
dos outros conceitos descritos aqui, podem ser encontradas por exemplo em Wald
(1984) e Einstein (1951), entretanto ¢ interessante mostrar alguns casos particulares,
como por exemplo a derivada covariante em relacao a =¥ de vetores covariantes e

contravariantes, a qual assume respectivamente as formas

0A N
Ay = 50 —ThAa (2.23)
DA
T [y Yot
AL 57 +TH A (2.24)

As grandezas Fﬁy que aparecem em 2.23 e 2.24, as quais nao representam as com-
ponentes de um tensor? e sao conhecidas como simbolos de Christoffel (MISNER et
al., 1973), sao dadas por

£, = Lo [ OO0 225
" 2 OxH OxV Ox®

onde g,,, sao as componentes do tensor métrico citado na secao 2.1. Além disso ¢é

importante citar que existem notacoes alternativas para a derivada covariante. Por

exemplo, 2.23 pode ser escrita como V, A, ou A, (D’INVERNO, 1995).

As regras para se escrever a derivada covariante de vetores mostradas em 2.23 e 2.24
podem ser generalizadas de forma direta para tensores de ordem mais elevada. Por
exemplo, a derivada em relagio a z* do tensor covariante de segunda ordem B,
assume a forma

0B,

B V§/\ = ax)\ - ( z)\Bal/ - iVB’u,a) (226)

2.2.3 Tensores de Especial Interesse

Do ponto de vista formal, o objetivo da Teoria da Relatividade é fornecer uma
descricao das leis fisicas na forma covariante, o que no caso significa que as equagoes
devem ser invariantes sob transformagoes de coordenadas (aqui o leitor deve ter
em mente que o sentido de covariante dado acima nao deve ser confundido com a

defini¢ao de tensor covariante dada na secao anterior.) Isso significa reescrever as

dz'> d8z” 9z° Tp 9z 9%x”
OxP Oz’ dx'v FTU’ + 90 Dxhop s & qual

?Com efeito, '), obedece & lei de transformagao I, =
difere de 2.11.
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equacoes fisicas por meio de tensores que descrevem as mais variadas grandezas. De
forma resumida, sao utilizados tensores para descrever as propriedades geométricas
do espago-tempo e para representar as propriedades fisicas dos mais diversos corpos
e campos atuando nesse cendrio. Quanto aos primeiros, o mais fundamental é o
tensor métrico, o qual define as propriedades métricas do espago-tempo e é utilizado
para se calcular o elemento de linha, conforme mostrado em 2.3; em seguida deve-se

mencionar o tensor de curvatura, ou de Riemann-Christoffel, o qual é escrito como:

R)\

ors, o
o puv UK A A
s = e T v + 0 — TheI, (2.27)

Basicamente 2.27 fornece informacao sobre a curvatura do espago-tempo: se todas
as suas componentes forem nulas em dado ponto, significa que o espago nao possui
curvatura nesse ponto, sendo tal afirmacao verdadeira em qualquer sistema de coor-
denadas. Além disso outros tensores podem ser criados a partir de 2.27 por meio das
propriedades algébricas mostradas anteriormente. Assim, por meio da contragao dos
indices A e v, obtém-se uma quantidade fundamental na formulacao das Equacoes
de Campo: o tensor de Ricci

Ruw = R’ . (2.28)

Ao passo que o produto seguido de contracao do tensor de Ricci com o tensor métrico

fornece o escalar de curvatura R:

R = g, R"™. (2.29)

Quanto a representacao das propriedades fisicas dos corpos e dos campos, utiliza-se
o tensor que descreve o momento, a energia e as densidades de energia e momento
para dado sistema fisico. Tal quantidade, conhecida como tensor energia-momento,
assume diversas formas, sendo que as mais importantes na formulacao da RE e
RG séo os tensores descrevendo poeira ou matéria incoerente (onde as pressoes sao

desprezadas), fluido perfeito e campo eletromagnético (D’INVERNO, 1995).

O tensor energia-momento para o fluido perfeito serd de especial interesse para a
demonstracao das equacoes de campo de Einstein a ser exibida subsequentemente e

assume a forma:
TH — (po + %) u'u” — pg"” (2.30)
c

onde py é o campo escalar que descreve a densidade de energia propria do fluido, isto
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é, a densidade que seria medida por um observador em repouso em relacao ao fluido
(um observador comdvel), p é a pressdo (também comoével) e u® é a quadrivelocidade

que descreve o campo de velocidades do fluido e é dada por

B dzt

Codr

ut

(2.31)

E importante frisar que o tensor 7}, obedece a uma lei de conservacao que, no espaco

de Minkowski, é escrita como
o,

ox”

a qual fornece a equacao da continuidade e a equagao de Euler da hidrodinamica

—0 (2.32)

quando se utiliza 7}, na forma dada por 2.30.

A igualdade dada por 2.32 pode ser generalizada para espagos que tenham curvatura
diferente de zero, como no caso da RG. Nesse caso, a derivada parcial é substituida

pela derivada covariante, fornecendo

T = 0. (2.33)

2.2.4 Significado Fisico dos Tensores Considerados

Antes de se apresentar as equacoes de campo, ¢é interessante investigar o signifi-
cado fisico das grandezas tensoriais mencionadas em 2.2.3. Seguindo Press e Thorne
(1972), isso pode ser esbogado a partir do potencial gravitacional newtoniano ®. Seja

entao sua expansao em série na regiao onde se queira medir o campo gravitacional:
1
P(z) = o — gjz; + 5 ook + - - (2.34)

onde z; sao as componentes do vetor posi¢cao do ponto onde se estd tomando o
potencial, as quantidades g; sao as componentes da aceleragao da gravidade no
ponto em questdo (as quais nao devem ser confundidas com as componentes g,
do tensor métrico) e Rjoro representa as inomogeneidades do campo gravitacional
no local. Sob o ponto de vista da RG, Rjoxo seriam as componentes do tensor de
curvatura 2.27; em termos da teoria newtoniana seriam as segundas derivadas do

potencial ®:
0*d
Ox 0y

RjOkO - (235)
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Como o objetivo é apenas se ter nocao do significado fisico das entidades tensoriais,
pode-se restringir ao caso em que valem duas condicoes simplificadoras: a primeira
é estabelecer que a métrica se desvia da de Minkowski apenas por uma pequena
correcao de primeira ordem na forma g, = 7., + €h,, onde € << 1; a segunda ¢
considerar que os campos possuem variacao temporal desprezivel, tal que todas as

derivadas em relacao a 2° sejam nulas. Com a primeira condicao, 2.25 fica

1
Lo = 51" €Oubuo + 0o — Dal) (2.36)

e Rjoko, considerando 2.27, assume a forma

ory, 9T
8%0 8561,

RjOkO ~ (237)

desde que os termos quadraticos em I' foram desprezados por serem proporcionais

a €2. Agora, aplicando-se a segunda condicao, 2.37 fica

ora
R ~ ——20 2.38
0K0 oz, (2.38)
onde | o
M= ——e—2, 2.
00 26 Gy (2.39)

Comparando 2.38 a 2.35 é facil perceber que I'y), corresponde a O®/dx*. Por outro
lado, de acordo com a gravitagao newtoniana, a aceleracao da gravidade 7 ¢é dada
por 7 = —V® ou, em linguagem tensorial, g, = 9,\®. Observando 2.39 percebe-se
entao que o termo perturbativo hgg na métrica corresponde ao potencial newtoni-
ano, enquanto Iy, estéd relacionada & aceleracio da gravidade 7 (maiores detalhes

referentes a esse ponto podem ser encontrados no Apéndice A.)

A tabela 2.1 mostra a relacao intuitiva entre as grandezas geométricas e as grandezas

fisicas envolvidas.

Tabela 2.1 - Correspondéncia entre as grandezas fisicas e geométricas.

ente geométrico quantidade fisica

v inomogeneidades do campo
G potencial gravitacional ®
I‘;}V aceleragao da gravidade 7
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Com a analise mostrada acima fica sugerido que no regime de campo fraco a RG

tem como caracteristica adicionar pequenas perturbacgoes a gravitacao newtoniana.
2.3 As Equacgoes de Campo da Relatividade Geral

As equacoes de campo da RG sao consideravelmente mais complexas do que as
equacoes de campo presentes na fisica classica, como por exemplo as equagoes de
Maxwell que descrevem o campo eletromagnético. Tal complexidade surge da natu-
reza nao-linear do campo gravitacional. Por exemplo, as equagoes de Maxwell sao
lineares, o que é consequéncia de o campo eletromagnético nao transportar carga
e nao interagir consigo proprio, ao passo que o campo gravitacional é portador de
energia e momento e portanto interage consigo proprio, ja que no contexto da Re-
latividade, energia e momento, além da massa, sao fontes de campo gravitacional.
Por fim, é importante citar que tal espécie de auto-interacao, quando formulada

matematicamente, produz equacoes nao-lineares.
2.3.1 O Principio da Covariancia e o Conceito de Geodésica

O principio da covariancia geral é uma nogao fundamental na formulacao da RG e
afirma, segundo Stephani (1982), que todas as leis fisicas devem ser representadas
como equagcoes tensoriais tais que elas permanecam validas em qualquer sistema de
coordenadas. Além disso ha um segundo principio igualmente fundamental conhe-
cido como principio da equivaléncia, o qual afirma que referenciais em queda-livre
sao indistinguiveis de referenciais inerciais, ao menos localmente. Aqui o termo [o-
calmente significa que as observacoes sao limitadas a regioes pequenas de tal forma

que as variacoes locais do campo gravitacional sejam despreziveis.

Outro principio igualmente importante é a afirmagao de que os corpos seguem geo-
désicas no espaco quando livres da acao de forcas. Assim, no espaco tridimensional
da fisica classica a geodésica é uma linha reta, ou seja, é a menor distancia entre dois
pontos da trajetéria do corpo. Esse conceito é generalizado no contexto de espagos
curvos onde, dada uma métrica na forma 2.3, deseja-se determinar as distancias
extremas entre dois pontos P; e Py:
Py At dxt dxv
5= ds = G — —dX = extremo (2.40)
. . d\ d\
P; Ai
onde A é um parametro arbitrario. Colocando 2.40 em forma de problema variacional

tem-se ds = 0 cuja solugdo pode ser encontrada por exemplo em Weinberg (1972) e
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Stephani (1982) e fornece o resultado

R " dzx® dxP

Ex TR AN

(2.41)

Se o parametro A for interpretado como o tempo préprio 7 ou o comprimento s da
trajetoria, 2.41 torna-se a equagao de movimento de um corpo livre no espago dado

pela métrica 2.3.
2.3.2 Deducgao das Equagoes de Campo

Nao ha uma maneira clara de se formular precisamente as equagoes de campo par-
tindo de postulados gerais como os apresentados em 2.3.1. Com efeito, de acordo
com Chandrasekhar (1972), a derivagao das equagoes de Einstein foi um “triunfo do

pensamento especulativo”.

Ainda de acordo com Chandrasekhar (1972), na formulagao das leis da gravitagao
pode-se, em termos gerais, formular trés questoes: Quando se pode assegurar que
nao existe campo gravitacional presente em dado ponto? Quais sao as equagoes
que determinam o campo gravitacional no vacuo? E quais sao as equagoes que se
obtém em regioes do espago onde a matéria estd presente? Na teoria newtoniana
essas questoes sao respondidas por meio do potencial gravitacional ®: a auséncia de
campo é assegurada por ® = 0; a equacao no vacuo ¢ dada por V2® = 0 e, o que é

conveniente destacar, a equacao na presenca de matéria é dada por
V20 = 47Gp. (2.42)

O roteiro da dedugao apresentada aqui parte de uma generalizagao da equacao 2.42,
de forma que seja escrita em forma tensorial. Assim, de acordo com o exposto na
secao 2.2.4 o potencial ® estd relacionado a componente (0, 0) do tensor métrico g,,,
e a densidade p é basicamente a componente (0,0) do tensor energia-momento 7},
conforme pode ser verificado em 2.30. Isso sugere que a equagao procurada tenha a

forma
G/,w = K/T;LV (243)

onde G, ¢ um tensor de segunda ordem o qual depende exclusivamente de g,, e
suas derivadas e k é uma constante de proporcionalidade. A deducao se concentrara

na determinacao dessas duas grandezas.

Em principio a escolha do tensor G, deve ser limitada por alguns requisitos: ele deve

possuir apenas termos com derivadas de segunda ordem da métrica, ou seja, G,
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deve conter somente termos que ou sao lineares na segunda derivada de g,, ou sao
quadraticos nas derivadas primeiras de g,,; desde que 7T}, ¢ simétrico, G, deve ser
também simétrico; desde que T, obedece a condicao 2.33, G, deve obedecer tam-
bém. Adicionalmente, para campos fracos produzidos por matéria nao-relativistica,
deve valer a aproximacao:

Goo =~ Vgoo (2.44)

Com as condigoes acima, é possivel determinar a forma de G . A deducao pode ser
encontrada em Weinberg (1972), Chandrasekhar (1972) e d’Inverno (1995) e fornece:
1

G/u/ = R/.u/ - ég/ﬂ/R (245)

onde R, ¢ o tensor de Ricci definido anteriormente e R é o escalar de curvatura.

Assim, as equacoes de Einstein sao escritas como:

1
R, — §gu,,R = KT, (2.46)

Entretanto em varias situacoes ¢ 1til escrevé-las em outra forma, colocando o tensor
de Ricci em fungao de 7),,. Isso é feito multiplicando-se ambos os lados de 2.46 por

g"” e contraindo os indices i e v, tendo-se em mente ainda que g"”g,, = 4:

1
RNV =K |:T/U/ — §gul/T:| (247)
onde
T = g,T" (2.48)

Resta agora determinar a constante k. Isso pode ser feito com auxilio da métrica
2.3 para o campo fraco (cuja componente ggo ¢ calculada no Apéndice A) e de apro-
ximagoes aplicadas a 2.47. Dessa maneira, considerando as mesmas aproximacoes

usadas na segao 2.2.4, Ry assume a forma:

1
Ry = —§V2h00 (2.49)

Por outro lado a componente (0, 0) do tensor energia-momento é calculada a partir de

2.30, porém sem levar em consideracao a pressao p, ja que esta pode ser desprezada
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neste contexto.® Inicialmente, da definicao de quadrivelocidade 2.31, tem-se

dt
u’ = c— = e (2.50)
dr

onde foi utilizada a relacao 2.7. A componente covariante uy é obtida por meio da
~ J— V.
contragao u, = 1,u":

ug = noyu”’ = u° (2.51)

Além disso, para velocidades muito menores do que a da luz, tem-se v ~ 1. Assim,

colocando uyg = ¢ e gy = 1 em 2.30, Ty assume a forma
Tgo == p062 (252)

a partir da qual se pode determinar o escalar T" em 2.48, e que nesse caso ¢ dado

também por T' = pyc?.
Substituindo 2.52; 2.49 e o valor de T" em 2.47 chega-se a

V2hoo = —kpc? (2.53)

Desde que hgy = 2®/c* (veja Apéndice A), a relacao 2.53 equivale & equagao de

Poisson 2.42 se
B TG

ct

K (2.54)

Como se pode verificar, o valor numérico de x é da ordem de 10~*% no sistema MKS,
o que pode ser interpretado como um indicador da grande “rigidez” do espago-tempo,
desde que k acopla as densidades e fluxos de energia e matéria representados por

T,, com a estrutura e as perturbacoes métricas descritas por R,,.
2.4 Ondas Gravitacionais como Solugoes das Equacoes de Einstein

Segundo Stephani (1982), ondas gravitacionais sao, no sentido mais geral, solugdes
dependentes do tempo das Equacoes de Einstein. Porém esta definicao de onda, como
se pode perceber a partir da experiéncia com outros casos como o eletromagnetismo e
a mecanica, € imprecisa: um campo que varia somente como resultado do movimento

relativo da fonte e do observador nao pode ser necessariamente tratado como onda.

3 Assume-se aqui que a matéria geradora do campo gravitacional se comporta como uma distri-
buicao de particulas de baixas densidade e velocidades. Pode-se ainda dizer que se trata de matéria
incoerente.
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Para que tal campo variavel seja fisicamente considerado ondulatorio deve estar
presente o fenomeno do transporte de energia e momento, e justamente nesse ponto

surgiram debates quanto a existéncia de ondas gravitacionais.

Apesar de existirem algumas solugoes ondulatérias exatas das equacoes de campo,
a discussao sobre a existéncia fisica das ondas gravitacionais se baseia fortemente
em aproximagoes. Por exemplo, para tornar a situagao simples a despeito da com-
plexidade intrinseca das equacoes de campo, pode-se restringir aos casos em que as
solugoes apresentam comportamento linear nas regioes distantes da fonte (conceito
que seréd estabelecido na se¢ao 2.4.1). Assim, seja um sistema planetédrio visto a
grande distancia: a teoria linearizada afirma que tal sistema emite radiacao gravita-

cional, embora os efeitos de auto-interacao sobre os corpos sejam ignorados.

Porém, independentemente destas e de outras questoes tedricas, as quais sao tratadas
com mais detalhes, por exemplo, em Stephani (1982), nos casos de interesse em
Astrofisica é em geral suficiente investigar se estrelas, sistemas estelares e outros
objetos nas vizinhancas da Terra estao emitindo ondas gravitacionais e como estas

poderiam ser detectadas.
2.4.1 Duas Aproximacoes Necessarias

A teoria linearizada da gravitacao é baseada no pressuposto de que sobre regioes
inteiras do espaco e em qualquer ponto na vizinhanca das fontes gravitacionais o
campo é fraco e a métrica se desvia apenas levemente da de Minkowski (STEPHANT,
1982). Essa suposigao é valida porque é frequente encontrar na natureza situagoes
nas quais a distribuicao de matéria é cercada pelo vacuo e os corpos mais préoximos
estao muito afastados, de forma que o campo gravitacional pode ser considerado fraco
pelo menos em uma regiao intermedidria onde a métrica se desvia da de Minkowski

" com n > 1 e onde se pode introduzir um

somente por termos da ordem de r—
sistema de referéncia inercial local. Tal regiao é conhecida como zona de campo
distante (ou far field) e em geral o estudo das solugbes ondulatérias das equagoes

de campo sao restritos as solucoes que exibem tal regiao.

A segunda aproximacao a ser considerada chama-se shortwave, a qual consiste, se-
gundo Thorne (1987), em se considerar a escala de comprimento k na qual as ondas
variam (onde k é o numero de onda dado por k = 27/)) como muito pequena
quando comparada as escalas de comprimento nas quais todas as outras curvaturas
importantes variam. Esta aproximacgao torna possivel uma divisao aproximada, em-

. . F .
bora precisa, do tensor de Riemann R,g,s em uma curvatura de fundo R g ; mais
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uma contribuigao RSE s devida as ondas gravitacionais. A parte R}, 5 é a média de

R, 5 sobre muitos comprimentos de onda

RS,ny(S = <Ra,8'y6> (255)

e a parte representante das ondas é a diferenca:

RSﬁGya = Rapys — Rgﬁ'yé (2.56)

A aproximacao de shortwave é necessaria em virtude da natureza nao-linear da
gravitacao, a qual nao permite que a contribuicao das ondas gravitacionais para a
curvatura seja separada de maneira totalmente precisa das contribuicoes das demais
fontes de campo, o que significa também que ondas gravitacionais nao sao entidades
precisamente definidas. Com efeito, o leitor pode notar que nas dedugoes usualmente
encontradas na literatura, as diversas quantidades relacionais as ondas sao calculadas

por meio de médias semelhantes as utilizadas em 2.55.
2.4.2 A Solugao de Ondas Planas

E importante destacar que, conforme discutido em Stephani (1982), solugoes exatas
descrevendo as interacoes entre o movimento das fontes e a emissao de radiagao gra-
vitacional ndo sao conhecidas (embora deva-se enfatizar que isso nao exclui o fato de
haver algumas solugoes ondulatorias exatas para as equacoes de campo, conforme
mencionado na segao anterior), de forma que as dedugbes comumente apresenta-
das na literatura lidam com propriedades locais de possiveis solugoes. Esquema-
ticamente, o roteiro de tais dedugoes consiste em se considerar a zona de campo
distante como dominio de validade das solugoes e na suposicao de que as ondas sao
descritas por pequenos desvios na métrica de Minkowski. Dentro desse contexto,
vale destacar ainda que mesmo no caso em que solugoes alegadamente exatas sao
apresentadas é necessario utilizar idealizacoes distantes da realidade e generalizagoes

de propriedades locais de campos gravitacionais.

Matematicamente a aproximagao mencionada acima é descrita como uma perturba-

¢ao linear de primeira ordem na métrica de Minkowski, na forma

Guv = N + h,uz/ (257)

onde |h,,| < 1.
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Calculando-se a conexao 2.25 e o tensor de Ricci 2.28 utilizando-se a métrica 2.57,
tem-se (D’INVERNO, 1995)

1
Fz);u = 577)\p [8uhpv + &,hw - aphw/] + O(hg) (2-58)

1
= 3 (0.1, + O, hy — *hyu] (2.59)

€
R, = 9,13, — 0.3, +O(R*) . (2.60)
1

Ry = 5 (050, 1), + 0xDuhyy — Dby, — 0,0, (2.61)

onde para simplificar a notagao foi definido 0/0xz* = 0,. De forma semelhante o

escalar de curvatura 2.29 pode ser calculado, fornecendo

R = (8,0,h™ — Oh). (2.62)

Os elementos calculados acima sao suficientes para se calcular o tensor de Einstein

2.45, o qual fica na forma

1
G =5 (050, + 0,0,k — Oh — 0,0,h — 0, 0x0,h™ + n,,OR] . (2.63)

A fim de se simplificar a expressao 2.63, contudo sem perda de generalidade, é

possivel definir uma nova variavel dada por

1
SMuh (2.64)

V:h v
7\pl—" I 2

cuja substituicao em 2.63 leva a

G = 5 [020,0) + 30,07 — Dby — 10200 (2.65)

N | —

Tal equagao ja poderia fornecer solugoes para a perturbacao h,, porém é importante
salientar que nao existe uma solucao tnica para tal equacao, ja que dada uma forma
particular de h,,, pode-se gerar outras através de transformacoes de coordenadas
(a RG assegura tal caracteristica pelo principio da covariancia geral.) Isso abre a
possibilidade de se escolher um sistema particular de coordenadas que simplifique a

equacao 2.65 e torne mais direto o processo de extrair solucoes. Colocando de outra
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maneira, os campos possuem invariancia de gauge que pode ser explorada para a

simplificacao das equagoes.

Particularmente, uma escolha conveniente nesse caso sao as coordenadas harmonicas,
definidas pela propriedade
LU
g'Ty, =0 (2.66)

a qual, aplicando as aproximagoes 2.57 e 2.58, fornece

0 10
H_ —_~ hH
O i 2 Oz i (2467)
ou, em termos de 1,
D =0 (2.68)

A relacao dada por 2.67 é largamente utilizada no estudo das ondas gravitacionais
e recebe vérias designagoes, como gauge de Einstein, de Donder, Hilbert ou Fock
(D’INVERNO, 1995). Adicionalmente é importante frisar que tal escolha de gauge
nao reduz ou limita a validade das solugoes porque é sempre possivel fazer com que
a relacao 2.67 seja satisfeita. Com efeito, caso h,, nao satisfaca a 2.67, ¢ sempre
possivel encontrar um %, que o faga, por meio da transformagao 2.69 (WEINBERG,
1972)

My = T — % - g;; (2.69)
onde as funcoes € obedecem a
Ce, = % - %aiyhg (2.70)
Finalmente, aplicando 2.68 em 2.65, a equacao 2.46 fica
Db = —160—ZGTW (2.71)

No presente caso serd utilizada a versao homogeénea de 2.71, o que significa considerar
ondas provenientes do infinito (o que é particularmente adequado em se tratando de
ondas planas). Porém calculando-se n**y,,,, pode-se demonstrar que Oh = 0, de

forma que a versao homogénea de 2.71 se reduz a

Ry, = 0 (2.72)
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De acordo com Weinberg (1972), a solugao geral para uma onda gravitacional plana

satisfazendo a 2.72 pode ser escrita na forma 2.73:
how () = euexp(ikya?) + e;VeXp(—z'kAxA) (2.73)

onde e, é conhecido como tensor de polarizacao e tem a propriedade de simetria

e = €yy. Pode-se demonstrar que tal solugao satisfaz a equagao 2.72 se
ky kM =0 (2.74)
e satisfaz ao vinculo 2.67 se )
kel = §kl,el’j (2.75)

2.4.3 O Gauge TT e Estados de Polarizacao

Para o estudo dos estados de polarizacao e dos graus de liberdade das fungoes 2.73
¢ mais conveniente analizar as solugoes homogéneas de 2.71, a qual tem a forma
0, = 0. Isso nao introduz incoeréncias pois, conforme ficard claro adiante, as
fungoes v, e hy,, serao equivalentes no presente contexto, embora isso nao pareca
6bvio em principio. Assim, segundo Weinberg (1972), a solugao homogénea de ondas

planas de 2.71 ¢ escrita na forma
Y = R [Ayexp(ikoa®)] (2.76)
onde a amplitude A, obedece a relagao 2.77
Ak =0 (2.77)
a qual é consequéncia do gauge 2.68. Além disso, o vetor k, obedece a 2.74.

Agora, seja a quadrivelocidade u definida sobre todo o espago-tempo (no sentido da
RE), conforme Misner et al. (1973). Por meio da escolha de uma condigao de gauge

apropriada é possivel impor a condigao sobre a amplitude A,
Apu” = 0. (2.78)

A igualdade acima representa apenas trés vinculos sobre A, ja que um deles, dado
por k*(A,,)u” = 0, é satisfeito por 2.77. Assim, como quarto vinculo pode-se esta-
belecer

An=0 (2.79)
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Tem-se agora oito vinculos, dados por A, ,u® = A, k% = AF = 0 para as dez
componentes do tensor A,,, o que reduz o nimero de componentes independentes

para dois, definindo os dois graus de liberdade da onda gravitacional plana.

Os vinculos 2.79 e 2.77 definem o gauge TT (transverse-traceless): E transverso por

ser ortogonal & prépria direcao de propagacao (2.77) e traceless por ter trago nulo
(2.79).

A partir da solugao apresentada acima e das condig¢oes de gauge, é possivel estudar
uma caracteristica importante das ondas gravitacionais: os estados de polarizagao,
que estao diretamente ligados aos graus de liberdade citados acima. Uma maneira
simples de se fazer a andlise é considerando-se o caso onde a quadrivelocidade u®
possui as componentes (1,0, 0,0) onde, por simplicidade, foi considerado ¢ = 1. Além
disso, supoe-se ainda que a onda se propaga na dire¢ao do eixo z positivo tal que

o vetor k% seja dado por (k,0,0, k). Dessa forma as condigoes 2.78 e 2.77 fornecem

respectivamente
Ap=0 (2.80)
Aﬂoko + A‘ugkg == 0 (281)
Além disso, de 2.79 tem-se
A11 + A22 =0 (282)
de onde se deduz que as unicas componentes nao nulas de A,, sao A;; = — A,

Ayg e Agy. Por outro lado, como A, é simétrico, tem-se A3 = Ay;. Dessa forma, o

tensor de polarizacao é escrito em forma matricial como

00 0 0
0 Ay Ap 0

A, = o (2.83)
0 A —An O
00 0 0

Por outro lado, seguindo Kenyon (1990), pode-se escrever o resultado acima de forma

mais sintética fazendo

h+ = A11 (284)
hy = A (2.85)
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tal que a solucao seja escrita como

() = hylay]wexp(ikya?) + Y ay]exp(—ikya?) (2.86)

h
hu(z) = hy [aX]Wexp(ik‘A:ﬁ) + h [a+]Wexp(—ik‘Ax’\) (2.87)

onde a, e ay sao dados por

00 0

e I (2:88)
00 0 O
0000

(ax)w = 8 (1) é 8 (2.89)
0000

Para exemplificar os efeitos fisicos dos estados de polarizacao, seja um anel circular
de particulas situado no plano (z,y) e uma onda plana viajando na dire¢ao positiva
de z que atinge este anel. Caso tal onda tenha polarizagao h, ela impoe deformacgoes

oscilatérias no anel ao longo dos eixos x e y, conforme mostrado na figura 2.1:

a —
OO O

Figura 2.1 - Anel de particulas sofrendo deformagao por uma onda h

Por outro lado, para uma onda de polarizacao hy a deformagao ocorrera em um
angulo de 45°em relacao as direcoes = e y, conforme a figura 2.2 de forma que se

torna claro o uso dos indices x e + em 2.86.

E interessante ainda notar que é possivel construir estados mais gerais de polarizagao

27



—

e

w,

/

I f a " \
i .t" \-"'\
W

Figura 2.2 - Anel de particulas sofrendo deformacao por uma onda hy

por meio das combinagoes lineares

hp = [hy + ihy] (2.90)

1
V2
hg = ——[hy —ihy] (2.91)
onde os efeitos produzidos sobre o anel de particulas sao converté-lo em uma elipse

que gira para a direita e para a esquerda, respectivamente. Como exemplo, a figura

2.3 mostra o efeito produzido por uma onda do tipo hp:

SN <“) Pl {/‘\‘}
\'“«.M_J s L,_,./ \\'/

Figura 2.3 - Anel de particulas sofrendo deformacao por uma onda dada por 2.90.

-
\

Aqui foram apenas mostrados os efeitos gerados por cada estado de polarizacao. As
deducoes destes fenomenos, bem como as figuras 2.1, 2.2 e 2.3 podem ser encontradas
em Carroll (2004).

2.4.4 A Energia Transportada pelas Ondas Gravitacionais

A andlise tedrica da energia transportada pelas ondas gravitacionais é complexa e
ja foi objeto de intenso debate. A complexidade surge porque no contexto da RG o
conceito de energia, sua conservacao e suas equagoes de conservacao sao dificeis de
se definir (STEPHANI, 1982). Nas teorias de campo tratadas por intermédio da teoria
da Relatividade, o fator decisivo para a existéncia de ondas nao é simplesmente que

os campos sejam dependentes do tempo mas que, além disso, a energia e o0 momento
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sejam transportados sem que haja transporte de matéria. Porém, a despeito das di-
ficuldades conceituais envolvidas, é possivel esbocar uma anédlise sobre a energia das
ondas gravitacionais: matematicamente tal analise pode ser feita imaginando-se um
dado sistema situado no interior de uma superficie esférica, escrevendo-se as equa-
¢oes de conservacao para as grandezas citadas e a partir delas investigar se ha fluxo
de energia e momento através da superficie. Caso tal configuracao exista, pode-se
dizer que héa radiacao. De maneira geral se pode escrever as equagoes de conserva-
¢ao como 2.32. Como suposicao inicial, tal igualdade poderia ser utilizada para se
deduzir uma lei de conservagao para o campo gravitacional, apenas substituindo-se

a derivada parcial pela de derivada covariante, na forma:
VvV, T" =0 (2.92)

Porém, como pode ser visto por exemplo em Bergmann (1976), 2.92 nao pode ser
considerada uma lei de conservagao no sentido usual das teorias de campo, além
disso nao existe um tensor energia-momento para o campo gravitacional (STEPHANI,

1982).

Uma solucao para o problema, que nao sera discutida aqui mas cuja discussao pode
ser encontrada nas referéncias citadas acima, indica que se deve definir um pseudo-
tensor de energia-momento para o campo gravitacional t,,, ligado a um pseudo-

tensor para a matéria €, por meio de

I(—g)(F™ + )]
oxY

—0 (2.93)

a qual representa uma lei de conservacao.

No entanto ainda ¢ necessario definir uma expressao para t,,. Como mencionado
anteriormente, ondas gravitacionais transportam energia e momento, as quais con-
tribuem para modificar a si proprias. Assim, mesmo para um espago-tempo origi-
nalmente sem fontes, a aproximacao em primeira ordem da versao homogénea da

equacao de campo 2.43 deveria ser escrita como
1
Gl = — tw (2.94)

Como G, possui como fonte o préprio espaco tempo (na forma de ondas gravi-

tacionais), a equacao 2.94 é equivalente a expansao de segunda ordem da equagao
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G = 0, na forma
GO +G =0 (2.95)

assim, t,,, ¢ escrito com boa aproximagao como

4
o = —5 G (2.96)
Agora, para se estudar a energia transportada pelas ondas gravitacionais, basta que
se calcule o segundo termo da expansao do tensor de Einstein G,,. Uma maneira
simples de se computar esse termo ¢é utilizando-se a componente h, da onda plana
estudada anteriormente, de forma que as componentes nao nulas do tensor métrico
serao (KENYON, 1990)

gi11 = —1 + h+ s gll =-1- h+ (297)
gp=-1—hy , ¢?=—-1+h, (2.98)
go=9"=+1 , g =g¢"=-1 (2.99)

Com tais componentes para o tensor métrico, a conexao 2.25 fica

[y=Tp =Th= —hio/2 (2.100)
Ty=T3=T%= +hio/2 (2.101)
[0 =T0 =T = —hio/2 (2.102)
[ =13 =T%= +hio/2 (2.103)

onde, por simplicidade, foi estabelecida a notagdo ho = dh/dz". Além disso, os
termos contendo hyh, o foram desprezados. Agora, observando 2.27, nota-se que se
somente os termos quadratricos de h, forem levados em consideracao, o tensor de
Riemann torna-se

ROA—1n 1A T T (2.104)

UVK urs Kn B vn

de forma que as componentes diferentes de zero serao:

2)1 2)2

~ RO = —REE =h,/4 (2.105)
2)0 2)3

—RY = +REY =2, /4 (2.106)
2 2)2

—R§Y = —REY =h2 /4 (2.107)
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De acordo com 2.28, as componentes de segunda ordem do tensor de Ricci sao

Ry = R =-n2,/2 (2.108)
Ry = R =-h2,/2 (2.109)

enquanto o escalar de curvatura é dado por

R? =0 (2.110)

Como resultado, o tensor de Einstein dado por 2.45 fica

G = Gf =—hl,/2 (2.111)
Gy = Giy = —h%o/2 (2.112)

portanto a componente tempo-tempo do tensor dado por 2.96 fica

C4

_ 2
too = —167TG<h+70> (2.113)

onde foram introduzidos os simbolos ( ), os quais significam que se estd tomando o
valor médio da grandeza em questao. Neste caso, considera-se a média sobre muitos
comprimentos de onda, uma vez que a energia transportada pela radiagao gravita-
cional nao pode ser localizada com precisao no espaco. Por outro lado, a derivada
em relacao a 2° pode ser escrita em termos da derivada em relacao ao tempo como
d/dz® = (1/c)(d/dt). Além disso, se a componente hy for introduzida (supondo que

sua contribui¢do para a energia da onda seja idéntica a de h, ) tem-se

2

£ h2 h? 2.114
0 = T6- G< + h3) ( )

onde h = dh /dt. Por outro lado, o fluxo de energia F' é calculado por meio de oy via
F = ctyy. Com isso em mente e lembrando que hy; = —hgy = hy e his = hoy = hy,

o fluxo F fica 3

T 327G

o qual pode ser escrito de forma mais compacta na forma

— (R34 B2, + W2, + h2)) (2.115)

63

= %%hm (2.116)

onde deve-se somar sobre os indices 7 e j.
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2.4.5 A Natureza Quadrupolar da Radiacao Gravitacional

A tentativa de explorar eventuais similaridades entre as teorias gravitacional e ele-
tromagnética pode levar a resultados interessantes e facilitar a obtencao de deter-
minados resultados matemaéticos que seriam dificeis de se obter de outra forma. Um
caso tipico é o estudo da decomposicao multipolar da radiacao gravitacional, onde
pode-se estabelecer uma comparacao com o caso eletromagnético e evidenciar as
principais semelhangas e diferengas. Em Misner et al. (1973) ha uma andlise interes-

sante e que sera esbocada aqui.

Na teoria eletromagnética o termo de dipolo elétrico domina a expansao e sua lumi-
nosidade obedece a L o< d?, onde d = ex é o momento de dipolo elétrico, cuja segunda

derivada é dada por d = e, sendo e a carga da particula e Z a sua aceleracao.

Estabelecendo agora uma analogia com o caso gravitacional, define-se o momento

de dipolo de massa como:

7:ZmA?A (2.117)

que vale para uma distribuicao discreta de massas, onde o indice A se refere a cada

constituinte da distribuicao e x4 representa a posicao de cada massa. A primeira
derivada de 7 fornece ‘
72277%4?,4:? (2.118)
A

onde ? é¢ o momento linear. A segunda derivada do momento dipolo de massas se
anula devido a conservacao do momento. Isso conduz a conclusao de que nao pode
haver radiacao gravitacional de dipolo. Deve-se enfatizar também que a inexisténcia
de massas negativas ¢ outro argumento que torna impossivel a radiacao gravitacional

de dipolo.

Voltando ao caso eletromagnético, o préximo tipo de mecanismo emissor de radiacao
a ser considerado sao os dipolos magnéticos e quadrupolos elétricos. A radiacao de
dipolo magnético tem sua intensidade dependente da segunda derivada temporal do

momento magnético 7; o analogo gravitacional de ﬁ ¢ o momento angular:

Ha = Z(posi(;éo de A) x (corrente de A) = Z Taxmua= 7 (2.119)
A A

Como 7 ¢ uma constante do movimento, suas derivadas se anulam e nao havera
radiacao. Isso indica que nao pode haver radiacao dipolar gravitacional de nenhuma

espécie.
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O préximo passo seria considerar os termos de quadrupolo. No caso eletromagnético
. . c-u2 Ry Ry L,
a luminosidade obedece a L o< Q™ ou L o< Q;;,Q;;, onde Qj ¢ o tensor momento de

quadrupolo elétrico. A contrapartida gravitacional é feita por
Lo (L7) (2.120)

ou

Lo (LL ) (2.121)
onde novamente foram considerados valores médios. No caso, foi tomada a média do
momento de quadrupolo sobre muitos comprimentos de onda. Particularmente L;j

assume a forma

1
Lj, = ZTTLA <$Ajl’Ak - g@ﬂi) (2.122)
A

cuja forma continua é escrita como

1
L = /p (xjxk - géjkTZ) d*x (2.123)

Como conclusao a analise mostrada acima, vé-se que no estudo da radiacao eletro-
magnética o primeiro termo da expansao é de origem dipolar, ao passo que no caso

gravitacional o primeiro termo é quadrupolar.
2.5 Geracgao de Radiacao Gravitacional por Sistemas Binarios

De acordo com Weinberg (1972), a poténcia total irradiada em forma de ondas

gravitacionais por um objeto é dada por:

= (2.124)

onde L ¢ a luminosidade, w ¢ a freqgiiéncia angular da onda e as quantidades D;; sao

escritas na forma:

D;j(w) = /a:i:cjp(:c)d?’x (2.125)

Mais especificamente, se o objeto estiver em rotacao a expressao para L fica (veja

Apéndice B):
e ) _ 32GWS I€? (2.126)
a 5¢5 ’

onde w;; ¢ a freqgiiéncia angular de rotacao do objeto, I = Zf Liee=(I11—Ix»)/I,

L

sendo [; a componente do tensor de inércia em relacao ao eixo z'. Esta expressao
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pode ser utilizada no calculo da poténcia irradiada por um sistema binério, bastando

para isso que se calcule as componentes do tensor /;; para esse sistema.

Para isso, pode-se considerar o sistema composto por duas massas m, e msy ligadas
por uma barra de massa desprezivel, considerar que esse sistema gira em torno de seu
centro de massa e escolher um sistema de coordenadas fixo ao sistema binario e cuja
origem esteja no centro de massa. Os detalhes da dedugao podem ser encontrados
no Apéndice B, de forma que a expressao final para a luminosidade de um sistema

binario fica:

2GwWS 2
[ = 32C%on ( gl ) r (2.127)

5¢5 mi + ms

onde r é a separacao entre os componentes do sistema e substituiu-se wyor POTr Worh
(referente a orbital), os quais sao fisicamente equivalentes. E interessante ainda frisar

que é usual em Astrofisica referir-se a poténcia irradiada como luminosidade da fonte.
2.5.1 Sistemas Binarios Excéntricos

Acima foi apresentada a anélise da emissao de radiagao gravitacional por sistemas
binarios em érbitas circulares. Porém em casos mais gerais as érbitas nao sao cir-
culares, o que torna a analise mais complexa e traz mudancas significativas nos
padroes de emissao. No caso de orbitas circulares a radiagao emitida possui o do-
bro da frequéncia de rotagao do sistema, o que caracteriza radiacao de quadrupolo.
No caso de oOrbitas com excentricidades diferentes de zero, a radiagao emitida re-
vela componentes multipolares, além da componente de quadrupolo descrita acima.
Uma caracteristica importante neste caso é o fato de as intensidades relativas das
componentes multipolares serem funcao da excentricidade orbital. Particularmente,
quanto maior a excentricidade, mais alto é o harmonico portador da méaxima in-
tensidade. Por exemplo, para uma excentricidade ¢ = 0.7, a poténcia maxima da

radiacao emitida estard apenas no décimo harmonico, de acordo com Thorne (1987).

Matematicamente, pode-se seguir Peters e Mathews (1963) e representar as frequén-

cias multipolares da seguinte maneira:
Uy, = NVorp (2.128)

onde v, representa a frequéncia emitida no n-ésimo hormonico e v, representa a

frequéncia de rotagao do sistema. A luminosidade total da radiacao emitida é dada
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por:
3267/ (m1m2)2 10/3
- 505 (ml + m2)2/3w0r1§ g(nu 6) (2129)

n
onde Worp = 27Vey, € com g(n, ) dados por

TL4

one) = o { [Jn_2(n5) %, 1(ne) + %Jn(ns) 2,1 (ne) — Jn+2(n5)}

4
+(1 — ) [Jp_s(ne) — 2edp(ne) + Jpia(ne)]® + 32 [Jn(ns)]2} (2.130)
onde J,, sao as fungoes de Bessel de n-ésima ordem.

A expressao para a luminosidade 2.129 corresponde a cada harmoénico isoladamente.
Para se obter a luminosidade total, basta que se somem as luminosidades correspon-

dentes a cada harmonico:

Ltotal == Z Ln (2131)
n=2
ou escrevendo de outra maneira
Liotal = LeircF'(€) (2.132)

onde L. corresponde a luminosidade de um sistema em orbita circular, podendo

ser escrita na forma
. 32G7/3 (m1m2)2 10/3

Lcirc -
B (my + my)2/3 o

(2.133)

que é exatamente a expressao 2.127 escrita em termos apenas da frequéncia de
rotacao (o que pode ser obtido imediatamente com auxilio da terceira lei de Kepler)

e a fungao F(e) é dada por:

F(e) =) g(n,e) (2.134)

Nota-se que os termos que diferenciam a luminosidade de um sistema em orbita
circular de um excéntrico sao as fungdes g(n,e) e F(e). Particularmente, F'(g) é
funcao apenas da excentricidade € e pode ser escrita como uma expressao algébrica

simples, de acordo com Peters e Mathews (1963):

1+ 73¢2/24 + 371 /96
F(g) = (1 — 62)7/2

(2.135)

Nos casos em que a excentricidade é nula, F'(¢) = 1 e chega-se ao resultado para

sistemas circulares. Além disso, tem-se ¢g(2,0) = 1 e g(n,0) = 0 para n # 2, o que
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mostra que a radiagao emitida por sistemas circulares possui apenas uma compo-
nente da expansao multipolar, que corresponde ao dobro da frequéncia de rotagao

do sistema.

Uma maneira simples de se observar o comportamento dos diversos harmonicos da
radiacao emitida em funcao da excentricidade é definindo-se uma amplitude norma-

lizada para cada harmonico, que pode ser denominada G(n,¢), na forma:
_ g(n,e)
G(n,e) = ——~= (2.136)
a qual é véalida para todos os valores de . Assim, o comportamento dos diversos

harmonicos em fungao da excentricidade pode ser observado nas figuras 2.4, 2.5, 2.6
e 2.7.
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Figura 2.4 - Amplitude relativa dos harmonicos para ¢ = 0.1
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Figura 2.5 - Amplitude relativa dos harmonicos para € = 0.3
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Figura 2.6 - Amplitude relativa dos harmonicos para € = 0.6
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Figura 2.7 - Amplitude relativa dos harménicos para ¢ = 0.9

2.5.2 As Amplitudes Adimensional e Espectral para os Fundos em On-

das Gravitacionais

No estudo dos espectros em ondas gravitacionais gerados pelos diversos fendmenos
astrofisicos, é frequente trabalhar-se com outras grandezas além da luminosidade e do
fluxo descritos anteriormente. Especificamente, sao usuais a amplitude adimensional
h e a amplitude espectral S;,. Serda entao mostrado aqui como as grandezas hpg
(onde o subscrito representa background) e Sy, para os espectros podem ser obtidas

a partir do fluxo e da amplitude hgni. para fontes individuais.

Inicialmente, hguie é calculada a partir da expressao para o fluxo de energia 2.116.

Assim, considerando uma onda plana de frequéncia angular w = 27 escrita na
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forma

B = (hxeu + hien,)e ™ (2.137)

a equacao 2.116 fica
C P+ 2.138
= (el + I ?) (2135)

Considerando que as amplitudes para os dois estados de polarizacao sao iguais e
denominando-as simplesmente como h, tem-se finalmente
Aw?h?

F="es (2.139)

Em muitos casos particulares a amplitude h pode ser calculada por meio de formulas
envolvendo as grandezas que caracterizam os diversos objetos astrofisicos, tais como
massas, distancias e frequéncias de rotacao ou vibragao. Com efeito, conforme sera
mostrado subsequentemente, existe uma relagao desse tipo que serda empregada no

calculo dos espectros.

E interessante também definir agora outra grandeza largamente utilizada nas anélises
de detectabilidade: a amplitude espectral S, a qual serd definida por meio de uma
versao modificada de 2.139 (HILS et al., 1990):

3 2
_cC Shw

T (2.140)

Aqui F, é a densidade espectral de fluxo dada em J m™2 s7! Hz, weps = 27Vps onde
Vobs ¢ a frequéncia das ondas gravitacionais observadas na Terra e /S), é definida
como a amplitude espectral das ondas (em Hz Y 2). E importante destacar que para
w = 0, 2.140 deve ser multiplicada por um fator 2 porque é necessario levar em

consideracao também os valores negativos de frequéncia.

Por outro lado a densidade espectral 2.140 pode ser escrita como

F, = /fy(uobs)dR (2.141)

onde f,(Vops) € a densidade de energia por unidade de frequéncia (dada em J m~2 Hz)
produzida por uma fonte e dR é a taxa diferencial de geracao de ondas gravitacionais

pela fonte em questao. De acordo com Carr (1980), a grandeza f,(vohs) € dada por

3
e
fu(Vobs) = ﬁh?onte (2142)
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onde Agonte € a amplitude adimensional produzida por um evento que gera um sinal
de frequéncia observada v,,s. Combinando 2.140, 2.141 e 2.142 e resolvendo para Sy,

chega-se a
1
Sh=— / h AR (2.143)

salientando mais uma vez que o lado direito em 2.140 deve ser multiplicado por 2.
Paralelamente, S}, pode ser definida como
h2
Sy = 24 (2.144)

14

onde hpg representa a amplitude do espectro e pode ser escrita na forma (de ARAUJO;
MIRANDA, 2005)

fonte

1
h3g = ;/h2 dR (2.145)

2.6 Elementos de Cosmologia

O modelo de universo adotado nesta tese é representado pelo elemento de linha co-
nhecido como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Embora
esse elemento possa ser representado de diversas maneiras em virtude da utilizacao
de diferentes sistemas de coordenadas (RYDEN, 2002; PEEBLES, 1993), ele é frequen-

temente encontrado na forma
2

d2: 2dt2— 2
e “IT—Ee

+ 1% (df* + sen*0dp?) (2.146)
onde a é o fator de escala dado por a(z) = (1+2z)~! (MUKHANOV, 2005), z é o redshift
e K é a curvatura que pode ser positiva, nula ou negativa se o espaco em questao for
esférico, plano ou hiperbdlico, respectivamente (RYDEN, 2002). Essa métrica é uma
solucao exata das Equagoes de Campo da RG e descreve um universo homogéneo,
isotropico e que se expande ou se contrai, dependendo das particularidades de cada
modelo. Sua forma geral vem de consideragoes geométricas de homogeneidade e
isotropia; as equagoes de campo sao necessarias apenas para se determinar a forma do
fator de escala a. Além disso é interessante ressaltar que essa forma é frequentemente

referida como o modelo padrao da cosmologia moderna.

Por meio da métrica apresentada ¢é possivel extrair duas grandezas importantes
para o calculo dos espectros: a distancia comével r, e o elemento de volume comé-
vel em fungao de z dado implicitamente por dV/dz. A distancia comével é obtida

considerando-se a condigao de geodésica nula (ds* = 0) em 2.146 e integrando-se a
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expressao resultante para que se obtenha r em fungao de z (ja tendo-se em mente
que se pode escrever t em fungao do redshift.) Uma dedugao detalhada pode ser
encontrada em Peebles (1993), onde o autor reescreveu a expressao para ds* = 0 em
termos do redshift usando '

Z = H(z) = HyE(2) (2.147)
onde Hy é o valor atual do parametro de Hubble, H(z) é o valor desse parametro

para um redshift z e E(z) é dado por

E(z) = /Oum(1 4 2)3 + Qi (1 4+ 2)2 + Qy (2.148)

As quantidades €2 sao chamadas de parametros de densidade e sdo definidas como

Q = p/periv onde peiy € a densidade critica do universo dada por

3H?

crit — 2.149
Perit e ( )

e p é a densidade correspondente a cada grandeza. Além disso elas obedecem as
relagoes: Oy + Qx + Q4 = 1 e Oy = Qpu + O, onde os indices M, DM, B, A e
K se referem a matéria, matéria escura, matéria barionica, constante cosmoldgica e
curvatura, respectivamente. Dessa forma, a distancia comédvel é dada por

\/|_K/ dz } (2.150)

r, =

|

onde, seguindo Carroll et al. (1992), a fun¢ao S(z) é definida como

sen(x) universo fechado
S(z) = Z  universo plano

senh(x) universo aberto

A expressao para dV/dz é calculada por meio de

av o dr
= 47r 2.151
dz dz (2.151)

e utilizando a forma local da lei de Hubble

v
~ - = 2.152

a partir da qual se pode escrever cdz = H(z)dr onde H(z) = HyE(z). Assim, 2.151
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fica

dVv c r?
=g — ) == 2.1
dz " <H0) E(2) (2.153)

Finalmente, é importante ressaltar que na presente tese é considerado o caso de um

universo espacialmente plano (ou seja, Qx = 0).
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3 DETECTORES DE ONDAS GRAVITACIONAIS

Uma vez que se tenha calculado o espectro em ondas gravitacionais, deve-se verificar
sua detectabilidade, ou seja, verificar se os detectores hoje operantes ou ja previstos
em projeto tém capacidade de detectar tais espectros. Porém as dificuldades técnicas
envolvidas na detecgao de ondas gravitacionais sao grandes, porque as amplitudes
das perturbacoes previstas na métrica sao muito pequenas. Como ilustracao da or-
dem de grandeza das ondas gravitacionais tipicamente envolvidas nos esforcos de
detecgao, seja um caso simples onde se tem um sistema binario no qual ambos os
componentes tém massa M e a distancia orbital é R. Segundo Carroll (2004), a
ordem de grandeza para a amplitude da radiacao recebida por um observador na
Terra é dada por

e (3.1)

rR

onde Rg ¢é o raio de Schwarzschild dado por

2GM

2

Rg

(3.2)

c

e r ¢ a distancia entre a fonte e o observador. Tomando como exemplo um sistema
formado por dois corpos de massas iguais a 10 massas solares separados entre si por
uma distancia R igual a 10 vezes o raio de Schwarzschild (R ~ 10°m) e a 100Mpc de
distancia (r ~ 10?*m), teria-se h ~ 1072!. Como outros exemplos pode-se citar o caso
das coalescéncias de buracos-negros supermassivos onde, de acordo com Enoki et al.
(2004), as amplitudes tipicas envolvidas sdo dadas por h(f) ~ 107'6(f/1uHz)~%/3
e as bindrias de raios-X (como por exemplo o pulsar PSR 1913 + 16), cujos sinais
possuem amplitudes da ordem de ~ 107%* (HAWKING; ISRAEL, 1979).

Porém, apesar das dificuldades, existe grande interesse na detec¢ao de ondas gravita-
cionais. Duas das principais motivagoes para tal empreendimento sao a possibilidade
de se testar teorias alternativas de gravitagao e se estudar varias propriedades dos

diversos processos astrofisicos.

Com efeito, embora a existéncia de ondas gravitacionais seja assegurada por argu-
mentos gerais, a intensidade e outras caracteristicas das ondas dependem, conforme
Ohanian e Ruffini (1994), de detalhes da teoria de gravitagao considerada e das
propriedades fisicas dos processos geradores de radiagao. Tal fato sugere que a in-
vestigacao experimental das propriedades das ondas servirao como teste para as
teorias de gravitagao e para a investigacao dos processos astrofisicos. Por exemplo,

ondas gravitacionais permitiriam estudar o interior de quasares e outras regioes de
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campos gravitacionais intensos; a energia, a forma e a polarizacao de bursts de radi-
acao gravitacional poderiam revelar muito sobre os processos astrofisicos nos quais
tais sinais foram gerados. Como ilustragao, a tabela 3.1 mostra as faixas de frequén-
cia tipicas, suas fontes presumiveis e os detectores destinados a operarem em cada

uma de tais faixas.

Tabela 3.1 - Faixas de frequéncia de ondas gravitacionais (ver detalhes no texto).

Frequéncia Fontes Tipicas Detectores
10~7 to 10~4Hz binarias em baixa frequéncia,
(ELF) buracos negros
104 to 10~ 1Hz bindrias em alta frequéncia, LISA /eLISA,
(VLF) buracos negros BBO e DECIGO
10~! to 102Hz pulsares bindrios, DECIGO, BBO,
(LF) buracos negros LIGO e ET
102 to 10°Hz vibragoes de pulsar, LIGO
(MF) objetos compactos, supernovas ET
10° to 108Hz produzidas pelo homem?
(HF)
108 to 1011Hz radiagao cosmolégica
(VHF) primordial

Fonte: Adaptado de Ohanian e Ruffini (1994).

Na coluna a esquerda da tabela 3.1, ELF significa frequéncias extremamente bai-
xas; VLF sao frequéncias muito baixas; a seguir LF, MF, HF e VHF representam

frequéncias baixas, médias, altas e muito altas, respectivamente.
3.1 Detectores de Massa Ressonante e Interferométricos

Tem-se realizado vérios projetos de detectores, sendo o mais antigo deles o oscilador
ressonante construido por Joseph Webber na década de 1960 (WEBBER et al., 1973).
Um oscilador ressonante, ou detector de massa ressonante, consiste basicamente em
uma peca de metal, geralmente em forma de cilindro ou esfera, que pode ser feita de
aluminio, silicio ou niébio e varios transdutores ligados a tal peca. Quando uma onda
gravitacional atinge o detector, excita seus modos normais de vibragao, e estas vi-
bragoes mecanicas sao captadas e convertidas em sinais elétricos pelos transdutores.

Por seu proprio principio de funcionamento, este tipo de detector possui uma banda
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de deteccao muito estreita, pois os valores das frequéncias normais de vibragao sao
bem definidos.

No caso especial do detector de Webber foi utilizado um cilindro de aluminio de
massa 1,2 tonelada, com comprimento de 1,5 metros e frequéncia ressonante de
1657Hz (WEBER, 1966). Uma onda cuja amplitude fosse de h ~ 1072° excitaria um
modo normal de vibracao da barra, cuja energia de oscilacao seria de ~ 1072°J, e a

amplitude de oscilacao da barra seria de ~ 10~°m.

No entanto, além do oscilador pioneiro de Webber, hé outros detectores que utilizam
barras ressonantes, como por exemplo Nautilus e Auriga (ambos na Italia) e Allegro
(situa-se nos Estados Unidos porém foi desativado em 2008); dos detectores de massa

ressonante que utilizam esferas, podem ser citados o detector Mario Schenberg no
Brasil e o miniGRAIL na Holanda.

Por outro lado, existem outros tipos de detectores, como os interferométricos, cujo
principio de funcionamento € a interferometria a laser. Tal tipo de detector consiste
basicamente em um interferometro semelhante ao de Michelson-Morley: uma fonte
dispara um feixe de laser em direcao a um espelho semi-refletor, do qual emergem
dois raios perpendiculares, que viajam por dois bracos e sao refletidos por dois
espelhos colocados nas extremidades desses bracos. Esses raios sao entao captados
por fotodiodos e somados. Uma onda gravitacional que altere o comprimento de
um dos bracos, ou ambos, causarda uma variacao no padrao de interferéncia dos
raios. O primeiro protétipo desse tipo de detector foi testado em 1972 com uma
sensibilidade rms de h ~ 10~'* para uma faixa de v ~ 1 —10kHz (MOSS et al., 1972).
Além disso, é importante ressaltar que tais detectores, ao contrario dos de massa
ressonante, possuem larga faixa de freqiiéncia. Porém os interferometros tém uma
importante limitagao: em baixas freqiiéncias (v < 1Hz), é praticamente impossivel
isolar o detector de vibragoes ambientes, e uma solucao interessante é monta-los no

espaco.

Particularmente, serao descritos aqui seis detectores: LIGO, LISA (ou eLISA), BBO,
DECIGO, ET e Virgo. Todos sao interferométricos, onde o Virgo, o LIGO e o ET
sao terrestres; os outros sao projetados para operarem no espaco. As curvas de
sensibilidade para LIGO, LISA (eLISA), BBO, DECIGO e ET sao mostradas na
figura 3.1.
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Figura 3.1 - Curvas de sensibilidade para os detectores interferométricos considerados
nesta tese. As referéncias para as curvas sao mostradas na Secao 6.1.

3.2 LIGO

O detector LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) tem como
finalidade detectar ondas gravitacionais de origem cosmoldgica e astrofisicas em ge-
ral, tais como sistemas binarios compactos e o colapso de estrelas com formacao de
buracos-negros. Este detector é formado por dois observatérios operando em con-
junto: um situado em Livingston, Louisiana e outro localizado na reserva de Hand-
ford, situada perto de Richland, Washington, a 3000 quilometros de distancia do
primeiro observatorio. A finalidade de se ter dois sistemas distantes operando em
conjunto é que se pode determinar a posicao da fonte de ondas no céu através de
triangulacao e medida do tempo de atraso entre as deteccoes realizadas pelos dois
observatorios. Além disso, um par de detectores correlacionados apresenta maior
confiabilidade, ja que se pode comparar as observacoes de ambos e analisar as coin-
cidéncias. Assim, mesmo que a amplitude do sinal detectado seja muito baixa e
o ruido seja alto, através da analise das coincidéncias pode-se distinguir um sinal

proveniente de uma fonte real.

Cada observatério LIGO possui uma camara de alto vacuo em forma de L, medindo
4 quilometros em cada braco. Dentro dessa camara esta instalado o interferometro,
semelhante ao de Michelson-Morley: hé espelhos em cada extremidade da camara,
um feixe de laser com 10 Watts de poténcia viaja através de um colimador antes de

passar por um espelho semi-refletor localizado no vértice da camara. O feixe entao
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se divide em dois, cada um viajando através de um brago do sistema. Cada braco
contém cavidades do tipo Fabry-Perot que aprisionam os raios e aumentam sua
distancia percorrida (ABBOTT et al., 2009). A figura 3.2 mostra imagens aéreas dos
observatérios LIGO em Handford, Washington (em cima) e Livingston, Louisianna
(embaixo). Os lasers e os sistemas épticos estao contidos nos prédios pintados em

branco e azul.

Figura 3.2 - Os detectores LIGO.
Fonte: Abbott et al. (2009).

E importante ressaltar que atualmente o LIGO estd em sua terceira geracao, bati-
zada Advanced LIGO, a qual se encontra em fase de implementacao; por sua vez,
a segunda geracao é conhecida como Enhanced LIGO. Para mais detalhes, o leitor

pode acessar http://www.ligo.caltech.edu/.
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Figura 3.3 - Esquema bésico do Virgo.
Fonte: Accadia et al. (2011).

3.3 Virgo

O detector Virgo, localizado perto de Pisa (Itdlia), é um interferometro formado
por duas cavidades de Fabry-Perot e é destinado a detecgao de ondas gravitacionais
na faixa de frequéncias entre 10Hz e 10kHz. Isso permitiria a deteccao de ondas
gravitacionais emitidas por pulsares, supernovas Galacticas e extra-galacticas e pela

coalescéncia de sistemas bindrios.

A configuragao do Virgo é mostrada na figura 3.3. De acordo com Accadia et al.
(2011), todos os espelhos dos interferometros sao suspensos de forma a proporci-
onar isolamento contra as vibracoes mecanicas do ambiente. O feixe de entrada é
produzido por um laser tipo Nd:YAG de comprimento de onda A = 1064nm e cada
cavidade de Fabry-Perot tem como funcao aumentar o caminho éptico do laser. A
diferenca no comprimento dos bracos é controlada de forma a se obter uma inter-
feréncia destrutiva na saida. O espelho de reaproveitamento de poténcia (ou power
recycling) (PR) aumenta a quantidade de energia que atinge o separador de Michel-
son (BS) por um fator 40 aumentando a sensibilidade do detector. E importante
ressaltar que o LIGO também possui tal mecanismo de reaproveitamento de potén-

cia. Mais detalhes em http://www.ego-gw.it.
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3.4 Einstein Telescope

O ET ¢é a proposta de um detector interferométrico de terceira geracao que deve
operar na faixa de ~ 1Hz a alguns kHz. De acordo com Sathyaprakash et al. (2012),
este detector servird como complemento para outros tais como o LIGO, os quais
possuem frequéncias de corte minimas da ordem de dezenas de hertz. Ou seja, o ET
serd sensivel nas regioes do espectro onde outros detectores interferométricos nao o
sao. Adicionalmente, o ET preenchera o gap de sensibilidade entre o eLISA (que pos-
suird frequéncia maxima de corte de aproximadamente 0.1Hz) e os interferometros

terrestres.

E importante ressaltar que muitas das fontes observaveis pelo ET serao similares
aquelas que seriam visiveis com os detectores terrestres, entre as quais se destacam
os sistemas binarios compactos. Porém a principal diferenca entre o ET e os demais

estd em uma maior sensibilidade aliada a frequéncias minimas mais baixas (da ordem
de ~ 1Hz).

O projeto bésico do detector pode ser visto na figura 3.4. Este consiste em trés pares
de interferometros com escalas de 10km e posicionados de tal maneira a formar
um triangulo equilatero. Cada par de interferometros representa um detector de
banda larga, na qual um interferémetro é otimizado para ondas abaixo de 100Hz
e o outro para ondas acima de 100Hz. Para mais detalhes, pode-se acessar http:

//wwu.et-gu.eu.
3.5 LISA e eLISA

Inicialmente é importante fazer alguns comentarios sobre o LISA. Originalmente,
esse detector foi planejado conjuntamente pela NASA e pela Agéncia Espacial Eu-
ropéia ESA. No entanto a colaboracao entre essas duas agéncias terminou em 2011
de forma que agora a ESA esta, de forma independente, considerando uma nova ver-
sao do detector chamado eLISA (evolved LISA), o qual mantém uma grande parte
dos objetivos cientificos do LISA.

O detector LISA foi projetado para detectar ondas gravitacionais através de inter-
ferometria a laser. O projeto original previa que o sistema seria formado por trés
satélites, arranjados de tal maneira que formassem os vértices de um triangulo equi-
latero, conforme a figura 3.5, cujos lados mediriam 5 milhoes de kilometros. Cada
satélite emitiria e receberia feixes de laser, de forma que todo o sistema se com-

portasse como um interferometro de Michelson-Morley, de forma que quando uma
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Figura 3.4 - Esquema bésico do ET.
Fonte: Sathyaprakash et al. (2012).

onda gravitacional perturbasse o espaco-tempo entre dois dos satélites, pequenas

diferengas nos comprimentos relativos entre os bracos pudessem ser medidos.

Figura 3.5 - Arranjo orbital do LISA.
Fonte: http://1list.caltech.edu.

50


http://list.caltech.edu

Segundo Amaro-Seoane et al. (2012), o eLISA terd um projeto semelhante ao LISA,
com apenas algumas diferengas. Por exemplo, os bracos dos interferometros serao
menores (1Mkm) e o conjunto serd composto de um satélite principal, o qual emitird
e receberd os feixes de laser, e dois satélites que irao atuar apenas como refletores
dos feixes. Consequentemente, as medidas interferométricas ocorrerao apenas ao
longo de dois bragos (note que o projeto original do LISA previa que os trés bragos
seriam usados.) Finalmente, de acordo com o projeto, o eLISA serd adequado para
a deteccao de radiacao gravitacional em baixas freqiiéncias, mais especificamente na
faixa entre 0.1 e 100 mHz, faixa em que os sistemas binarios compactos em fases
iniciais de coalescéncia apresentam emissoes. Para mais detalhes sobre o eLISA,

indica-se http://www.elisascience.org.
3.6 DECIGO

DECIGO ¢ o futuro detector espacial japonés de ondas gravitacionais. O principio
de funcionamento, semelhante ao projeto original do LISA, consistird em trés
satélites configurados de modo a formarem os vértices de um triangulo equilatero

de 1000 quilometros de lado, conforme mostrado na figura 3.6.
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Figura 3.6 - Esquema basico do DECIGO.
Fonte: Kawamura et al. (2006).
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Os deslocamentos relativos entre os satélites serao medidos através de inter-
ferometros de Fabry-Perrot Michelson. A sensibilidade maior do detector estard
na faixa entre 0,1 e 10 Hz, porém este se destinara também a detectar radi-
acao na faixa entre 1 mHz e 100 Hz, o que faz com que seja especialmente
apropriado para a deteccao de sistemas bindrios em coalescéncia formados por
buracos-negros de massas intermedidrias. O DEGICO possuirda dimensoes bem
menores do que as do eLISA, e isso é compensado fazendo com que os feixes
de laser sofram véarias reflexoes nos interferometros, tornando os comprimentos
efetivos grandes. Porém isso exige lasers de poténcia bem mais elevada do que
os utilizados no eLISA. Para mais detalhes, indica-se Kawamura et al. (2006) e

http://tamago.mtk.nao.ac. jp/spacetime/decigo_e.html.
3.7 BBO

O Big Bang Observer (BBO) seria um sucessor do LISA. O principal objetivo do
detector sera a observacao de ondas gravitacionais provenientes de épocas imediata-
mente posteriores ao big bang, mas também podera ser utilizado para detectar fontes
mais recentes de radiacao gravitacional, como sistemas bindarios. A alta sensibilidade
do BBO sera obtida a partir de lasers de alta intensidade e da correlacao entre véarios
interferometros ao redor do Sol. A faixa de maior sensibilidade desse detector serd
de 0,1 a 10Hz.

Basicamente, a configuragao do detector BBO ¢é a uniao de quatro detectores como
o LISA, isto é, cada detector serd composto por trés satélites arranjados na forma
de um triangulo equilatero, onde dois dos detectores ficarao sobrepostos, formando

uma estrela de Davi, conforme a figura 3.7.

A principal diferenca entre os interferometros do BBO e do LISA sera o fato de o
primeiro utilizar lasers com poténcia muito mais elevada. Além disso, cada triangulo
formado pelos satélites sera menor que os triangulos que constam no projeto original
do LISA. Para mais detalhes, vide Crowder e Cornish (2005).

3.8 Correlagao Cruzada de Detectores Interferométricos

Em muitos casos as amplitudes estimadas para as ondas gravitacionais emitidas
pelos diversos fenomenos estrofisicos situam-se abaixo dos limiares de sensibilidade
dos detectores (limiares como os mostrados na figura 3.1), o que indicaria impos-

sibilidade de deteccao. No entanto, tais sensibilidades poderiam ser aumentadas
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Figura 3.7 - Esquema basico do BBO.
Fonte: Crowder e Cornish (2005).

correlacionando-se as saidas de dois ou mais detectores, em uma técnica chamada

de cross-correlation.

Assim, o efeito de um fundo estocéastico em um detector é essencialmente produzir
uma pequena contribuigao para o ruido gaussiano em sua saida (FLANAGAN, 1993).
Para um detector tal contribuicao em geral seria totalmente mascarada pelas suas
proprias fontes de ruido, a menos que o fundo tenha amplitudes implausivelmente
elevadas. No entanto, tal limitagao poderia ser contornada analizando-se simultanea-
mente as saidas de dois detectores que nao tenham quaisquer fontes comuns de ruido,
de forma que a tnica contribuicao para as flutuacoes correlacionadas nas saidas seja

a do fundo a ser detectado.

Para a correlacao de dois interferometros, pode-se quantificar a detectabilidade de
um fundo estocastico calculando-se a relagao sinal-ruido (S/N), a qual neste caso é
dada por (ALLEN, 1997; ALLEN; ROMANO, 1999):

9H, V() (v)
= (L) 7 [ Lt
(S/N) 5074 V8SE(v)SE(v) (38:3)
onde S} e S? sdo as densidades de ruido espectral, T' é o tempo de integragao (aqui
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se considera T = 1yr) e y(v) é a chamada overlap reduction function, a qual depende
das posicoes relativas, orientacoes espaciais e distancias entre dois interferometros.
Além disso, Qqw é o parametro de densidade de energia para o espectro em ondas

gravitacionais que se quer detectar, o qual é dado por (FERRARI et al., 1999)
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Qow = 3_H§V2h]23G (3.4)

Para o LIGO as fungoes S, e y(v) podem se encontradas em Sathyaprakash e Schutz
(2009) e Sathyaprakash e Owen (1999), respectivamente; ja para o ET tais fungoes

sao vistas respectivamente em Regimbau (2011) em Mishra et al. (2010).
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4 CARACTERISTICAS POPULACIONAIS DOS SISTEMAS BINA-
RIOS

Os sistemas binarios que contribuem para os fundos estocasticos podem apresentar
parametros, tais como distancias orbitais e massas, os quais sao diferentes de sistema
para sistema e geralmente preenchem uma faixa continua de valores. Tais valores sao
estimados em geral por meio de consideragoes fisicas, fatos observacionais ou uma
combinacgao de ambos. Portanto, dada uma populacao de sistemas binarios, em geral
¢ possivel definirem-se fungoes matematicas que descrevem como os diversos valores
de dado parametro sao distribuidos entre os elementos da populacao. Tais func¢oes sao
vitais para o calculo dos fundos e podem ser encontrados na literatura sob diversas

formas, decrevendo as distribuigoes de varias grandezas.

4.1 Taxa de Formacao Estelar e Taxas de Formacgao de Binarias Com-

pactas

No célculo dos espectros serao utilizadas taxas de formacao distintas para cada fami-
lia de sistema bindario. Pode-se estimar essas taxas tomando como ponto de partida
a taxa de formacao estelar e da distribuicao das massas das estrelas progenitoras.
Para esta ultima serd utilizada a distribuicao de Salpeter (SALPETER, 1955), a qual
pode ser escrita como

p(m) = Am~01+) (4.1)

onde x = 1,35 e A = 0,17, com ¢(m) obedecendo & seguinte condi¢ao de normali-

7agao

/mf me(m)dm =1 (4.2)

m;
onde my e m; sao os valores maximos e minimos para as massas das estrelas pro-
genitoras. Tais valores sao bem estabelecidos na literatura e, seguindo por exemplo

Carroll e Ostlie (2007), estes serao considerados como m; = 0, 1Mg e my = 125M,.

Além disso, ainda de acordo com Carroll e Ostlie (2007), considera-se que estrelas
com massas entre 0, 1My e 8M, originam anas brancas no estagio final de evolugao,
estrelas com massas no intervalo de 8Ms a 25Mg geram estrelas de neutrons e

aquelas mais massivas que 25M terminam suas vidas como buracos-negros.

Embora a distribuicao mostrada acima seja indispensavel, uma distribui¢ao de mas-
sas adicional é necesséaria. Realmente, como as bindrias estudadas sao formadas por
objetos compactos, deve-se especificar os valores das massas de tais objetos (lem-

brando que a distribuigdo de Salpeter é vélida somente para as progenitoras). Para
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estrelas de néutrons sera utilizado o valor de 1,4M, de acordo com o limite de
Chandrasekhar e as teorias de formagao de supernovas II e Ib/c (CARROLL; OSTLIE,
2007); por outro lado, para os buracos-negros sera utilizada a distribuicao 4.3, dada
em Ozel et al. (2010)

Ggn(mgn) = 0, 332exp [—0,347(mpy — 7, 8)”] (4.3)

onde as massas sao dadas em unidades de massa solar. No que se refere a faixa de
valores para as massas dos buracos-negros, pode-se seguir as discussoes presentes
em Mandel e O’Shaughnessy (2010) e Ozel et al. (2010) e considerar uma faixa
de bMy < mpp < 20Mg. Entretanto, deve-se enfatizar que hé incertezas quanto
a determinacao de valores maximo e minimo exatos para as massas. Contudo, os

valores escolhidos mostram-se razoaveis, considerando as citadas referéncias.

Agora é possivel calcular as taxas de formacao para cada tipo de sistema binario
usando a distribuicao de Salpeter dada previamente e a taxa de formagao este-
lar. Para esta tltima serd seguido Springel e Hernquist (2003) onde os autores —
considerando uma cosmologia ACDM em um cenario de formagao de estruturas
tipo ‘bottom-up’ e com parametros 2y = 0,3, Q25 = 0,7, constante de Hubble
Hy = 100hkms~'"Mpc ™ (com h =0,7), Qg = 0,04 e um espectro de poténcia com
invariancia de escala de indice n = 1, normalizada para a abundancia de aglome-
rados de galdxias no presente (o5 = 0,9) — determinaram uma taxa de formagao
estelar cobrindo a faixa de redshifts de z = 0 até a época conhecida como dark ages

(z ~ 20). Tal fungao é dada por:

. 6ea(z—zm)

«(Z2) = Pm 4.4

P (Z) P /8 — o+ aelg(zfzm) ( )
onde os parametros tem os valores « = 3/5, f = 14/15, z, = 5,4 e p,, =

0, 15Mgyr—'Mpc~® para fixar a normalizacao.

Embora a expressao dada por 4.4 seja largamente utilizada nesta tese, é importante
mencionar que serao utilizados também, a titulo de comparacao, outros modelos de
taxa de formagao estelar. A forma detalhada dessas taxas alternativas, bem como a

comparacao dos respectivos resultados, podem ser vistas na Secao 6.1.1.

Resta determinar as taxas de formagao para as trés familias de sistemas bindrios
considerados, isto é, dada a populacao de estrelas progenitoras, é necessario estimar

as fragoes de estrelas que irao gerar os sistemas formados por dois buracos-negros (a
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partir de agora abreviados como BHBH), os formados por um buraco-negro e uma
estrela de néutrons (BHNS) e as bindrias de estrelas de néutrons (NSNS). Como se
pode supor, tais fragoes podem assumir diferentes valores porque, da formagao de
uma populagao de progenitoras até a configuragao final (a qual é caracterizada por
uma populacao contendo estrelas da sequéncia principal, buracos negros, estrelas de
néutrons e sistemas formados por esses objetos), varios processos podem afetar o
niumero final de binarias compactas formadas. Por exemplo, se um componente de
dado sistema d& origem a uma supernova, tal evento pode destruir o sistema. Além
disso, deve-se salientar que nem todas as progenitoras formam sistemas binérios e

nem todas as estrelas gerarao buracos negros ou estrelas de néutrons.

Para a taxa de formacao de bindrias de estrelas de néutrons, segue-se Regimbau e
Pacheco (2006) e se considera, em primeiro lugar, a fragdo em massa Angns que se

converte em sistemas NSNS e que é dada por

Ansns = Bns fpPrs (4.5)

onde fns ¢é a fracao de sistemas bindrios que sobreviveram ao segundo evento de
supernova, f, fornece a fragdo de bindrias massivas (isto ¢, aqueles sistemas onde
ambos componentes podem gerar supernovas) formada dentro de toda a populagao
de estrelas e ®yg ¢ a fragdo em massa de progenitoras de estrelas de néutrons e que,

no presente caso e usando 4.1, é dada por

25
Ong = / o(m)dm (4.6)
8
Numericamente tem-se Oys = 0,024, f, = 0,136 e ng = 5,97 X 1073 M.

Finalmente a taxa de formacao de sistemas NSNS é dada por

5u(2)
Nbin(2) = A 4.7
bin(2) = Ansns 7 . (4.7)
onde p,(2) é a taxa de formagao dada por 4.4 e o termo (1 + z) é necessério para se

levar em consideracao a dilatacao do tempo devido a expansao cosmica.

Com o resultado obtido em 4.7 é possivel estimar as taxas de formacao para sistemas
BHBH e BHNS. Para isso, seguiu-se Belczynski et al. (2002) onde os autores con-
sideraram que a populacao de bindrias compactas é composta de 61% de sistemas
NSNS, 30% de sistemas BHBH e 9% de sistemas BHNS. Assim, de forma direta

pode-se, tomando como referéncia a taxa dada por 4.7, calcular as taxas para os
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sistemas BHBH e BHNS.
4.2 Distribuicao das frequéncias orbitais

Para a distribuicao das distancias orbitais serd seguido Belczynski et al. (2002), que
realizou um estudo abrangente dos sistemas binarios compactos. Tal escolha é jus-
tificada pelo fato de os modelos apresentados no artigo em questao serem realistas,
no sentido de que os autores utilizaram resultados consagrados em suas simulagoes.
Especificamente, eles empregaram técnicas de Monte Carlo para modelar a evolugao
dos sistemas compactos e estudar suas propriedades fisicas, além de considerar gran-
dezas como a distribuicao dos parametros iniciais, a evolucao das érbitas e eventos

de transferéncia de massa.

Em particular, serao utilizados os dados presentes na figura 4 desse artigo. Para lidar
mais facilmente com as distribui¢oes dadas por Belczynski et al. (2002), é conveniente
modela-las usando fungoes gaussianas. Uma comparagao entre as gaussianas geradas
nesta tese (figura 4.1) e os dados mostrados na figura 4 de Belczynski et al. (2002)
mostra que a modelagem gaussiana é adequada. Assim, a distribuicao do semi-eixo

maior orbital é escrita como

i) = Comp [ 2] as

onde r é o semi-eixo maior dado em unidades de raio solar e os parametros C', i e o

sao dados na tabela 4.1.

As figuras 4.1 mostram as funcgoes para as trés familias de sistemas consideradas
nessa tese. Além disso, para se observar o efeito do desvio-padrao ¢ sobre as funcgoes,
foram tragadas curvas considerando-se os valores o, 0/2 e 20. Note que, para melhor
efeito de comparacao, as trés figuras foram criadas utilizando-se os mesmos intervalos

para a amplitude f(r) e o raio R nos eixos coordenados.

Tabela 4.1 - Parametros para as distribui¢oes do semi-eixo maior orbital

sistema C T7(Rgy) o(Rg)
NSNS 0.1 0.6 0.16
BHNS 0.03 5.5 1.8
BHBH 0.09 11 3.5
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De acordo com Belezynski et al. (2002), os sistemas NSNS muito compactos do-
minam a populacao produzida pelo modelo e produzem um grande pico na regiao
das separacoes orbitais mais baixas. Por outro lado, os sistemas BHBH possuem
separacoes maiores do que as apresentadas pelas binarias NSNS, onde tal caracte-
ristica é resultado dos recuos pequenos ou inexistentes que as explosoes de estrelas
de néutrons provocam nos buracos negros, permitindo a sobrevivéncia de sistemas
progenitores com maiores separagoes orbitais. Para sistemas BHNS, nota-se um caso
intermediario, onde existe a influéncia dos altos recuos provocados em um dos obje-

tos do sistema.

E importante ressaltar que as funcgoes dadas acima obedecem a seguinte condigao
de normaliza¢do (BELCZYNSKI et al., 2002):

/ [fnsns(7) + ferns(r) + feupu(r)]dr =1 (4.9)
0.1 5 0.1
NSNS a2 BHNS G/g

20 20
0.08 | g 0.08 - 4

f(r)
f(r)

0.1

BHBH al2

f(r)

0.1 1 10 100
"(Re)

Figura 4.1 - Fungoes distribuicao para o semi-eixo maior orbital.

E interessante também investigar a frequeéncia orbital dos sistemas. Uma maneira
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conveniente de se atingir tal objetivo é a determinacgao das distribuicoes das frequén-
cias iniciais. Como a separacao orbital e a frequéncia angular w,,;, sao relacionadas
pela terceira lei de Kepler r = G(m; 4+ my)/w?,, é possivel obter a distribuigao em
frequéncias a partir de 4.8 por simples transformacao de varidveis. Assim, por meio

da transformacao

f(?")d’l“ - g(worb)dworb (410)

obtém-se a distribuicao em frequéncias

2C _ —(r —7)?
o) = 22 [Gloms + )]y Peep | 2T (@11
3 20
onde m; e my sao as massas dos componentes do sistema binario. Os graficos de 4.11
sao mostrados nas figuras 4.2. Como nas figuras 4.1, foram tragadas curvas para tres

valores de desvio-padrao: o, 0/2 e 20.

\ \
o g
10* | NSNS ol2 E 10* | BHNS o2 —— -
20 20
102 | g 10% p
2 o1 4 2 a1} i
s E
o0 o
107 - . 102 | 4
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Il Il 1 L 1 1
10°® 10 102 1 102 10 10" 102 1 1 102
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\
(o2
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102 | p
2 o1t g
=]
3
B
102 F -
10 F p
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10 10* 102 1 102
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Figura 4.2 - Fungoes distribuicao para a frequéncia orbital. Para sistemas BHBH e BHNS,
as curvas foram geradas considerando buracos-negros com massa de 20Mg.

Nesse ponto é importante fazer alguns comentarios a respeito do formalismo de
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Press-Schechter (PRESS; SCHECHTER, 1974). Resumidamente, tal formalismo fornece
uma funcao de distribuicao para as massas dos halos de matéria escura onde as
estrelas da Populagao III se formaram. No inicio dos trabalhos que conduziram
a presente tese, chegou-se a discutir se valores particulares para as massas e as
dimensoes desses halos poderiam influenciar de forma significativa os resultados e
chegou-se a cogitar a inclusao de tal formalismo ao processo. Assim, as dimensoes
dos halos seriam definidoras da maxima separagao orbital possivel dos sistemas (e de
suas minimas frequéncias, consequentemente), de forma que era esperado que tais
dimensoes surgissem como um parametro importante na distribuicao de separagoes.
No entanto, no decorrer dos trabalhos, decidiu-se usar uma forma de distribuicao de
separacoes onde a escolha precisa dos valores minimos nao era relevante. De fato,
ficou claro que a determinacao de valores particulares de distancias orbitais minimas
nao era decisiva para a forma final dos espectros. Assim, percebeu-se que a inclusao
do formalismo de Press-Schechter nao exerceria influéncia sobre os resultados, de

forma que ele nao foi utilizado.
4.3 Evolucao Temporal da Distribuicao das Frequéncias Orbitais

Uma caracteristica fundamental dos sistemas binarios é a evolucao temporal dos pa-
rametros orbitais devido a emissao de radiacao gravitacional. Mais especificamente,
conforme a energia é emitida pelo sistema, sua distancia orbital é reduzida, obe-
decendo a um comportamento nao-linear (quanto mais a distancia orbital se reduz,
maior € a taxa de emissao de energia, causando por sua vez maior reducao na orbita,
e assim por diante.) Particularmente, o Apéndice C mostra a dedugdo da relagao
Worb = Worb (Worb 0, t). Para os sistemas considerados nesta tese tais variagoes devem
ser levadas em consideracao, especialmente nos estagios proximos a coalescéncia, de
forma que a funcao 4.11 deve ser modificada tal que leve em consideracao o tempo

como variavel independente. Para isso transforma-se 4.11 na forma

g(worb,O)dworb,O = H(worb)dworb (412)

onde wym 0 € a frequéncia inicial, a qual associa-se a varidavel wq, em 4.11. Assim,

calculando-se a derivada dwe o/ dwen, de C.8 obtém-se

AWorb,0 _ <worb,0) Hs (4.13)

dw, orb Worb
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a qual, substituindo em 4.12, fornece apdés manipulacoes algébricas:

2C B —(r — )2
Hwan) = %5 Glm -4 ma)] o | 2T ()
onde
N —3/8
Worb,0 — w;i/g + gK(t — to):| (415)

e K ¢ dado por C.7.

Entretanto, seria necessario realizar uma posterior transformacao de variaveis, es-
crevendo H (wer,) em termos da frequéncia emitida ao invés da frequéncia angular
orbital wq,. Tal transformagao, dada por v = wqy, /7, € trivial e todas as equagoes
utilizadas a partir de agora serao escritas em termos de v. Além disso, o leitor deve
notar que r e 7 foram mantidos nas equacoes acima por simplicidade de notacgao;
evidentemente elas sao substituidas pelas variaveis apropriadas nos calculos, obtidas

via Terceira Lei de Kepler.
4.4 Distribuigao das Excentricidades Orbitais

Além de sistemas em Orbitas circulares, serao consideradas também bindrias com
excentricidade orbital ¢ diferente de zero. Dessa forma, torna-se necessaria a uti-
lizagao de fungoes distribuicao para a excentricidade orbital. Aqui serao utilizadas
as distribuigoes encontradas em Kowalska et al. (2011), as quais foram escolhidas
por representarem modelos realistas, ja que os autores utilizaram dados atualizados
em fisica estelar e de sistemas binarios, incluindo resultados obtidos via simulacoes
de supernovas e formacao de objetos compactos. Além disso, a modelagem leva em
consideracao fenomenos como a transferéncia de massa entre os componentes do sis-
tema e a sincronizagao por efeito de forcas de maré. E importante ainda destacar que
tais distribuicoes sao especialmente adequadas por terem sido determinadas para as

faixas de frequéncia tipicamente observadas nesta tese.

Assim, seguindo Kowalska et al. (2011), tem-se a seguinte funcao para sistemas
BHNS ¢ BHBH:

fe) = —mewp |- (4.16)

oV 2w 202

onde x = log(e) e os parametros sdo mostrados na tabela 4.2. Por outro lado, para

sistemas NSNS tem-se uma funcao dada por

fle) =

(a:—ul)Q} L l-w M] (4.17)

exp |— exp |—
o1V 2T p{ 20% ooV 2T p{ 203
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Tabela 4.2 - Parametros para as distribuigoes de sistemas BHNS ¢ BHBH.

sistema o W
BHNS 0.55 —5.23
BHBH 0.70 —5.95

sendo os parametros dados pela tabela 4.3

Tabela 4.3 - Parametros para distribuicao de sistemas NSNS.

termo o o w
termo 1 0.47 —4.89 0.46
termo 2 0.39 —-3.38 0.46

Na figura 4.3 sao mostradas as formas das distribuicoes para as excentricidades. Note
que a funcao correspondente aos sistemas NSNS possui dois picos. De fato, o segundo
pico (especificamente, aquele localizado na regiao de excentricidades maiores) deve-
se as bindarias ultra-compactas que sofreram dois episédios de transferéncia de massa
e que ja eram muito compactas na ocasiao do segundo evento de supernova. Por outro
lado, nota-se que sistemas BHBH apresentam as excentricidades mais baixas. Tal
fato, de acordo com Kowalska et al. (2011), deve-se a dois fatores: em primeiro lugar,
nas frequéncias de interesse, tais sistemas estao mais proximos da coalescéncia do que
aqueles que possuem estrelas de néutrons; segundo, os recuos durante a formacao dos
buracos negros sao menores do que no caso das estrelas de néutrons, de tal forma que
as excentricidades iniciais sao em geral menores do que no caso de sistemas NSNS.

Sistemas BHNS surgem como um caso intermediario.
4.5 Evolucao Temporal da Distribuicao das Excentricidades Orbitais

A dependéncia temporal das excentricidades é dada implicitamente por (PETERS,

1964)

at = 15 S — 2\ s

304

dg 304 GsmlQOT ( ].2]. 2) (4 18)

onde € é a excentricidade, m; e my sao as massas dos componentes do sistema,
mr é a massa total e a é o semi-eixo maior. Agora a distribuigdo F'(¢) mostrada

anteriormente deve ser modificada para acomodar a variacao de € com o tempo.
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Figura 4.3 - Fungoes distribuicao para a excentricidade orbital.

Para isso, tal fungao sera a partir de agora tratada como F'(gg), onde gy representa
a excentricidade em ¢ = 0, e entao serd aplicada a lei que governa a evolugao da

excentricidade € = £(eg, t) via transformagao de varidveis:

d€0

F(So)d&o = F<€0(€, t>>d_gd€ (419)
onde uma nova funcao é definida por
d
Glet) = Fleole ) (4:20)

A derivada deg/de pode ser obtida derivando-se implicitamente a relagdo 4.21, en-
contrada em Peters (1964) e Peters e Mathews (1963)

a 1—-¢€2 [« 1511+ %52 2399
— =7 _ 2\ = 121 _2 (4.21)
ao 1—¢e% \¢gg 1+ 565160

onde ag € €9 sao o semi-eixo maior inicial e a excentricidade inicial, respectivamente.
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A relagdo € = e(gg,t) pode ser encontrada com o auxilio das equagoes 4.18 e 4.21.

Para isso, isola-se a em 4.21 e substitui-se em 4.18, fornecendo

48
de | 304 GBmymymy g (1 + 2e2)zm (1—e2)3 (4.22)
dt 15 cPal (1—g2)4 e15 (1 4 L2le2) o ‘

nesse caso ¢ possivel resolver a equacao diferencial acima por separacao de variaveis,

fornecendo apds simplificagoes algébricas:

€0 75 (1 4 1212

/ ( 304 de = C(ao, €p, M1, mQ)(t — to) (423)
€

onde C(ag, &9, m1,mg) é uma constante dependente de ag, €9, my, ma, G e c. A

integral acima pode ser resolvida numericamente para fornecer € = (t).

Substituindo-se € = (&g, t) na expressao 2.132 para a luminosidade, obtém-se tam-
bém a variacao desta em funcao do tempo; resultado semelhante pode ser obtido
para a frequéncia orbital dos sistemas excéntricos, usando a terceira lei de Kepler

na expressao 4.21 para escrevé-la em termos de frequéncia.

As figuras 4.4 e 4.5 mostram, respectivamente, a evolucao da excentricidade orbital
e da frequéncia para um sistema onde m; = my = 1,4M, com frequéncia inicial de
10~°Hz e excentricidades iniciais de 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9.

65



1 I T T |
T —
\\
1
10t i
w
2 L .
10 £,=0.9 ——
€g=0.7 ——r
€5=0.5 ———
€;=0.3 —
-3 I I I I
10
1 10 102 10° 10* 10°
t (ano)
Figura 4.4 - Evolucao temporal da excentricidade orbital para m; = me = 1,4Mg,

frequéncia inicial de 107%Hz e considerando quatro valores para a excentrici-
dade inicial.
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Figura 4.5 - Evolucao temporal da frequéncia orbital para m; = mg = 1,4Mg, frequéncia
inicial de 10~%Hz e considerando quatro valores para a excentricidade inicial.
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5 O METODO PARA O CALCULO DOS FUNDOS

Um grande desafio para a moderna Astrofisica é a deteccao de ondas gravitacionais,
0 que representaria uma nova janela para a observagao do universo. Assim, da mesma
forma que se utilizam raios-X, raios-y e radiagao visivel, infravermelha e ultravio-
leta, as ondas gravitacionais poderiam ser usadas como ferramenta na pesquisa das
propriedades de intiimeros tipos de objetos astrofisicos, incluindo aqueles abordados
nesta tese: os sistemas binarios compactos. Neste caso, em principio seria possivel
obter, por exemplo, informagoes sobre as taxas de formagao de sistemas ou poderia

obter-se caracteristicas fisicas tais como as distribui¢oes dos parametros orbitais.

Tal fato é possivel, como sera visto, porque o calculo dos espectros inclui vérias
caracteristicas dos sistemas bindrios, tanto do ponto de vista populacional quanto
no que se refere as caracteristicas particulares de tais objetos. Assim, observando
a amplitude e a forma dos espectros seria possivel deduzir o comportamento dos
parametros envolvidos no calculo ou, ao invés disso, seria possivel testar fungoes
particulares inserindo-as no algoritmo de geragao dos fundos e comparando os resul-

tados aos espectros observados.

De maneira geral o fundo estocastico é calculado através da expressao 2.145
onde, particularmente, é utilizada a expressao para hgne conforme encontrada em
(THORNE, 1987):

M3 1Mpc v o\2/3
hionte = 10728 () (2L v 1
fonte = 8,7 10 (M@) <M@> ( dr ><1Hz) (5-1)

onde i é a massa reduzida do sistema, M é a massa total e di, é a distancia de

luminosidade. Por outro lado a taxa dR presente em 2.145 é calculada como:

dR = %GBH(ml)GBH(mg)dmldmgdz (52)

onde representa-se o caso mais geral onde as massas de ambos os componentes dos
sistemas nao possuem um unico valor mas, ao invés disso, obedecem a uma dada
funcao distribuicao escrita como Ggg(m). No presente caso, tal configuracao geral
se refere a sistemas formados por dois buracos-negros cujas massas obedecem a
funcao 4.3; adicionalmente, no caso onde um ou ambos componentes sao estrelas
de néutrons, uma ou ambas distribuicoes para as massas serao representadas por
deltas de Dirac, desde que se esta considerando que todas as estrelas de neutrons

da populacao possuem o mesmo valor de massa. Além disso é importante frisar
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que, para simplificar a notacao, as massas dos buracos-negros foram escritas apenas
como my e my. Por outro lado, o termo dR/dz sera calculado com base no problema

estatistico descrito a seguir.
5.1 O Problema Estatistico

Basicamente o problema de se determinar o fundo estocastico se resume a contagem
do nimero de sistemas binédrios que, em dado instante, emitem ondas gravitacionais
com dada frequéncia. Especificamente, quando se esté lidando com frequéncias altas
(nesse caso, a partir de cerca de 1Hz), os sistemas evoluem muito rapidamente e as
frequéncias das ondas emitidas sofrem variagoes em curta escala de tempo, tornando
a contagem de sistemas mais complexa. Entretanto o problema pode ser abordado
adotando-se uma maneira particular de se modelar o comportamento da populacao
de sistemas bindrios. Assim, seja um “espaco” onde os valores da coordenada sejam os
valores das frequéncias das ondas emitidas. Nesse contexto, os sistemas em evolugao
podem ser representados como pontos movendo-se na direcao dos valores crescentes
da coordenada. Nota-se que tais pontos apresentam comportamento similar as par-
ticulas de um gas dentro de uma camara, onde estas obedecem a certa distribuicao
espacial e onde uma fracao de tais particulas se move com diferentes velocidades em
direcao a dada superficie da camara. Dessa forma, por meio dessa analogia, pode-se
adaptar algumas técnicas da mecanica estatistica para se desenvolver um método de

calcular os fundo estocdsticos.

Seja um gés em equilibrio térmico contido em um recipiente retangular de secao
transversal A em relagao ao eixo z. Um problema elementar referente a tal confi-
guracao é determinar quantas particulas atingem a dada superficie (perpendicular
ao eixo x) de area A no intervalo de tempo dt, isto é, o objetivo é determinar o
fluxo F' de particulas através de A. Em Jackson (1968) hé uma discuss@o sobre esse
problema, a qual serd seguida aqui: seja Adx = dV o volume diferencial adjacente
a superficie A, de acordo com a figura 5.1 considerando uma distribuicao espacial

homogeénea de moléculas, a fracao destas contida no volume dV' é dada por

v Ads

d
"TY Ty

(5.3)

onde V' é o volume total do recipiente. Por outro lado, usando a velocidade de dada

particula na direcao x, fica-se com

dV = Av,dt (5.4)
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Figura 5.1 - Volume retangular d$2 adjacente a A

Assim todas as moléculas no volume dV com velocidade v, atingirao a superficie A
no intervalo de tempo dt. Para calcular o nimero total de particulas que atingem
a superficie, deve-se integrar sobre as velocidades v, usando a distribuicao de velo-
cidades apropriada e que serd escrita como n(v). Assim, considerando que n(v)d>v

seja o ntimero de particulas com velocidade no intervalo d®v, tem-se

_ Av,dt

() (5.5)

dp
em que du representa o numero total de particulas no volume dV e que possuem
velocidades no intervalo d®v. Agora deve-se integrar somente sobre valores positivos
de v, porque estao sendo consideradas somente particulas que se movem em dire¢ao
a superficie A, de forma que se obtém o numero de particulas por area A e por

tempo dt por meio de 5.6

1 o0 o0 oo
F = —/ de/ dvy/ dv,vzn(v) (5.6)
14 0 —o0 —o0

Isso é suficiente para a solucao do problema estatistico, porém sao necessarias duas
modificacoes na deducao mostrada acima para que esta seja adaptada ao calculo
dos fundos estocasticos. Em primeiro lugar, deve-se notar que a segao transversal da

camara ¢ constante, tal que 5.3 pode ser reescrita como

Adr  dx
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onde L é o comprimento total do recipiente. Com isso a expressao 5.5 toma a forma

dp = dfxn(v)d?’v (5.8)

A segunda modificagao é considerar o caso mais geral onde a distribui¢ao espacial

de particulas nao é homogénea. Assim, é razoavel escrever 5.8 como
dp = Y(z)n(v)d*vd (5.9)

onde ¥ (x)dx é a fragdo de particulas no intervalo dz. Partindo de uma funcao dis-
tribuigdo espacial representada por ¢(x), a funcdo ¥ (x) é calculada da seguinte

maneira

U(x) = % (5.10)

para o caso onde ¢(x) ndo é normalizada. Agora, com essas duas modificagoes feitas,
o problema tratado acima pode ser adaptado ao calculo do fundo estocastico em

ondas gravitacionais gerado por sistemas bindrios.
5.1.1 Calculo de dR

Antes de continuar, é importante ressaltar que a derivacao apresentada aqui se refere
ao referencial da fonte. Portanto, v nas equagoes subsequentes se refere a frequéncia
emitida e as derivadas temporais também sao tomadas em relagao ao referencial da

fonte.

O célculo de dR por meio da abordagem discutida acima exige ainda mais duas mu-
dangas: deve-se substituir a distribuigao espacial ¢(x) pela distribuigao em frequén-
cias ¢(v) e mudar a distribuigao de velocidades n(v) pela distribui¢do em uma nova

variavel definida por
_dv

Cdt

isto é, a derivada temporal da frequéncia (em analogia & definicao de velocidade,

Uy

(5.11)

a qual estabelece a variagao temporal da coordenada espacial). Uma vez que essas
duas mudancas sejam feitas, resta determinar as formas das fungdes ¢(v) e n(v,).

Em primeiro lugar, a fungao ¢(v) assume a forma

o(v) = /nbin(to)H(V,t,to)dto (5.12)

onde ty representa o instante de nascimento dos sistemas, ny,(t,) é a taxa de for-
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macao de sistemas bindrios por unidade de tempo e volume comdvel (veja 4.7) e
H(v,t,t,) é dado por 4.14 e representa a fragao de sistemas que passam a existir no

instante tg e que tém frequéncias em dado intervalo dv.

A deducao de 5.12 ¢ feita inicialmente considerando 4.14, a partir da qual se pode

deduzir que

dn = H(v,t, to)dv (5.13)

representa a fracao de sistemas que se originaram no instante f, e que possuem
frequéncia orbital no intervalo dv. Usando a taxa de formacao de binarias corres-

pondente a cada tipo de sistema, tem-se

dn

o = Nyexx(l H 1, to), 14
dvavdr, w0 H b o) (5.14)

onde o sub-indice xx-xx se refere a cada tipo de sistema (NSNS, BHNS and BHBH).

Agora, integrando-se sobre dt,, tem-se

dn
W = |:/ nxx_xx(tO)H(V,t,to)dtO dV, (515)

onde a expressao entre colchetes é o nimero de sistemas por unidade de frequéncia

e por volume comével, a qual é justamente a distribuicao em frequéncias a ser usada

no calculo do fundo.

Por outro lado a distribui¢ao n(v,) terd uma forma peculiar. Em primeiro lugar

deve-se notar que 4.13 fornece
U, = — XV (5.16)

de onde se conclui que havera apenas um valor de v, para cada valor de v. Tal fato

sugere que 7(v,) deve ser escrita como uma funcao delta de Dirac
n(v,) = Né(v,) (5.17)

onde N é o numero total de sistemas. Assim, 5.9 pode ser reescrita como

[ p(v)dv o \do
= (f i) e (518)

Notando que o denominador do termo entre parénteses é o nimero total de sistemas,

usando a funcao dada por 5.17 e transformando dv por meio da regra da cadeia, tem-
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se

dp = (%%dt) Né(v,)dv, (5.19)

simplificando e integrando em v,,, chega-se finalmente a
d
dp = (gp(y)d—z> dt (5.20)

onde o termo entre parénteses é a quantidade desejada. Lembrando que tal quanti-

dade ¢é por volume comovel, pode-se escrever

dv dR
de forma que a integral 2.145 fica
1 dR
hi, =~ | h2  —dV 5.22
BG V/ fontedv ( )

Um exemplo interessante de aplicacao deste método é mostrado em Evangelista e
de Araujo (2013a), onde é obtido o fundo gerado por sistemas NSNS em 6rbitas
circulares e considerando-se a distribui¢ao de periodos orbitais na forma f(P) =
(Prax—Puin) "', onde Py € Prax representam os periodos orbitais minimo e maximo,

respectivamente. Esses resultados podem ser vistos na segao 6.1.1.
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6 OS FUNDOS ESTOCASTICOS

Neste capitulo sao mostrados e discutidos os resultados obtidos. Em primeiro lugar
sao exibidos os espectros para as trés familias de sistemas em O6rbitas circulares;
em seguida os fundos gerados por sistemas em coalescéncia sao mostrados. Foram
produzidos ainda os espectros gerados pelas trés familias de sistemas em orbitas

elipticas.

Além disso, para estudar como os espectros dependem das fung¢oes e dos parame-
tros envolvidos nos calculos, sao consideradas expressoes alternativas para a taxa de
formacao de estrelas e diferentes parametros na distribuicao de frequéncias. Final-
mente sao mostrados os valores da relacao sinal-ruido para pares de LIGO e Einstein

Telescope, correspondentes a cada tipo de espectro calculado.
6.1 Fundos em Orbitas Circulares

Antes de se mostrar os espectros, é conveniente fazer alguns comentarios sobre os
valores maximos e minimos das frequéncias observadas. Esses valores podem ser
determinados via terceira lei de Kepler e considerando valores apropriados para as
massas (tendo em mente que para radiagdo de quadrupolo a frequéncia emitida é
o dobro da orbital) ou podem ser encontrados na literatura. Assim, a frequéncia
méxima para sistemas NSNS serd, seguindo Poghosyan et al. (2004), tomada como
~ 900Hz. Para sistemas BHNS utilizou-se 6.1 para se determinar as frequéncias

maximas:

Vinax = [G<mNS i mBH)] - (6.1)

3

TTisco
aqui, mys = 1,4Mg, mpy = 5,0Mg e msco € a a menor Orbita estavel do buraco
negro, dada por (KENYON, 1990)

6GmBH
Tisco = 37aSChvvarzschild = 0—2 (62)

Por outro lado para sistemas BHBH a frequéncia maxima é dada por 6.3 (MARASSI

et al., 2011)
L A aon® + bon + o
e q TM
onde n = mBH1mBH2/M2 é a razao simétrica de massa, M é a massa total e os

coeficientes polinomiais sao ag = 2,974 x 1071, by = 4,481 x 1072 e ¢y = 9,556 x 1072,

(6.3)

E importante destacar que os valores minimos das frequéncias nao desempenham

papel decisivo no célculo, ou seja, elas nao afetam as formas dos espectros. Portanto,
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foram considerados os valores de 107% — 10~°Hz para as trés familias de sistemas
binéarios. Tal escolha é sugerida analizando-se a figura 4.2 e tendo-se em mente que
V = Web/T: como pode ser visto, o nimero de sistemas emitindo abaixo de 1076 —

10~°Hz é desprezivel quando comparado aqueles emitindo em torno de 10~ —10"3Hz.

As figuras 6.1, 6.2 e 6.3 mostram os espectros calculados para sistemas NSNS, BHNS
e BHBH, respectivamente, os quais sao comparados as curvas de alguns detectores
interferométricos. As curvas para o LISA, eLISA, BBO e DECIGO podem ser encon-
tradas, respectivamente em http://www.srl.caltech.edu/ shane/sensitivity,
Amaro-Seoane et al. (2012) , Cutler e Harms (2006) e Yagi e Tanaka (2010); as
curvas para o Einstein Telescope (ET) e para o Advanced LIGO (ALIGO) podem

ser encontradas, por exemplo, em Mishra et al. (2010).

NSNS —— |

N

=

Wy

oy

o
26 L i
28 i
_30 | | | | |

-4 -2 0 2 4
log v

Figura 6.1 - Amplitude espectral para sistemas NS-NS

Observando as curvas para os sistemas NSNS e BHBH nota-se que LISA, eLISA,
BBO, DECIGO, ALIGO e ET nao seriam afetados por tais espectros; por outro
lado sistemas BHNS seriam marginalmente importantes para o ET no ponto onde
este possui mais alta sensibilidade. Além disso, analizando a forma do espectro,
percebe-se que ha valores de frequéncia de corte, as quais representam as maximas
frequéncias que dado tipo de sistema pode emitir. Além desse limite os sistemas

atingem a fase chirp, caracterizada por um tipo particular de emissao que nao esta
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DECIGO

log v

Figura 6.2 - Amplitude espectral para sistemas BH-NS

DECIGO

log v

Figura 6.3 - Amplitude espectral para sistemas BH-BH
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sendo considerada aqui.

Nos trés casos nota-se a presenca de dois picos nos espectros. O primeiro, situado
na regiao de frequéncias mais baixas, pode ser explicado pelo efeito da distribuigao
inicial das frequéncias; o segundo surge devido a evolucao temporal dos parametros
orbitais, cujo efeito é o aumento da fracao de sistemas emitindo em frequéncias mais

altas.

Em um caso hipotético onde a taxa de formagao é mais alta (baixa), os espectros so-
frerdao aumento (diminuigao) em suas amplitudes para todos os valores de frequéncia.
Além disso, através de 5.1, observa-se a influéncia das massas dos sistemas. Por com-
paragao, seja um sistema onde ambos componentes tém valores maximos de massa,
porém considerando dois casos: no primeiro caso considerando que a massa maxima
seja de ~ 60Mg, como sugerido em Heger e Woosley (2002), e em seguida usando o
valor mais realista de 20M, (lembrando que este é o valor considerado nesta tese).
A amplitude dada por 5.1 no primeiro caso é ~ 6 maior do que a amplitude dada

pelo segundo caso. Como resultado, a amplitude dos fundos seria também maior.

Deve-se notar que as formas dos espectros sao diferentes. A razao para tal fato reside
nas massas dos sistemas: para um dado semi-eixor maior, os sistemas NSNS emitem
ondas gravitacionais com a mesma frequéncia, desde que se estd considerando que
todas estrelas de néutrons tenham a mesma massa. Por outro lado, para sistemas
BHBH (BHNS) as frequéncias emitidas dependerao das massas dos buracos-negros
as quais, ao contrario das estrelas de néutrons, assumem diferentes valores desde que

elas obedecem a uma fungao distribuigao.

E interessante observar alguns estudos similares encontrados na literatura, desde que
esses poderiam considerar diferentes abordagens. Por exemplo, em Schneider et al.
(2001) os espectros foram calculados para sistemas bindrios formados por estrelas
de néutrons, buracos negros e anas brancas nos estagios iniciais de vida. Os autores
utilizaram um método diferente, baseado em programas de sintese de populacao de
bindrias. As diferencas nos resultados estao relacionadas ao fato de que naqueles
calculos o numero de sistemas que contribuem para as frequéncias mais baixas é
muito maior do que aqueles que contribuem para as frequéncias mais altas. Além
disso, os autores consideraram valores mais baixos do que os utilizados aqui para as

frequéncias minimas.

Em Regimbau (2006) é considerado o fundo estocastico gerado por bindrias de estre-

las de néutrons na faixa de frequéncia do LISA, onde o autor utilizou a distribuicao
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de probabilidade encontrada em Coward et al. (2002) para gerar a populagdo de
binarias. Nesse artigo, o autor considerou a evolucao temporal dos parametros orbi-
tais de maneira diferente da que é considerada aqui. Especificamente, ela considerou
a diferenca entre o redshift de nascimento do sistema z, e o redshift de emissao z.
das ondas gravitacionais, onde z}, e z, sao relacionados pela frequéncia das ondas

emitidas.
6.1.1 Uso de Outras Funcoes Distribuicao.

O método desenvolvido aqui tem como caracteristica poder ser adaptado de forma
que se pode usar diferentes funcoes distribuicao para as grandezas que descrevem
a populacao de bindarias, como por exemplo distribui¢oes de massas e taxas de for-
macao. Como exemplo, foi calculado o espectro para sistemas NSNS utilizando-se
expressoes alternativas para a taxa de formacao estelar. Particularmente, foram con-
sideradas, além da taxa de Springel e Hernquist utilizada nos cédlculos anteriores,
quatro outras fungoes, as quais podem ser encontradas em Zhu et al. (2011): trés

delas sao dadas pela equacao 6.4
px(2); = 1,67C;hes F(2)Gi(2) Mgyr*Mpc ™ (6.4)

com 7 = 1, 2,3 denotando cada caso, hgs = h/0,65, h = 0,7, F(2) = [Q(1 + 2)> +
QAlY2/(1+2)3%,C1=0,3,Cy, = 0,15, C5 = 0,2, Qy = 0,7, Oy = 0,3 e as funcoes
Gi(z) dadas por

e3,4z
Gi(z) = a5 5 (6.5)
e3,4z
Ga(z) = RS (6.6)
03.052-04
G = —— 6.7
32) = G s (6.7)

Por outro lado, a quarta taxa de formagcao é dada por

0,017 +0,132
M1 (2/3,3)58

pe(2) Myr™'Mpc ™ (6.8)

E necessério enfatizar que as trés primeiras fungoes descrevem taxas de formagao
para redshifts de até z ~ 4 e a quarta é valida até z ~ 6. Além disso seguiu-se
a notacao em Zhu et al. (2011): para as func¢oes dadas em 6.4 foram utilizadas as

denominacoes SF1, SF2 e SF3 e para 6.8 utilizou-se HB06; a taxa de formacao
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de Springel e Hernquist é dada por SH03. Os graficos dessas taxas em funcao do
redshift sao dados pela figura 6.4, enquanto os espectros gerados com essas funcoes

sao mostrados na figura 6.5.

0.25 T T
SHO3 ——
HBOG
SFR1 ——
i SFR2 — |
0.2 SFR3
0.15 i
S
3
01 i
0.05 -
O | | |
0 5 10 15 20

redshift z

Figura 6.4 - As taxas de formagao de estrelas dadas pelas equagoes 6.4 e 6.8.

Os calculos mostram que os espectros resultantes nao dependem de forma decisiva
da taxa de formagao estelar considerada. Ha duas principais razoes para tal com-
portamento: a primeira relaciona-se ao fato de que as fontes localizadas em redshifts
z 2 5 nao afetam significativamente (isto é, em vdrias ordens de grandeza) os es-
pectros resultantes; a segunda razao esta ligada ao fato de que as taxas de formagao

estelar sao notavelmente similares para z < 3.

E interessante estudar a influéncia da funcao distribuicao inicial das frequéncias sobre
os espectros. Como as distribuicoes para as separagoes orbitais e para as frequéncias
sao intimamente relacionadas, pode-se atingir tal objetivo manipulando a distri-
buicao das separacoes iniciais. Dessa forma, como exemplo, foi calculado o fundo
gerado por sistemas NSNS em orbitas circulares considerando os casos hipotéticos

onde, para o desvio-padrao ¢ na equacao dada por 4.8, foram dados os valores 20
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Figura 6.5 - Espectros gerados usando as taxas dadas por 6.4 e 6.8.

and /2. Os resultados sdo mostrados na figura 6.6. Nota-se que a distribui¢ao dos
semi-eixos maiores tem pequena influéncia sobre o espectro na regiao de frequéncias

mais baixas.

Como se pode notar, a forma do espectro depende fortemente de o. Caso este pa-
rametro seja aumentado, a amplitude do espectro se torna maior na regiao acima
de ~ 107*Hz, pois haverd mais sistemas emitindo; por outro lado, reduzindo-se o,
a amplitude sofre redugao na mesma regiao, pois havera quantidade menor de siste-
mas. Embora qualitativamente esses dois casos apresentem comportamentos faceis
de compreender, h& outra caracteristica que nao é obvia a primeira vista: para va-
lores de frequéncia abaixo de ~ 107*Hz, o efeito da variacao de o é desprezivel.
Tal comportamento pode ser explicado pela forma da distribuigao 4.11: para valores
muito menores do que ~ 10~*Hz a fracao de sistemas nao se altera significativamente
quando se varia o desvio-padrao o. O fato de a forma dos espectros nao depender
fortemente da distribuicao inicial dos periodos orbitais nessa regiao de frequéncias
baixas (frequéncias menores do que as minimas emitidas pelos sistemas) é uma ca-

racteristica bem conhecida no estudo dos fundos estocésticos.

Finalmente, conforme mencionado ao final da secao 5.1.1, foram gerados espectros

para sistemas NSNS em ¢érbitas circulares, obedecendo a distribuicao de periodos
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Figura 6.6 - Espectros calculados para o/2, o e 20

dada por f(P) = (Pupax — Puin) ! Particularmente, foram contemplados dois casos:
primeiramente, considerou-se Puin = 107s e Ppax = 10°s; no segundo caso foram
utilizados os valores Py, = 10% e Ppae = 10%s. Além disso, a fim de se observar a
influéncia da evolucao das frequéncias na determinacao dos fundos, foram gerados

também resultados onde tal evolugao nao é considerada nos calculos.

As curvas sao mostradas na figura 6.7, onde a legenda n.e. significa “sem evolugao”
e w.e. corresponde a “com evolugao”. Pode-se observar a influéncia da evolucao das
frequéncias sobre os espectros: estes sao prolongados na direcao das frequéncias mais
altas, até o valor maximo de 900Hz. Nota-se também que para frequéncias iniciais

mais elevadas (curvas azuis), as amplitudes dos fundos serdao mais altas.
6.2 Fundos em Coalescéncias para Orbitas Circulares

Os espectros gerados por sistemas binarios em coalescéncia dependem decisivamente
dos parametros orbitais dos sistemas. Como ficara claro, as principais diferencas no
estudo da coalescéncia para as trés familias de bindrias compactas sao o papel das

massas dos objetos. Assim, é necessario levar em consideracao a expressao mais geral
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Figura 6.7 - Espectros gerados por sistemas NSNS para uma distribuicao de periodos da
forma f(P) = (Pmax — Puin) . Foram considerados dois casos: Ppin = 107s
e Prax = 10%s; Pyin = 10%s e Pyax = 10%s. Para comparacio, foram tracadas
também as curvas onde os efeitos da evolugao das frequéncias nao foram
considerados. Aqui, n.e. e w.e. referem-se, respectivamente, a sem evolugdo e
com evolucao.

para dR dada por 5.2 e colocar 2.145 na forma:

BG = ///hfonted GBH(ml)GBH(mg)dmldmgdz (69)

Basicamente, a equacao 6.9 serd utilizada no célculo dos fundos em coalescéncias
para as trés familias de sistemas compactos. Entretanto, como se pode notar, as
variaveis e funcoes descritas assumirao diferentes valores para cada caso, assim 6.9
deve ser utilizada de formas diferentes para cada tipo de sistema. Por clareza, os

procedimentos para cada tipo de sistema serao apresentados separadamente.

Porém, antes de prosseguir, é importante frisar que os calculos dos fundos mostrados
aqui tém como funcao fornecer um exemplo de aplicacao do formalismo desenvolvido.
Na literatura existem métodos consagrados de se obter os fundos em coalescéncia, os
quais sao baseados, entre outras coisas, em dados observacionais bem estabelecidos.

Por exemplo, em Zhu et al. (2011) os autores obtiveram o espectro gerado pela
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coalescéncia de sistemas BHBH por meio de uma extrapolagao da taxa de formacao

inicial r,, tal que dR é dado por

dR = roe(z)(fi—‘:dz (6.10)

onde a evolucao da taxa de coalescéncia é representada pelo fator adimensional

normalizado e(z) = puc(2)/ps(0) com p,.(2) dado pela integral

o) = | 21 py (6.11)

1—|—Zf

A equagao 6.11 relaciona a taxa de formagao estelar p,(z) com a taxa de coalescéncia
de bindrias BHBH dada por P(t4), a qual representa também uma distribuigao de
probabilidades do tempo de retardo t4 (o tempo decorrido entre a formagao e a
coalescéncia). Além disso, z e zy em 6.11 representam, respectivamente, os redshifts

de coalescéncia e de formacao, os quais se relacionam a t; por
zZf dz/
tg = _ . 6.12
A= (12

E interessante notar que o método mostrado em Zhu et al. (2011) produz uma
expressao para dR cuja forma é semelhante a desenvolvida nesta tese. Isso se torna

mais claro se 5.2 for escrito na forma

p«(2f) dv av
dR= (A — VH(v,t,tg)— | dtg | —d 6.13
(NSNS/l_i_Zf{ (’/Ho)dt o7 Z ( )

tendo em mente as relacoes 4.7 e 5.21 e considerando, por simplicidade, o caso
de sistemas NSNS. Pode-se notar que o termo entre colchetes desempenha papel

semelhante a distribuigao P(t;) em 6.11.

Nesse contexto, a quantidade Axsns ¢ calculada como Ansns = 7oNsNS/Pxe(0) (WU
et al., 2011), onde 7, ngns € a taxa local de coalescéncia de sistemas NSNS e p, .(0)

¢ calculado por

dv

frc(0) = / %ZZ {H(u, t, to)%} iy (6.14)

Para os casos de sistemas BHNS e BHBH adota-se procedimento semelhante,
devendo-se substituir Ansns pela quantidade correspondente, conforme a discussao

subsequente a equagao 4.7.
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6.2.1 Coalescéncia para sistemas NSNS

Estrelas de néutrons, de acordo com as teorias de evolucao estelar (CARROLL; OS-
TLIE, 2007), possuem massas caracteristicas que se situam em uma estreita faixa de
valores em torno de 1.4My. Aqui sera considerado que todas as estrelas de néutrons
possuem massas de exatamente 1.4Mg, o que é ao mesmo tempo uma escolha rea-
lista e uma simplificagao. Por outro lado, sistemas NSNS sao caracterizados por uma
frequéncia especifica de coalescéncia que, de acordo com Poghosyan et al. (2004),
pode ser considerada como sendo ~ 900Hz. Rigorosamente, tal frequéncia seria a
maxima emitida por dado sistema imediatamente antes de entrar na fase de coa-
lescéncia propriamente dita; de fato, sistemas em coalescéncia apresentam um perfil
caracteristico de emissao, os quais requerem elementos de Relatividade Numérica em
seu estudo. Tal abordagem de sistemas coalescentes foge ao propdsito desta tese, de

forma que a utilizacao do valor 900Hz deve ser interpretada como uma aproximagao.

Embora haja apenas um valor para a frequéncia de coalescéncia, o espectro cobrira
uma larga faixa de frequéncias. Este comportamento é devido ao redshift cosmolo-
gico, dado que sistemas emitindo na mesma frequéncia mas situados em diferentes

redshifts gerarao sinais de diferentes frequéncias observadas, obedecendo a

Vem
obs = 6.15
Yob 1+2 ( )

onde v, é a frequéncia observada, v, é a frequéncia emitida, considerada aqui
como 900Hz, e z é o redshift. Nesse caso, como se esta considerando que zpy;, = 0
e Zmax = 20, as frequéncias observadas terao valores méaximos e minimos dados por

yiin — 492 86Hz e v22* = 900Hz, respectivamente.

Como todos os sistemas NSNS possuem mesmas massas e frequéncias de coales-
céncia, o calculo do espectro dependerd do redshift z. Entretanto, observando 6.15
percebe-se que haverd apenas um valor de frequéncia observada para cada valor de
redshift, o que exige a utilizacao de um artificio para se integrar 6.9. Inicialmente,

seja tal equacao reescrita como

) 1 zp+oz )
hBG = ; hfontedR (616)

p—02
onde dz << 1 e z, é o redshift correspondente a cada valor de frequéncia observada

Vobs POT meio de 6.15.
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A fim de se calcular 6.16, seja dR escrito como

dR
dR = WV(ZP)(S(Z — zp,)dz (6.17)

onde V' (z,) é o volume comdvel correspondente a z, e (z — z,) é a funcao delta de
Dirac. Assim, integrando-se 6.16 e levando em consideragao 6.17, fica-se com
1 dR
R = —hi e —— 1% 6.18
BG Vobs fonte dV (Zp) ( )

Zp,Vobs
A figura 6.8 mostra o espectro gerado através de 6.18.
Nota-se que o espectro situa-se abaixo do limiar de sensibilidade dos detectores con-

siderados, porém ¢ interessante investigar a possibilidade de deteccao via correlagao

cruzada para pares de detectores (veja segao 6.4.)

~

Snl/2 (HZ-UZ

10-28 |_ ] ] ] ]

v(HZz)
Figura 6.8 - Espectro gerado por sistemas NSNS em coalescéncia

6.2.2 Coalescéncia para sistemas BHNS

O célculo da coalescéncia de sistemas binarios formados por uma estrela de néutrons

e um buraco negro é mais complexo do que no caso de um sistema formado por
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duas estrelas de néutrons porque, como sera mostrado, a frequéncia de coalescéncia
depende da massa do buraco negro. Tal dependéncia é determinada supondo-se que
a coalescéncia ocorre quando a estrela de néutron atinge a minima orbita circular

estavel (ISCO) do buraco negro. Assim, de forma similar & 6.1, tem-se

B 1 G(mNS + mBH)
Veoales = %

(6.19)
7"f’sco

Substituindo 6.2 em 6.19 fica-se com

03 mys + MBH

Veoales = 6.20
=T 0rG2/216 md (6.20)

Assim, como os buracos negros podem assumir diferentes massas, a frequéncia de
coalescéncia assumira diferentes valores. Mais especificamente, como se estd con-
siderando que tais massas variem no intervalo entre 5My e 20My, as frequéncias
emitidas na coalescéncia terdo valores maximos e minimos dados por vmi" = 78.5Hz
e v = 2010Hz. Além disso, considerando 6.15 e 6.20, nota-se que para cada valor
de v, existirao faixas continuas de valores para z e mpy. Entretanto, 6.9 deve ser
integrada sobre z mas nao sobre mpy, desde que estas variaveis nao sao indepen-
dentes. Além disso, para um dado valor de v, precisa-se determinar os limites de

integracao. Isto pode ser definido por meio das relacoes

Umin
i = ] 6.21
: Vobs ( )
pmax
max = —— — 1 6.22
- Vobs ( )

Evidentemente, quando zyi, < 0 ou Zmae > 20, define-se zpnm = 0 € Zmaxe = 20,
respectivamente. Uma vez que tais limites estao definidos, a variavel mgy sob a

integral pode ser escrita em funcao de z por meio de 6.20 and 6.15.

Finalmente, lembrando que os buracos negros tém massas diferentes e usando os

limites para o redshift dados acima, 6.9 assume a forma
1 [rmax dR dV
W = - / h? ——ZGBH(mBH)dz (6.23)
O espectro gerado ¢ mostrado na figura 6.9.
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Figura 6.9 - Espectro gerado por sistemas BHNS em coalescéncia

Observando a figura 6.9, nota-se comportamento semelhante ao caso de sistemas
NSNS: o espectro nao atinge os limiares de sensibilidade dos detectores, embora a
utilizagao de correlacao cruzada para pares de E'T possa fornecer probabilidades de

deteccao.
6.2.3 Coalescéncia para sistemas BHBH

Das trés familias de sistemas binarios compactos, aqueles formados por dois buracos
negros sao 0s mais complexos para se analizar a coalescéncia pois ambos os compo-
nentes possuem massas que preechem uma larga faixa de valores e, como esperado,
as frequéncias de coalescéncia dependem fortemente desses valores. Particularmente,
a frequéncia de coalescéncia sera escrita em funcao das massas, de forma similar a

6.3:
e an? + bon + ¢

Veoales =
G aM

(6.24)

De acordo com 6.24, para cada valor da frequéncia havera um conjunto continuo
I valor ra as m my and moy que satisfazem uacao, indican

de pares de valores para as massas and e satisfazem a equacao, indicando

que para o calculo do espectro deve-se integrar sobre as massas. Obviamente essas

massas nao sao independentes, mas sao relacionadas por 6.24, tal que se deve integrar

88



apenas sobre uma das massas (ou sobre alguma variavel que parametrize tais massas,

conforme serd mostrado adiante.)

Como se pode observar, nao é possivel resolver 6.24 analiticamente para se obter uma
das massas em funcao da frequéncia e da outra massa, porém é possivel a utilizacao
de um artificio. Primeiramente, sejam mpgy, € mpy, (as quais serdao descritas como

my e mg) relacionadas por

onde a variavel k é maior ou igual a um. Substituindo 6.25 em 6.24 pode-se escrever

my e my em termos da frequéncia vepaes € do parametro k:

CS 1 a0k2 bo]{? Co
= k— 2
m1 G TV¢oales [(1 + k)5 + (14 k)° + 1+ k} (6.26)
o 03 1 a0k2 n bok’ n Co
e TlVeoales | (1 +k)°  (L+k)?® 14k

Por outro lado o problema de se determinar os valores maximos e minimos para
as massas ainda precisa ser resolvido. Observando 6.24 nota-se que, como primeira

aproximacao, pode-se escrever

03 Co

(6.27)

mi+mo R ———
G T Vcoales

ja que n < 1 para todos os valores de m; e my. Considerando my = My, = HMg
usa-se 6.27 para se estimar um primeiro valor para mgi; a seguir, toma-se este par
de valores e se calcula um primeiro valor para n; corrige-se entao o valor de m; por

meio de 5 )
¢ apn” + bon + co

G T Vcoales

(6.28)

my + mo &

Com este novo valor de mq, repete-se o processo descrito acima: recalcula-se 7 e
reutiliza-se 6.28, tendo em mente que este processo pode ser repetido um nimero
arbitrario de vezes para que se obtenha valores precisos para m;. No caso onde se
tem mq > Mpyax = 20Mg no final do processo, considera-se m; = Myax € 0S passos

descritos acima sao repetidos para se determinar ms.
Finalmente, com o par (mj, ms) em maos, calcula-se o valor méximo de k:
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m
Fmax = — (6.29)

ma
Agora, considerando que k varie de um a ky., em 6.26, obtém-se todos os valores

desejados para as massas.

Finalmente, é necessario considerar que, da mesma forma que no caso de sistemas
BHNS, havera uma faixa de valores de z para cada valor de v,,s. Entretanto, neste
caso para cada z (e cada Ven, consequentemente) havera um conjunto continuo de
pares (mj, msy) parametrizados por k. Assim, este fato leva a integracao sobre z e k.

Tem-se entao:

1 kmax Zmax dR dv
hia = > /1 / h?onteWEGBH(mBHl)GBH(mBH2)d‘de (6.30)

O espectro gerado por meio do célculo explicado acima é mostrado na figura 6.10.

~~

Snl/2 (HZ-l/Z

v(H2)

Figura 6.10 - Espectro gerado por sistemas BHBH em coalescéncia

Nota-se que o fundo gerado situa-se abaixo dos limiares de sensibilidade para todos os
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detectores considerados nesta tese, de forma que mesmo o uso de correlacao cruzada
para pares de ET e LIGO produziria baixos valores para a relagao sinal-ruido (veja
Secao 6.4).

6.2.4 Espectros em Termos de Qgw

Para melhor comparacao entre os fundos gerados aqui e alguns resultados encontra-
dos na literatura, os espectros gerados pela coalescéncia de sistemas NSNS, BHNS e
BHBH foram tracados em termos de Qgw (veja a equagao 3.4.) Assim, comparando
os espectros mostrados na figura 6.11 com os resultados encontrados, por exemplo,
em Zhu et al. (2011), Kowalska et al. (2013), Wu et al. (2011), nota-se que ha se-
melhanca nas formas e nas faixas de frequéncia. E importante destacar ainda que
quando os resultados gerados aqui sao comparados a outros presentes na literatura,
tais como os citados acima, os valores das amplitudes dos espectros podem se apre-
sentar mais altos ou mais baixos relativamente ao caso tomado para comparagao.
Tais diferencas podem ocorrer, entre outros fatores, em virtude da utilizagao de di-
ferentes funcoes distribuicao e de valores mais altos ou mais baixos para as taxas de

coalescéncia.

Por tltimo, é interessante mencionar que estes métodos e resultados referentes aos
espectros em coalescéncia sao descritos em um artigo que se encontra em fase final
de preparagao (EVANGELISTA; de ARAUJO, 2013b).

6.3 Fundos em Orbitas Elipticas

A principal diferenga que se pode observar quando se passa do estudo de sistemas
bindrios em Orbitas circulares para sistemas em Orbitas elipticas é a presenca de
harmonicos mais altos na radiagao gravitacional emitida. Para sistemas binarios em
orbitas circulares apenas um harmonico esta presente: o correspondente a radiacao
de quadrupolo, onde as ondas emitidas possuem frequéncias que sao o dobro da
frequéncia orbital do sistema. Por outro lado, quando as orbitas sao elipticas os
padroes de emissao sao mais complexos pois surgem harmonicos mais altos, e a
radiacao total emitida pelo sistema serda a soma de varios termos, cada um deles
possuindo uma frequéncia caracteristica que é miultipla da frequéncia orbital do

sistema.

Para o calculo do fundo envolvendo érbitas excéntricas pode-se utilizar um artificio
para aproveitar o método desenvolvido no estudo das dérbitas circulares: aplica-se a

técnica para cada harmonico separadamente, como se cada termo gerasse seu proprio
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Figura 6.11 - Espectro em termos de Qgw gerados pela coalescéncia de sistemas NSNS,
BHNS e BHBH

fundo. Esquematicamente, tem-se

1 dR(v = 2Uq)

hipa(V = 2wom) = ;/h?onte(V = 2Vorb)Tf(ﬁ)dSaW
1 dR =3 or

Bl = 30m) = [ il = 30) T gy acay
v av
1 dR(v = 4v,,

hipa(V = o) = ;/h?ome(v = 4Vorb)%f(€)d€dv

. dR(v = nuy,
Bl = n) = = [ 1l = ) SO ey

onde n representa o enésimo harmonico, v correspode a frequéncia observada, vy,
representa a frequéncia orbital do sistema, h3 (v = nvgm,) é a amplitude do espectro
para o n-ésimo harmonico, hgpte ¢ a amplitude da radiacao emitida por cada fonte
e dR/dV é a taxa de geragao de ondas gravitacionais por volume comével. E impor-
tante notar a presenca das distribuigoes das excentricidades orbitais f(g), as quais

foram descritas na secao 4.4. Aqui foi deixada evidente a dependéncia que as vérias
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grandezas tém em relacao a frequéncia orbital. Entao, para a obtencao do espectro
gerado por sistemas excéntricos, seria necessario apenas somar os n fundos esque-
matizados acima, porém tendo em mente que as amplitudes utilizadas terao uma
forma diferente da utilizada para sistemas em orbitas circulares. Pode-se defini-la a

partir da equacao 2.139, com o fluxo F' dado por

L
F—_
47 R?

onde R é a distancia de luminosidade e L é a luminosidade dada por 2.129. Assim,

(6.31)

substituindo 2.129 e 2.139 (tomando-se o cuidado de considerar a frequéncia orbital
ao invés da frequéncia emitida) em 6.31, obtém-se a expressao (HAWKING; ISRAEL,
1979)

M\*? /1M b\ 2/3
hromte = 1.2 1072 (MLQ) (V@) ( deC) (G22) " e (©632)

A diferenca entre os valores das constantes multiplicativas presentes em 5.1 e 6.32

ocorre porque em 6.32 ¢é utilizada a frequéncia orbital ao invés da frequéncia emi-
tida: a transformacao modificaria o valor da constante, reduzindo-a ao valor pre-
sente em 5.1. Além disso, conforme Hawking e Israel (1979), o célculo de 6.32 foi
feito baseando-se em valores médios e aproximagoes, o que poderia provocar peque-
nas diferengas entre os valores das constantes. No entanto, tais diferencas nao sao

relevantes, ja que em geral elas correspondem a um fator de no maximo ~ 4.

Os resultados para os dez primeiros harmoénicos sao mostrados nas figuras 6.12, 6.13
e 6.14; os espectros representando a soma dos harmonicos podem ser vistos nas
figuras 6.15, 6.16 e 6.17. Note ainda que, a titulo de comparacao, os espectros para

orbitas circulares foram inseridos nas figuras 6.15, 6.16 e 6.17.

Uma caracteristica que se pode observar nos graficos é a predominancia do segundo
harmonico nos trés casos. Tal caracteristica é consistente com o fato de as distribui-
¢oes das excentricidades usadas terem seus maximos em baixos valores de excentri-

cidade. Isso é percebido de maneira mais clara no caso de sistemas BHBH.

Comparando as curvas geradas pela soma dos harmonicos com os espectros para
sistemas em Orbita circular, notam-se pequenas diferencas tanto na forma quanto na
amplitude. Tal fato é justificado pela influéncia da distribuicao das excentricidades

sobre a expressao para os fundos. Com efeito, tais diferencas sao pequenas em virtude
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Figura 6.12 - Contribui¢ao de cada harmonico para o espectro de sistemas NSNS
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Figura 6.13 - Contribui¢ao de cada harmonico para o espectro de sistemas BHNS
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Figura 6.14 - Contribui¢ao de cada harmonico para o espectro de sistemas BHBH
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Figura 6.15 - Espectro gerado por sistemas NSNS excéntricos comparado ao respectivo
fundo para érbitas circulares.
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Figura 6.16 - Espectro gerado por sistemas BHNS excéntricos
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Figura 6.17 - Espectro gerado por sistemas BHBH excéntricos
fundo para érbitas circulares.
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de as excentricidades consideradas serem baixas, fazendo com que os resultados nao

se distanciem consideravelmente dos fundos gerados para orbitas circulares.

Como as excentricidades dadas por 4.16 e 4.17 sao baixas, torna-se interessante es-
tudar os casos onde os fundos sao gerados por uma populacao na qual os sistemas
apresentam excentricidades orbitais elevadas. Certamente tais espectros apresenta-
rao diferencas significativas quando comparados aqueles gerados por sistemas em
orbitas circulares. Tal comportamento é analisado em um artigo que se encontra
em fase de preparacao (EVANGELISTA; de ARAUJO, 2013c), onde sdo mostrados e
comparados os espectros obtidos para sistemas NSNS utilizando-se, em cada caso, a

fungao 4.17 e a distribuigao plana f(£) = (Emax — Emin) L cOM Emin = 0 € Eax = 0.9.
6.4 Correlagao Cruzada Para Pares de Detectores

Em muitos casos os espectros calculados estao abaixo dos limiares de sensibilidade
dos detectores interferométricos como os citados nesta tese. Entretanto, de acordo
com Michelson (1987), pode-se aumentar a probabilidade de detecgao por meio de
uma correlagdo de dois ou mais detectores (ALLEN; ROMANO, 1999; ALLEN, 1997).
Mais especificamente, serao considerados aqui a correlacao para pares de LIGO’s e
ET’s. A relagao sinal-ruido para tais correlagoes (dada pela equagao 3.3) foi calculada
para os espectros formados pelos sistemas em oOrbitas circulares, érbitas elipticas e
pelos sistemas em coalescéncia, considerando-se o tempo de integracao de 1 ano. Os

resultados podem ser vistos nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3.

Tabela 6.1 - Relagdo S/N para sistemas em 6rbitas circulares, considerando pares de de-
tectores e tempo de integracao de 1 ano.

Sistema Initial LIGO Enhanced LIGO Advanced LIGO ET

NSNS 3,1 x 1072 2,7 1,2 x 10* 1,6 x 10*
BHNS 5,6 x 1072 4,2 1,6 x 10" 3,1 x 10*
BHBH 2,0 x 1073 1,8 x 107! 6,9 x 107! 1,9 x 10

Observando os valores para a relacao sinal-ruido, percebe-se que o arranjo envolvendo
o ET seria o mais promissor no que diz respeito as chances de deteccao dos espectros.
Além disso, nota-se que os sistemas BHNS apresentam as maiores probabilidades
de terem seu espectro detectado por correlagao cruzada de detectores, tanto no
caso de oOrbitas circulares quanto no caso de érbitas elipticas. Igualmente, para os

fundos gerados pelas coalescéncias, os maiores valores da relacdo S/N seriam os
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Tabela 6.2 - Relagdo S/N para sistemas em drbitas elipticas, considerando pares de detec-
tores e tempo de integragao de 1 ano.

Sistema Initial LIGO Enhanced LIGO Advanced LIGO ET

NSNS  3,2x 1072 2,8 1,3 x 10* 1,7 x 10*
BHNS 6,0 x 1072 5,0 2,0 x 10 3,8 x 10*
BHBH 2,9 x 1073 2,7x 107! 9,0 x 107 2,0 x 103

Tabela 6.3 - Relagdo S/N para sistemas em coalescéncia, considerando pares de detectores
e tempo de integracao de 1 ano.

Sistema Initial LIGO Enhanced LIGO Advanced LIGO ET

NSNS  1,0x10°* 3,5 x 1073 6,3 x 1073 5,0 x 102
BHNS 4,8 x 107* 1,8 x 1072 3,4 x 1072 1,2 x 10°
BHBH 2,8 x107° 9,4 x107* 1,6 x 1073 6,4 x 10!

correspondentes a sistemas BHNS. Ainda em relagao aos sistemas em coalescéncia,
apenas a correlagao cruzada envolvendo o ET teria possibilidade de detectar tais

espectros.
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7 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Na literatura hé diversos exemplos de calculo de fundos estocasticos em ondas gravi-
tacionais gerados por sistemas binérios, porém tais métodos consideram a evolucao
temporal dos parametros orbitais de forma indireta ou simplificada, sendo comum
também que tal dependéncia seja desprezada. Dessa forma, a principal contribuicao
desta tese foi apresentar um novo método para o cédlculo dos fundos gerados por
sistemas binarios compactos durante as fases periddica e quase-periédica e que con-
sidera explicitamente tal dependéncia temporal. Além disso, tal método apresenta
a vantagem de ser computacionalmente simples e versatil, ja que as fungoes distri-
buicao e os parametros utilizados podem ser modificados de forma direta, sem a

necessidade de se modificar o formalismo.

Os resultados gerados para sistemas NSNS em oOrbitas circulares nao seriam rele-
vantes para os detectores eLISA, BBO, DECIGO e ALIGO, porém os fundos cor-
respondentes aos sistemas BHNS seriam marginalmente importantes para o ET na
regiao de frequéncias em torno de ~ 200Hz. Foi investigada também a detectabili-
dade de tais fundos por meio da correlacao de pares de detectores. Para sistemas
NSNS e BHNS, os arranjos envolvendo Enhanced LIGO’s, ALIGO’s e ET’s fornece-
riam S/N> 1; por outro lado, sistemas BHBH teriam S/N> 1 apenas para pares de
ET’s. E conveniente ainda lembrar que quando o ET se tornar operacional havera
provavelmente alguma configuracao avancada do detector Virgo, entao sera possivel
correlaciona-los. Tal correlagao seria em principio mais sensivel que pares de ALIGO,

permitindo a investigacao dos fundos estudados aqui.

Foram gerados espectros para sistemas em orbitas elipticas, onde foi analizado o
papel de cada harmoénico na composi¢ao da radiacao total emitida. Nos trés casos
nota-se a predominancia do segundo harmoénico (termo de quadrupolo), cujas am-
plitudes sao maiores do que as correspondentes aos terceiros harmonicos por um
fator ~ 10. Tal fato é justificado pela predominancia de baixas excentricidades nas
distribuicoes utilizadas. Como no caso de érbitas circulares, os espectros gerados
nao criariam fundos para os interferometros eLISA, BBO, DECIGO e ALIGO; j4 os
sinais gerados por sistemas NSNS e BHNS atingiriam o limiar de sensibilidade para
o ET na regiao 2 100Hz. Quanto a detectabilidade via correlacao cruzada de detec-
tores, os fundos gerados por sistemas NSNS e BHNS teriam S/N> 1 para pares de
ELIGO’s, ALIGO’s e ET’s; enquanto para sistemas BHBH teria-se S/N> 1 somente
para ET’s.

Foram investigados também os fundos gerados pelos sistemas compactos na fase
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de coalescéncia. Observando-se a figura 6.11, nota-se que os fundos gerados por
binarias BHNS teriam as maiores amplitudes, sendo o espectro correspondente aos
sistemas BHBH o de menor amplitude. A diferenca entre os dois casos é de ~ 10%; o
fundo devido a NSNS’s surge como um caso intermedidrio. Quanto a detectabilidade,
observa-se que os trés espectros situam-se abaixo das curvas de sensibilidade para os
detectores considerados. Particularmente, para o ET, tais fundos situam-se abaixo
do limiar por um fator ~ 10. No que se refere a correlacao cruzada, nota-se que
pares de ET’s poderiam em principio detectar tais fundos, uma vez que para os
trés casos tem-se S/N> 1. No entanto, deve-se ter em mente que as amplitudes
dos espectros gerados aqui sao mais elevadas por um fator ~ 10 quando estes sao
comparados com resultados encontrados na literatura. Tal diferenca sera investigada

em trabalhos futuros.

Foram realizados célculos envolvendo a utilizacao de diversas taxas de formacao
de estrelas, onde foi constatado que estas tém fraca influéncia sobre os espectros
gerados. Particularmente, observou-se diferenca méxima de uma ordem de grandeza
entre os fundos gerados dessa maneira. Foram utilizadas também versoes modificadas
da distribuicao de separacoes orbitais, as quais mostraram terem pouca influéncia

nas regioes de baixa frequéncia dos fundos.

Demonstrou-se ainda que a técnica desenvolvida nesta tese poderia ser adaptada ao
calculo de fundos galacticos e taxas de coalescéncia, fornecendo valores que estao
de acordo com resultados conhecidos na literatura. Tais resultados tiveram também

como funcao demonstrar a validade do método.
7.1 PERSPECTIVAS

O formalismo desenvolvido nesta tese pode ainda ser utilizado em trabalhos futuros,
entre os quais destaca-se o calculo das taxas de coalescéncia de sistemas binarios
compactos nas vizinhancgas da Galédxia. Com efeito, foi realizada uma primeira ten-
tativa nesse sentido, porém os calculos levaram a valores que estao em desacordo
com dados aceitos na literatura, como por exemplo Abadie et al. (2012). Assim,
refinar o método para que seja adequado ao calculo dessas taxas apresenta-se como

uma perspectiva interessante.

Por outro lado, o calculo dos fundos em coalescéncia poderia ser modificado de forma
a incluir uma parametrizagao com valores numéricos conhecidos, conforme a técnica

vista em Zhu et al. (2011) e mostrada na Se¢ao 6.2.
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Outra aplicacao interessante do método desenvolvido aqui seria a determinacao do

fundo estocéstico em ondas gravitacionais gerado por Massive Compact Halo Objects

(MACHOS).
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APENDICE A - O LIMITE NEWTONIANO

E possivel demonstrar que a equagao da geodésica 2.41 fornece uma expressao similar
a lei da gravitacao newtoniana 7 = —V®& quando se considera o caso de uma
particula se movendo com velocidade v < ¢ em um campo gravitacional fraco e
estacionario. Além disso pode-se usar essa semelhanca para se deduzir uma relagao

entre o tensor métrico g,, e o potencial gravitacional ®.

Se a velocidade da particula for suficientemente baixa as derivadas das coordenadas
espaciais (da! /dr,dx?/dr, dz®/dT) podem ser desprezadas em comparacao i derivada

da coordenada temporal dz®/dr, de modo que 2.41 se reduz a

d?x* dx0\ >
T () =0 A

onde ', é dado por 2.39. Usando 2.39 em A.1 e considerando x° = ct, obtém-se o

par de equacoes

&7 2 (9t \?oh
£ - (2 S (A.2)
dr? 2 \or/) Oz
d*t
— =0 A3
dr? (A-3)
onde foi utilizada a notagao 7= (x!, 23, 23) para as coordenadas espaciais.
Lembrando que 11 = 122 = 133 = —1 e eliminando o tempo proprio 7, o sistema
acima conduz a
P27 c?
dt2 - —§Vh00 (A4)
onde V = (9/0x')i + (8/0x2)] + (9/02)k.
A comparacao entre A.4 e a expressao newtoniana 7 = d27/ dt? = -V leva
naturalmente a relacao entre hgy e P:
29
hoo = — + constant (A.5)
c

No entanto, para grandes distancias da fonte a métrica deve se reduzir a de Min-

kowski, de forma que a constante em A.5 deve ser nula. Com isso em mente e

considerando ® = —G'M /r, tem-se para a componente tempo-tempo do tensor mé-
trico: oG M
goo =1—— (A.6)
c’r
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APENDICE B - POTENCIA IRRADIADA POR BINARIAS

Para que a equacao 2.124 forneca a poténcia gerada por sistemas bindrios, é con-
veniente em primeiro lugar determinda-la para o caso geral de um objeto de forma
arbitraria em rotacao. Assim, seja um referencial inercial dado pelas coordenadas
(21, 29, x3) e um referencial em rotagao em relagdo ao primeiro e fixo ao corpo cujas
coordenadas sdo dadas por (z7, Zy, 23). Os dois conjuntos de coordenadas relacionam-

se pelas transformacoes

’ / .
T1 = T COSWrotl — Ty SIN Wyt
r. ’
Tg = Xy SIN Wyotl + Ty COS Wyotl (B.1)

/
onde wyo; € a frequéncia de rotagao do corpo em relacao ao sistema inercial.

Seja agora o tensor de inércia calculado em relagao as coordenadas fixas ao corpo e

cujas componentes serao designadas por [;;:

I; = / v p(T )T (B.2)

A definicao deste tensor é importante por que as quantidades D;; em 2.124 serao
escritas em termos dele. Assim, por simplicidade considera-se a rotagao em torno
de um dos eixos principais do elipsdide de inércia tal que I13 = Io3 = 0. Além disso
pode-se também escolher z; e x;, ao longo dos dois outros eixos principais de inércia,

tal que I15 = 0. Considerando essas simplificacoes a componente D, fica
Dll = /xlxlp(7)d37 (B3)
Dy = /p(?l)dg’?/(x/ COS Wyotl — yl sin wyoit)? (B.4)
apos manipulacao algébrica tem-se
1 1
Dll = 5(111 + 122) + 5(111 — 122) COS QWrOtt (B5)

. , / . ~ .
onde considerou-se também que BT =BT para o tipo de transformacao conside-

rado, como o leitor pode verificar facilmente.
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O célculo das outras componentes é direto e serd apenas indicado:

S
Il
—

Dy = /Igp(?)d?’Y

1
Dy = 5(]11_]22)Sin2wrott

yp(T)d* T

1
(111 + 122) — 5([11 — 122) COS Qwrott

DN | —

D33 = /22p(7)d37
D33 = [33

Além disso tem-se D3 = Dy3 = 0, como pode ser demonstrado de forma direta

considerando-se as simplificagoes feitas até aqui. Agora o tensor D;; deve ser escrito

em funcao da frequéncia w de emissao das ondas gravitacionais. Isso pode ser feito

por meio de uma expansao em série de Fourier

de forma que

Dij =Y e ™ Dij(w)+ Y e Dij(—w)

Z e ™Dy (w) + Z e“' Dy (—w)

Z(cos wt — isinwt + coswt + isinwt)Dyg (w)

w

2 Z coswt D1y (w)

comparando com B.5 vé-se que

1
D11(2Wmt) = Z(IH - 122)
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Repetindo-se o raciocinio para a componente Dao(t) tem-se

D22(2Wrot) - _D11<2wr0t) (B17)

O célculo da componente Dis(t) é feito da mesma forma, porém tendo em mente

que neste caso tem-se uma fungao impar, de forma que Diy(w) = —D1o(—w). Assim,

1
D12(2wmt) = Z(IH - 122) (B-18)

Substituindo-se as componentes calculadas acima na expressao 2.124 e fazendo w =
2wrot, Obtém-se apds manipulagoes algébricas:
B 32GwS  I?e?

i (B.19)

P
5¢P

onde [ = Ill —’—122 € e = (Ill — _[22)/_[

A férmula para a poténcia irrariada por corpos (ou sistemas de corpos) em rotagao
dada por B.19 pode ser escrita para o caso particular de um sistema binario. Seja
entao um sistema formado por dois corpos de massas m e M girando em torno de seu

centro de massa (conforme figura B.1). Escolhe-se um sistema de coordenadas fixo

-

CM

Figura B.1 - Esquema de um sistema binédrio de massas M e m e centro de massa CM

ao sistema e cuja origem esteja sobre o centro de massa. Além disso as coordenadas

sao definidas de tal forma que as posicoes das massas sao dadas por

m : (r1=r1,22=0,23 =0) (B.20)
M (271 = —T9,T9y = 0,563 = O) (B21)
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O tensor de inércia para esse sistema é calculado por
]z'j = /d?’?xzxj[m&)’(? - ?1) + M(53(7 + ?2)] (B22)

onde as massas sao consideradas como pontos materiais. Além disso, em razao da
escolha do sistema de coordenadas, apenas a componente [1; é diferente de zero e

vale
]11 :m|7>1|2+M|72|2 (B23)

como pode ser deduzido diretamente de B.22.

Fisicamente é interessante colocar a expressao B.23 em termos somente da separagao
r entre os corpos e de suas massas. Isso é feito com o auxilio das equagoes para a

separacao orbital e para o centro de massa do sistema:

mry — Mry
= — = B.24
oM m+ M ( )

r o= 71+7y (B.25)
Considerando rcy = 0 e substituindo r; e r5 em B.23 chega-se a
Iy = pr? (B.26)
onde pr = mM/(m + M) é a massa reduzida do sistema.

Finalmente, a substituicao de B.23 em B.19 leva a

_ 32GWS , p*rt

P
5¢P

(B.27)
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APENDICE C - EVOLUCAO TEMPORAL DA FREQUENCIA

A partir da férmula para a poténcia 2.127 é possivel derivar a equacao que descreve
a evolucao temporal da frequéncia orbital do sistema. Inicialmente se escreve 2.127

em funcao apenas da distancia orbital por meio da terceira lei de Kepler

2 _ Gl +ma)

Worb = 3 (C.1)
levando a JE 3904
= 55,5 (muma)’ (ma + ms) (C.2)
Agora é possivel determinar a taxa de variacao temporal da frequéncia como
dwor,  dworn ﬁ dFE (C.3)

dt — dr dE dt

onde dr/dE é obtida da expressao para a energia total do sistema dada por C.4

E= —G";;mg (C.4)
e dwey,/dr é calculada por meio de C.1.
Assim, fazendo-se as substitui¢oes tem-se
dwer, — 96mymy [G7(my + my)?3 1/2
dt  bed { ril } (€.5)

Para se resolver a equacao diferencial C.5, deve-se escrever r em funcao de wey
por meio de C.1 e integrar-se por separacao de variaveis. Dessa forma, apds as

manipulacoes algébricas, fica-se com
w’ b t/
orb  _11/3
/ W | dwer, = K / dt (C.6)
w’ t!
orb,0 0
onde K é uma constante dada por

96
K= %GB/?)(W’M +m2)_1/3 (C?)

Finalmente, a integracao fornece:

_ _ 8
e 8/3—§K(t—t0). (C.8)

orb orb,0
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Finalmente, é possivel escrever C.8 em termos da frequéncia da radiacao emitida v,

a qual se relaciona a wq,y, por

Weorhy, = TV (C.9)
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APENDICE D - O FUNDO GALACTICO

Como teste adicional para o método desenvolvido e também para fornecer uma vali-
dacao, ja que os resultados obtidos aqui podem ser comparados a outros trabalhos,
foi feita uma estimativa para o espectro em ondas gravitacionais gerado por binéarias

de estrelas de néutrons Galacticas.

Inicialmente consideram-se as equacgoes 2.145 e 5.1, porém sem levar em consideracao
os termos cosmolégicos. Com efeito, para z = 0 a distancia de luminosidade ¢ igual
a distancia geométrica e a integral em 2.145 é calculada sobre o volume da Galéaxia

ao invés do volume comével. Além disso, o termo dR/dV é calculado para z = 0.

Por outro lado, para que se defina a forma especifica para o volume da Galéxia,
seguiu-se Nelemans et al. (2004), onde os autores consideraram como modelo galdc-
tico um disco de espessura =~ 300pc e raio igual a 19kpc e um bojo esférico de raio

igual a 3kpc. Dessa forma os elementos de volume sao dados por

AVgisco = 2mrdrdz (D.1)
para um disco cilindrico de altura e raio dados respectivamente por z e r e

AViojo = Anr3dr (D.2)

para o bojo esférico de raio r. Portanto 2.145 assume a forma:

( / h?ontedvdiSCO‘f' / h?ontedVbOJb) (D-3)
2=0

O préximo passo seria o calculo das integrais em D.3 mas, seguindo o exposto em

, _1an
BG ™ dv

Nissanke et al. (2012), pode-se simplificar essa tarefa considerando-se um valor cons-
tante tipico para r. Especificamente, os autores consideraram r = 5kpc. De fato, o

valor exato das integrais nao desempenha um efeito consideravel sobre o espectro.

Assim, fazendo-se os calculos acima para o caso dos sistemas binarios galdcticos de

estrelas de néutrons, tem-se o espectro mostrado na figura D.1:

Nota-se que o espectro apresenta amplitudes mais altas quando comparado aos fun-
dos cosmolégicos, especialmente nas regioes de baixa frequéncia. Este comporta-
mento pode ser explicado pelo fato de nao se ter levado em consideracao a contri-

buicao das fontes galdcticas no calculo dos fundos cosmolégicos. Além disso, compa-
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Figura D.1 - Espectro galactico gerado por sistemas NSNS.

rando esse resultado a trabalhos relavantes na literatura, tais como Hils et al. (1990)

e Timpano et al. (2006), pode-se notar boa concordancia.
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