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À FAPESP, pelo apoio financeiro, sem o qual o trabalho seria inviabilizado.





RESUMO

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein nos diz que as ondas gravitacionais po-
dem excitar os modos quadrupolares de vibração de corpos elásticos. Utilizando-se deste
conceito, alguns detectores de ondas gravitacionais de massa ressonante estão sendo con-
trúıdos ou em desenvolvimento. Um deles é o Mario Schenberg. Este instrumento consiste
de uma esfera suspensa por isolantes vibracionais e mantida sob temperaturas criogê-
nicas (∼ 4.2 K no primeiro estágio). Transdutores eletro-mecânicos (paramétricos) são
acoplados à superf́ıcie da esfera a fim de monitorarem os modos quadrupolares (além
dos monopolares). Neste trabalho apresentamos um modelo computacional/matemático
o qual estamos desenvolvendo através da adoção de uma teoria elástica linear. Deste
modelo, obtemos as freqüências de ressonância do sistema acoplado. Este sistema utiliza
6 transdutores de dois modos radiais, os quais são dispostos seguindo a configuração do
Icosaedro Truncado. Utilizando-se desta configuração, obtemos um total de 17 modos
de ressonância (5 da esfera e 12 dos transdutores) cujas freqüências encontram-se entre
3.17− 3.24 kHz. Resolvemos a equação de movimento do sistema, simulamos o compor-
tamento do detector e extráımos os dados de sáıda. Também, resolvemos o problema
inverso e encontramos (numericamente) a função de transferência do instrumento (filtro
inverso). Quando os rúıdos habituais (térmico,“backaction”, de série, etc) são adicionados
ao sistema, encontramos uma banda de sensibilidade de ∼ 70 Hz. O detector apresenta
h ∼ 10−21 Hz1/2 centrados em 3206.3 Hz. Constrúımos um código computacional para
determinar a direção e as polarizações da onda (solução do problema inverso) em tempo
real (enquanto os dados vão sendo adquiridos), para o caso com altas razões sinal-rúıdo.
O filtro digital utilizado é um passa-banda simples, porém a aplicação de outros filtros,
como os filtros de correlação (“matched filters”), também foi avaliada. Os “dados” usados
nos testes do código eram simulados, contendo tanto sinal de uma fonte como rúıdo ins-
trumental. As fontes de rúıdos do detector incluem o rúıdo térmico da antena, o “back
action”, os rúıdos de fase e de série e o rúıdo térmico das massas acopladas dos trans-
dutores. O rúıdo simulado leva em conta todas estas fontes de rúıdo e o acoplamento
antena-transdutores. A função de transferência fo calculada para a antena esférica quando
seis trasndutores paramétricos de dois modos estão acoplados. Finalmente, fomos capa-
zes de checar a que distância o detector Schenberg detectaria uma fonte correspondente
a um filro de correlação espećıfico. Aqui, apresentamos os resultados destas simulações.





SIMULING THE RESPONSE OF THE MARIO
SCHENBERG DETECTOR TO GRAVITATIONAL WAVES

FROM ASTROPHYSICAL SOURCES

ABSTRACT

Einstein’s General Relativity tells us that gravitational waves can excite quadrupolar nor-
mal modes of elastic bodies. By using this concept, some ressonant gravitational wave
detectors are under construction or development. One of them is the Mario Schenberg.
That instrument consists on a sphere raised by vibrational isolators and kept under cryo-
genic temperatures (∼ 4.2 K at first step). Eletro-mechanical transducer (parametric) are
coupled on the sphere surface for monitoring its quadrupolar (even monopolar) modes.
In this work we show a computational/mathematical model which we have been deve-
loping by adopting a linear elastic theory. From that model we obtained the ressonance
frequencies of the whole coupled system. Such a system uses six 2-mode transducers and
follows Truncated Icosahedron arrangement. By following this configuration we obtai-
ned overall 17 ressonant modes (5 from the sphere and 12 from the set of transducers)
such frequencies is between 3.17 − 3.24 kHz. We solved the movement equation of such
a system. We simulated the detector behavoir and extracted its output data. We also
solved the inverse problem and found the transfer function of this instrument (inverse
filter). When usual noises (thermal,backaction, series, etc) are added we found a ∼ 70 Hz
bandwidth. The detector presents h ∼ 10−21 Hz−1/2 centered in 3206.3 Hz. We have built
a computer code for determining the source direction and the wave polarization (solution
of the inverse problem) in real time acquisition for strong signal-to-noise ratio cases. The
digital filter used is a simple bandpass filter, but we tried also some matched filters,
which work as well. The “data” used for testing our code were simulated, they had both
the source signal and detector noise. The detector noise includes the antenna thermal,
back action, phase noise, series noise, and thermal from transducer coupled masses. The
simulated noise takes into account all these noises and the antenna-transducers model.
The detector transfer function was calculated for a spherical antenna with six two-mode
parametric transducers. Finally, we were able to check up to what distance Schenberg
would detect some sources for which we had the matched filter designed. Here we present
the results of these simulations.





Toda a nossa ciência, comparada com a realidade, é primitiva e infantil e,
no entanto, é a coisa mais preciosa que temos.

(Albert Einstein, 1879-1955)





SUMÁRIO

Pág.

LISTA DE FIGURAS

LISTA DE TABELAS
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CAPÍTULO 4 – MODELO MATEMÁTICO DO DETECTOR ESFÉ-
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5.12 Máscara de ganho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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4.2 Valores dos Parâmetros do Sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81





CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Desde que Albert Einstein propôs a Teoria da Relatividade Geral (TRG), em 1916, ela

tem sido submetida a testes e em todos os que já foram realizados obteve êxito. Einstein

mostrou que a existência da radiação gravitacional é uma conseqüência direta de sua

teoria. Assim, quando estiverem operando em seus limites de sensibilidade, os detectores

de ondas gravitacionais estarão, mais uma vez, testando sua validade. Porêm, mais do

que testar a Relatividade Geral, a detecção de ondas gravitacionais abrirá as portas para

uma nova perspectiva no estudo do Universo, algo como um novo sentido, que ajudará

a entendê-lo melhor.

A radiação gravitacional é gerada em regiões com campos gravitacionais intensos e dinâ-

micos. Esta caracteŕıstica descreve a natureza da gravidade em seu extremo, testando as

previsões da teoria de gravitação de Einstein e fornece informações sobre estas fontes que

não poderiam ser obtidas de outra forma. Em contraste às ondas eletromagnéticas da

astronomia convencional, que emanam da incoerente superposição das emissões de car-

gas individuais aceleradas, as ondas gravitacionais resultam de um coerente movimento

da matéria. Além disso, devido ao fato das ondas gravitacionais interegirem fracamente

com a matéria, elas são capazes de “atravessarem” a mais densa matéria que as pro-

duz. Por outro lado, as ondas eletromagnética emergentes desta matéria são fortemente

espalhadas e atenuadas pela reabsorção. Em outras palavras, enquanto as ondas eletro-

magnéticas oferecem uma impressão superficial (da superf́ıcie de último espalhamento)

das fontes astronomicas, as ondas gravitacionais provém do interior (altamente denso)

destes objetos.

Entre os novos “insights” (tanto para a F́ısica quanto para a Astrof́ısica) que o estudo

das ondas gravitacionais pode trazer, temos:

• a confirmação direta da existência de buracos negros, inclusive um teste do

Teorema Fundamental do Buraco Negro Sem Cabelo (“no-hair theorem”)1;

• testes da relatividade geral sob condições de campo extremamente fortes;

• medida da velocidade de propagação do gráviton;

• informações detalhadas sobre as propriedades das estrelas de neutrons, inclu-

1O teorema que diz que o campo gravitacional de um buraco negro é inteiramente determinado
somente pela sua massa, momento angular e carga elétrica (se existir)
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sive sobre suas equações de estado;

• informações sobre os estágios primordiais de evolução do Universo através da

medida de ondas gravitacionais emitidas naquela época;

• estudos da fusão de galáxias através da observação dos buracos negros mas-

sivos coalescentes em seus centros;

• etc.

As ondas gravitacionais são perturbações na curvatura local do espaço-tempo, que vi-

ajam pelo espaço-tempo à velocidade da luz e excitam os modos normais de oscilação

quadrupolares de corpos elásticos, por onde passam. O monitoramento destas excita-

ções torna posśıvel a detecção direta de ondas gravitacionais, e, consequentemente, a

obtenção de informações sobre fontes astrof́ısicas emissoras de radiação gravitacional.

Os instrumentos desenvolvidos com tal função são conhecidos como detectores de ondas

gravitacionais.

Os primeiros detectores de ondas gravitacionais, com forma ciĺındrica, ou de “barras”,

foram constrúıdos nos anos 60. Desde então, muitos avanços têm sido obtidos e a sensi-

bilidade dos instrumentos, que estão sendo desenvolvidos, estão atingindo os patamares

exigidos (previstos) para se captar sinais gerados por eventos astrof́ısicos. A idéia de

se construir detectores esféricos ultracriogênicos tem ganhado adeptos, entre os quais

destaca-se o grupo brasileiro Gráviton, que trabalha na construção de seu primeiro pro-

tótipo, o detector Mario Schenberg. Instrumentos com as caracteŕısticas do Schenberg

representam a próxima geração de detectores por massa ressonante.

Um único detector esférico será capaz de determinar tanto a direção quanto as compo-

nentes tensoriais de uma onda gravitacional incidente. Porém, a construção do detector

e monitoramento dos dados, que dele podem ser obtidos, apresentam dificuldades ineren-

tes. O número de modos normais que acoplam fortemente com uma onda gravitacional

(cinco, contra apenas um apresentado pelas barras) aumenta a complexidade do sistema,

quando comparado com os detectores ciĺındricos. A necessidade de que sejam acoplados

pelo menos cinco ressonadores secundários à superf́ıcie da esfera para monitorar as osci-

lações normais, gera um sistema com pelo menos uma dezena de osciladores harmônicos

acoplados entre si. Tais osciladores interrelacionam-se de maneira complexa, motivo pelo

qual a forma com que estas relações acontecem merece um estudo detalhado.

O objetivo central deste trabalho é a elaboração de um modelo matemático, com a

finalidade de simular o comportamento mecânico do Detector de Ondas Gravitacionais
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Mario Schenberg frente à excitação causada pela passagem de uma onda gravitacional.

Deste modelo, pretendemos extrair dados e iniciar o processos de análise. Apresentamos

um método para, a partir dos dados, extrair informações de interesse astrof́ısico.

Este trabalho faz, também, uma rápida revisão dos conceitos fundamentais que permeiam

a radiação gravitacional e a sua detecção, a qual compreende os dois primeiros caṕıtulos.

Dando ińıcio a esta revisão, a derivação da equação de onda, a partir das equações de

campo de Einstein, os processos geradores de ondas gravitacionais e seus efeitos sobre a

matéria são apresentados no Caṕıtulo 2. As caracteŕısticas das principais fontes astrof́ı-

sicas de radiação gravitacional encontradas na literatura são revistas no Caṕıtulo 3. O

caṕıtulo apresenta um apanhado de informações básicas sobre estas fontes, com a finali-

dade de fornecer uma noção da sensibilidade que os detectores de ondas gravitacionais

devem atingir, para obterem sucesso. Detalhes maiores sobre estas fontes e seus processos

peculiares de geração de radiação gravitacional podem ser encontrados na bibliografia

referenciada. O caṕıtulo apresenta, ainda, os conceitos básicos que envolvem a detecção

de ondas gravitacionais pelos instrumentos que estão sendo projetados.

O escopo principal deste trabalho envolve a utilização e adaptação de técnicas, desenvolvi-

das ao longo das últimas décadas, e destinadas, especificamente, à resolução do problema

do detector esférico. Uma descrição detalhada da técnica utilizada para a elaboração do

modelo matemático utilizado na resolução do problema proposto, é apresentada no Ca-

ṕıtulo 4. E, finalmente, no Caṕıtulo 5, o método que desenvolvemos para a solução do

problema inverso e o tratamento inicial dos dados, que serão obtidos pelo detector de

ondas gravitacionais Mario Schenberg.
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CAPÍTULO 2

RADIAÇÃO GRAVITACIONAL

Os primeiros ensaios sobre a possibilidade de existência da radiação gravitacional foram

feitos por Heaviside, em forma de um apêndice, no seu livro “Electromagnetic Theory”,

publicado em 1893. Uma década depois, outras duas publicações abordaram o assunto,

uma em 1900, assinada por H. A. Lorentz, e outra de 1905, de autoria de H. Poincaré

[1]. Porém, a primeira derivação da equação de onda gravitacional a ter expressão na

comunidade cient́ıfica foi apresentada à Academia Prussiana de Ciências (Berlim), em

junho de 1916, por Albert Einstein, o qual assinou uma segunda publicação sobre o

mesmo tema em janeiro de 1918.

Publicado alguns meses depois de sua Teoria da Relatividade Geral, o primeiro artigo

de Einstein sobre radiação gravitacional restringia-se à emissão de ondas gravitacionais

fracas (e linearizadas), que se propagariam em um espaço-tempo plano. O segundo tra-

tava da derivação quadrupolar da radiação gravitacional [2, 3]. Nos anos seguintes, Weyl

e Eddington refinariam o trabalho inicial de Einstein [4, 5].

2.1 Radiação Gravitacional

Na Relatividade Geral, a métrica gµν descreve o campo gravitacional como curvatura

do espaço-tempo. Tal métrica se relaciona com o tensor energia-momento Tµν por meio

de equações diferenciais de segunda ordem. Estas são representadas pelas chamadas

Equações de Campo de Einstein1 e dadas pela equação tensorial [2]

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.1)

Nas Equação 2.1, Rµν e R = gρσRρσ denotam, respectivamente, o tensor e o escalar

de Ricci2, G representa a constante de gravitação universal e c, a velocidade da luz no

vácuo.

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) tende, no limite, à Gravitação Newtoniana,

quando o campo gravitacional é fraco e estático (constante no tempo) e as part́ıculas

imersas neste campo movem-se lentamente (v � c). Na ausência de gravidade, o espaço-

1Considerando-se a constante cosmológica Λ = 0 , em Rµν − 1
2gµνR− Λgµν = Tµν .

2É aplicada aqui a convenção de soma de Einstein, onde R = gρσRρσ =
∑

ρ,σ gρσRρσ.
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tempo é plano e caracterizado pela métrica de Minkowski

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (2.2)

Contudo, podemos supor uma situação menos restritiva, em que o campo gravitacional

é fraco, mas não estático, ou seja, pode variar com o tempo. Assim, o tensor gµν pode

ser escrito como uma deformação na métrica de Minkowski, assumindo a forma gµν =

ηµν + hµν , sendo que a deformação hµν possui componentes numericamente pequenas

(|hµν | � 1). Assim, o cálculo do tensor de Ricci toma a forma

Rµν ≈
∂

∂xν
Γλ

λµ −
∂

∂xλ
Γλ

µν , (2.3)

é simplificado, uma vez que a conexão afim apresentará a forma Γλ
µν = 1

2
ηλρ(hρν,µ +

hρµ,ν − hµν,ρ) +O(h2) 3. Sendo |h| � 1, o termo O(h2) pode ser ignorado e a equação de

campo é linearizada.

O fato da equação de campo apresentar o termo gµν

2
induz a definição de um h̄µν , tal que

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh, (2.4)

sendo h = hρ
ρ = ηλρhλρ. Esta representação simplificará a expressão final e facilitará os

cálculos. Além disto, uma forma mais compacta da equação de campo pode ser obtida

eliminando-se as ambiguidades, através da aplicação da condição (“gauge”) de Lorentz,

h̄µν
,ν = 0. Tais transformações não alteram as soluções da Equação 2.1, ou seja, os

campos são invariantes sob tais transformações, mantendo suas caracteŕısticas inerentes.

Portanto, a utilização das mesmas não altera os resultados f́ısicos. A Equação 2.1 assume,

assim, a forma

�2h̄µν = −16πG

c4
Tµν , (2.5)

ou, no vácuo, onde Tµν = 0, tem-se

�2h̄µν = 0, (2.6)

onde �2 = − ∂2

c2∂t2
+∇2 é o operador D’Alambertiano.

3Usamos a notação hµν
,ρ ≡ ∂hµν

∂xρ
.
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As Equações 2.5 e 2.6 representam equações tensoriais de onda, cujas soluções têm a

forma h̄µν(t) = Aµνe
ik(z−ct). Tal onda propaga-se em uma direção qualquer z, com a

velocidade c, freqüência angular ω = kc e número de onda k. A estas soluções ondulatórias

das Equações de Campo de Einstein dá-se o nome de ondas gravitacionais.

Podemos observar que as próprias Equações de Campo apresentam caracteŕısticas aná-

logas a um oscilador harmônico, pois definindo-se o tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR, (2.7)

podemos reescrever a Equação 2.1 como

Tµν =
c4

8πG
Gµν . (2.8)

Tal representação (Equação 2.8) remete a uma comparação com a Lei de Hooke, P = Eh,

onde P , E e h representam, respectivamente, a pressão aplicada, o módulo de elasticidade

do meio e a deformação linear. Por analogia, o tensor momento-energia representa a

pressão aplicada sobre o espaço-tempo, a constante que multiplica o tensor de Einsten

representa a rigidez do espaço-tempo e, finalmente, o tensor de Einstein representa a

deformação sofrida pelo espaço-tempo (curvatura). Assim, percebe-se que o espaço-tempo

não é infinitamente ŕıgido, como propõe a F́ısica Newtoniana, mas sim extremamente

ŕıgido (log E ≈ 42,7, no SI). Logo, durante a passagem de uma onda gravitacional a

estrutura do espaço-tempo oscila segundo a perturbação na métrica hµν(t).

2.2 Polarizações de uma Onda Gravitacional

A fim de analisar o comportamento da onda é conveniente a escolha de um referencial

(ct′, x′, y′, z′), no qual um dos eixos coincida com a direção de propagação da onda. A

adoção deste referencial simplifica a análise do tensor perturbação hµν e possibilita que

o tensor perturbação torne-se transverso e sem traço (TT, de “transverse and traceless”),

ou seja, a direção da oscilação evidencia-se perpendicular ao vetor da onda, tem ação nula

no eixo do tempo e a amplitude da oscilação alterna-se nos demais eixos perpendiculares.

Para se obter a forma TT para a perturbação é necessário que se defina um tensor Pµν ,

que atuará como um operador de projeção, o qual é expresso como [6]

Pµν = ηµν − nµnν . (2.9)

Tal operador projeta vetores em um plano ortogonal ao vetor unitário nµ, que por sua

vez, também é escolhido de forma que sua direção coincida com a direção de propagação
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da onda. Fazendo com que esta coincida com a direção z do sistema de referência da

onda, tem-se

n0 = 0 , nj =
kj

ω
. (2.10)

Então, as componentes transversais hµν são projetadas no plano da frente de onda por

Pµν e a forma TT da perturbação é obtida pela relação

hTT
µν = P ρ

µP σ
ν hρσ −

1

2
PµνP

ρσhρσ, (2.11)

cuja representação matricial é

[h̄TT
µν ] =


0 0 0 0

0 hxx hxy 0

0 hyx −hyy 0

0 0 0 0

 . (2.12)

Ao adotar-se esta configuração, o tensor de Riemann assume a forma

Ri0j0 = −1

2
hTT

ij,00, (2.13)

ou, em particular,

Rx0x0 = −Ry0y0 = −1

2
ḧ+

(
t− z

c

)
, (2.14a)

Rx0y0 = Ry0x0 = −1

2
ḧ×

(
t− z

c

)
, (2.14b)

onde hxx = −hyy ≡ h+ = A+e−i[ω(t−z/c)+φ+] e hxy = hyx ≡ h× = A×e−i[ω(t−z/c)+φ×] são

as amplitudes dos estados independentes de polarização da onda gravitacional. A estes

chamaremos + (“mais”) e × (“xis”), sendo que φ+ e φ× representam os ângulos de fase

respectivos.

Uma onda gravitacional não tem efeito sobre um único ponto, já que representa per-

turbações na métrica, ou seja, na forma como se mede a distância entre dois pontos.

Portanto, a perturbação não gera acelerações absolutas, somente acelerações relativas.

Então, é necessário utilizar-se de um sistema não-puntual, como por exemplo, de um

ćırculo de massas de teste, para mostrar o efeito de cada uma das polarizações. O efeito

de uma onda gravitacional com polarização + sobre um ćırculo formado por massas de

teste é fazer com que o mesmo seja deformado em uma elipse que oscila entre as direções

x e y, de acordo com a fase da onda. É o que é apresentado na Figura 2.1. A polarização

× tem um efeito similar, mas apresenta um ângulo de 45◦ em relação aos eixos x e y.
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FIGURA 2.1 – Efeitos das polarizações h+ e h× sobre um ćırculo de testes. A direção
da propagação da onda é perpendicular e saindo do plano do papel (ao
longo do eixo z).

Se tomarmos o caso da radiação eletromagnética, este ângulo é de 90◦. O campo eletro-

magnético também possui dois estados de polarização independentes descritos no plano,

cada qual invariante sob uma rotação ϑ = 360◦ no plano xy e sua quantização baseia-se

no fóton, uma part́ıcula com massa nula e spin S = 1 (S = 360◦/ϑ). Analogamente, os

estados de polarização da radiação gravitacional são invariantes sob uma rotação de 180◦

no plano xy (Figura 2.1). Então, a part́ıcula a ele associada4, que também possui massa

nula, possui spin 2.

2.3 Geração de Radiação Gravitacional

Similarmente à radiação eletromagnética, a radiação gravitacional também é produzida

por “cargas” aceleradas, sendo que, no caso gravitacional, as “cargas” são dadas pelas

massas. Ao considerar-se um sistema gerador de ondas gravitacionais, para um obser-

vador localizado em um ponto longe o suficiente do mesmo, a Equação 2.5 apresenta

soluções com a forma

hµν(t) =
4G

rc4

∫
Tµν

(
t− r

c

)
d3x, (2.15)

onde r é a distância entre o ponto onde deseja-se estimar hµν e a fonte geradora da

radiação gravitacional, xµ é o sistema de referências adotado e o termo
(
t− r

c

)
denota

o tempo retardado [6]. Ao admitir-se que a fonte possui densidade de repouso ρ0 e é

não-relativ́ıstica (v � c), obtém-se, por uma aproximação Newtoniana, que

T00 ≈ ρ0c
2 + ρ0

v2

2
(2.16a)

e

Tij ≈ ρ0vivj. (2.16b)

4Apesar de não ter sido detectado (ainda) e nem quantizado, analogias com o campo eletromagnético
geram esta “evidência teórica” sobre a existência de um bóson associado ao campo gravitacional – o
gráviton.
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Supondo que as acelerações relativas internas do sistema são pequenas, torna-se válida,

também, a aproximação

∂2

∂t2

(∫
T00xixjd

3x

)
≈ 2c2

∫
Tijd

3x. (2.17)

Então, neste caso,

hij(t) =
2G

rc4

∂2

∂t2

(∫
ρ0xixjd

3x

)
, (2.18)

onde o termo entre parênteses é definido como o momento quadrupolar Iij da densidade

de energia da fonte.

Quando se opta por adotar a forma TT é necessário, para que seja mantida a consistência

das relações, que o momento quadrupolar siga o mesmo padrão. Para tanto, pode-se,

inicialmente, tomar o momento quadrupolar reduzido, definido por

I–ij =

∫
T00(xixj − δijx

2
k)d

3x. (2.19)

Supondo um vetor d transverso à direção r que liga o observador à fonte, definido como

dT
i ≡ Pijdj, pode ser obtida a forma TT do momento quadrupolar, expressa como

ITT
ij = PilPjmI–lm −

PijPlmI–lm

2
. (2.20)

E, portanto,

hij(t) =
2G

rc4
ÏTT
ij

(
t− r

c

)
. (2.21)

Uma onda gravitacional carrega energia que é utilizada para deformar o espaço-tempo.

Então, a Equação 2.8 deve ser modificada quando há a presença de radiação gravitacional,

no vácuo (Tµν = 0), assumindo a forma

Gµν −
8πG

c4
tµν = 0. (2.22)

onde tµν corresponde ao tensor momento-energia carregado pela onda gravitacional, que,

por sua vez pode ser representado segundo seu termo espacial

tµν = − c4

8πG
GOG

µν . (2.23)

onde GOG
µν refere-se a contribuição da deformação causada pela onda à curvatura da

métrica local. Calculando o valor do tensor tµν , através das expressões 2.3, 2.7 e 2.23,
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obtém-se

tµν =
c2

16πG
〈ḣ2

+ + ḣ2
×〉. (2.24)

E, o fluxo de energia é dado por F = ct00, chega-se a [6]

FOG =
c3

16πG
〈ḣ2

+ + ḣ2
×〉, (2.25a)

ou

FOG =
c3

32πG
〈ḣTT

ij ḣTT
ij 〉 =

G

8πr2c5
〈
...
I

TT
ij

...
I

TT
ij 〉. (2.25b)

A Equação 2.25b indica que se
...
I ij 6= 0 haverá fluxo de radiação gravitacional, sendo esta

a condição necessária e suficiente para que um sistema f́ısico emita ondas gravitacionais.

De 2.25b pode-se deduzir a luminosidade isotrópica da fonte, chegando-se a

LOG = r2

∫
FOGdΩ =

1

5

G

c5
〈
...
I

TT
ij

...
I

TT
ij 〉. (2.26)

Como exemplo da geração de radiação gravitacional, pode-se supor um sistema composto

por duas massas pontuais, M1 e M2, em órbita circular com raio a, uma em torno da

outra, sendo a1 e a2 as distâncias respectivas entre as massas e o centro de massa (0) do

sistema, como mostra a Figura 2.2. Tem-se que M1a1 = M2a2 = µa, onde a = a1 + a2 e

µ = M1M2

M1+M2
, a massa reduzida do sistema, e que M1a

2
1 + M2a

2
2 = µa2. Então,

I–xx = −I–yy =
1

2
µa2 cos(2φ) + constante (2.27a)

I–xy = I–yx =
1

2
µa2 sin(2φ) + constante (2.27b)

I–zz = 0 (2.27c)

onde φ = ωorbt, sendo ωorb a velocidade angular orbital. Substituindo-se as Equações

2.27 em 2.26, obtém-se

LOG =
32

5

G

c5
ω6

orbµ
2a4. (2.28)

É fácil perceber que o fator G
c5

torna um valor numérico para a luminosidade, no espectro

gravitacional, bastante reduzido (log G
c5
≈ −52, 6, no SI). Contudo, é posśıvel mostrar

que sob condições especiais, esta emissão pode ter um valor expressivo. Pode-se supor

um sistema cujas dimensões estejam próximas ao raio de Schwarzchild,

rSch ≈
2GM

c2
→ M ≈ rSchc

2

2G
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FIGURA 2.2 – Sistema binário emissor de ondas gravitacionais.

como, por exemplo, tomando a = 2rSch. Fazendo µ = M/2 e ω = v/rSch, a Equação 2.28

fica

LOG ≈ 32

5

c5

G

(v

c

)6

. (2.29)

Nota-se que sistemas com caracteŕısticas semelhantes às sugeridas para obter-se 2.29

fazem com que o fator, que outrora reduzia a luminosidade, seja invertido. Desta forma,

fontes cujas dimensões aproximem-se de seus raios gravitacionais (rSch) convertem uma

quantidade considerável de energia em forma de energia gravitacional. Uma visão mais

detalhada dos sistemas astrof́ısicos com estas caracteŕısticas será apresentada no Caṕıtulo

3.

2.4 Interação da Onda Gravitational com a Matéria

Uma onda gravitacional deforma o espaço-tempo e, para isto, fornece energia para o

mesmo. Quando uma onda gravitacional passa, ela produz um campo de densidade de

forças fj sobre um determinado material, localizado em uma posição xj, excitando seus

modos quadrupolares. Este campo é representado pela expressão

fOG
j =

1

2
ρ
∑

j

∂2hij

∂t2
xj, (2.30)

onde ρ é a densidade do meio através do qual passa a onda gravitacional.

Tais forças estão relacionadas ao efeito de maré causado pela onda gravitacional, cujo

campo de acelerações referente às polarizações é mostrado na Figura 2.3.
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FIGURA 2.3 – Campo de acelerações nas polarizações + e ×.

Pode-se representar este campo de densidade de forças como um gradiente de um poten-

cial escalar, Φ(x, t), assumindo a forma

fOG
i (x, t) = ∇iΦ(x, t) = ∇i

(∑
j,k

1

4
ρxjḧjk(t)xk

)
. (2.31)

A Equação 2.31 mostra que existe uma dependência espacial quadrática entre o campo

de força gravitacional e o potencial escalar. Uma alternativa para contornar as dificul-

dades na resolução do problema, decorrentes desta dependência, é a utilização de uma

representação adequada, onde a mesma possa ser separada em partes radiais e angula-

res. A decomposição em harmônicos esféricos aparece com uma solução conveniente. O

produto pode ser expresso em termos de harmônicos esféricos Ylm de ordem l e grau m.

Sendo que apenas os harmônicos esféricos com l = 0 e l ≥ 2 - que representam os modos

monopolares, quadrupolares, octopolares, etc - podem ser excitados por uma onda gra-

vitacional em qualquer que seja a teoria métrica de gravitação considerada [7]. A Teoria

da Relatividade Geral (TRG) prevê que somente os modos multipolares, a partir dos

quadrupolares, são excitados5 por ondas gravitacionais. Neste trabalho, a atenção será

voltada aos modos quadrupolares, uma vez que, na TRG, os modos de ordem l > 2

contribuem com uma parcela de energia menor que duas ordens de magnitude [8].

Aos harmônicos esféricos quadrupolares são associados m = −2, . . . , 2 modos normais de

oscilação, os quais são denotados por Y2m(θ, φ). Tais harmônicos esféricos são representa-

dos por números complexos [9] mas, quando convenientemente combinados (mantendo a

ortogonalidade entre os mesmos), conduzem aos harmônicos esféricos reais. Para facilitar

a notação, a partir de agora representaremos Y2m(θ, φ) simplesmente por Ym(θ, φ), com

m = 1, . . . , 5, uma vez que analisaremos apenas os efeitos quadrupolares (l = 2) de uma

5Devido à Lei de Conservação do Momento e ao fato de não existirem massas negativas, não existem
monopolo nem dipolo gravitacional.
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onda gravitacional.

As expressões para os harmônicos esféricos reais, bem como as combinações necessárias

para obtê-los encontram-se na Tabela 2.1, nos sistemas de coordenadas cartesianas e

esféricas.

TABELA 2.1 – Expressões para os harmônicos esféricos reais Ym.
Harmônico
Esférico Ym

Dependência linear
em Y2m

Coordenadas
Cartesianas

Coordenadas
Esféricas

Y1

√
1
2
(Y22 + Y2−2)

√
15
16π

(x2−y2)
r2

√
15
16π

sin2 θ cos 2φ

Y2

√
1
2
i(Y2−2 − Y22)

√
15
16π

2xy
r2

√
15
16π

sin2 θ sin 2φ

Y3

√
1
2
i(Y21 + Y2−1)

√
15
16π

2yz
r2

√
15
16π

sin 2θ sin φ

Y4

√
1
2
(Y2−1 − Y21)

√
15
16π

2xy
r2

√
15
16π

sin 2θ cos φ

Y5 Y20

√
15
16π

(3z2−r2)

r2
√

3

√
15
16π

(3 cos2 θ−1)√
3

É natural procurar por uma expressão alternativa para representar o potencial escalar

em um dado sistema de referências em termos desta expansão angular, a fim de projetá-

lo nos harmônicos esféricos. Podemos, desta forma, representar o potencial escalar (em

coordenadas esféricas) como

Φ(r, θ, φ, t) =

√
π

15
ρr2
∑
m

ḧm(t)Ym(θ, φ), (2.32)

onde hm(t) representa as amplitudes das deformações projetadas nos harmônicos esféricos

Ym (ou, simplesmente, amplitudes esféricas), e r, a distância ao centro do sistema de

referência. A escolha deste sistema de referências arbitrário possibilita a realização desta

projeção.

2.5 Projeção da Forma Transversa e sem Traço em um Sistema

de Referência Arbitrário

Como visto anteriormente, uma onda gravitacional passante gera uma perturbação na

métrica hµν(t), que possui, no referencial da onda, uma forma transversa e sem traço,

representada pela Equação 2.12. Esta expressão pode ser reescrita na forma matricial
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como

H′(t) ≡ hij(t) =

 h+(t) h×(t) 0

h×(t) −h+(t) 0

0 0 0

 , (2.33)

uma vez que a componente temporal da métrica não sofre deformação pela passagem de

uma onda gravitacional (independente do referencial inercial adotado), ela pode ser bem

representada apenas pelas componentes espaciais.

A transformação da perturbação na métrica, para um sistema de referência arbitraria-

mente escolhido, é realizada por uma rotação apropriada dos eixos de referência. Optamos

por realizar esta transformação através da convenção y para os ângulos de Euler [9].

FIGURA 2.4 – Convenção y dos ângulos de Euler.

A Figura 2.4 mostra esta convenção, sendo β, o ângulo entre os eixos z e z′, α, o ângulo

entre o eixo x′ e a a projeção do eixo z sobre o plano ξ′ e, finalmente, γ, o ângulo entre

o eixo y e a reta de intersecção entre os dois planos. O sistema de referência primado

representa o referencial da onda. As polarizações atuam sobre o plano ξ′ e a direção de

propagação da onda coincide com o eixo z′.
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A transformação entre os sistemas de referência será, então, dada pela matriz

R =

 cos γ cos β cos α− sin γ sin α cos γ cos β sin α + sin γ cos α − cos γ sin β

− sin γ cos β cos α− cos γ sin α − sin γ cos β sin α + cos γ cos α sin γ sin β

sin β cos α sin β sin α cos β

 .

(2.34)

A matriz R é ortogonal e pode ser considerada uma matriz de rotação. Portanto, a matriz

R rotaciona o plano da onda para o referencial através da operação

H(t) = RH′(t)RT =


h1(t)− 1√

3
h5(t) h2(t) h4(t)

h2(t) −h1(t)− 1√
3
h5(t) h3(t)

h4(t) h3(t)
2√
3
h5(t)

 , (2.35)

onde RT é a transposta de R e a matriz H(t) tem como componentes as amplitudes

hm(t) relativas aos harmônicos esféricos Ym.

Podemos ajustar o sistema de referências não-primado de tal forma que α = 0, assim, as

amplitudes esféricas podem ser expressas como

h1(t) = h+(t)
1

2
(1 + cos2 β) cos 2γ + h×(t) cos β sin 2γ, (2.36a)

h2(t) = −h+(t)
1

2
(1 + cos2 β) sin 2γ + h×(t) cos β cos 2γ, (2.36b)

h3(t) = −h+(t)
1

2
sin 2β sin γ + h×(t) sin β cos γ, (2.36c)

h4(t) = h+(t)
1

2
sin 2β cos γ + h×(t) sin β sin γ, (2.36d)

h5(t) = h+(t)
1

2

√
3 sin2 β. (2.36e)

Estenderemos a discussão sobre os efeitos de projeção das amplitudes no Caṕıtulo 5.
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CAPÍTULO 3

FONTES ASTROFÍSICAS E

DETECTORES DE RADIAÇÃO GRAVITACIONAL

Alguns sistemas astrof́ısicos aparecem como fortes candidatos a serem observados no

espectro das ondas gravitacionais, por possúırem as caracteŕısticas mencionadas na Seção

2.3 Tais fontes são caracterizadas basicamente pela amplitude h nas duas polarizações

(h2 = h2
++h2

×) e pelo fluxo FOG detectado na Terra, ou ainda pela luminosidade LOG, que

denota a taxa de energia que o sistema converte em radiação gravitacional. Presumindo-

se uma fonte que irradia ondas gravitacionais isotropicamente, obtém-se a relação

LOG = 4πr2FOG. (3.1)

E, por sua vez o fluxo de radiação gravitacional que banha um detector alojado em um

laboratório situado na Terra é dado por [10]

FOG ≈ 30

(
f

103 Hz

)2(
h

10−20

)2

Wm−2. (3.2)

Eventos ocorridos a distâncias mais próximas que o centro do aglomerado de galáxias de

Virgo, que correspondam a h ∼ 10−21, e na freqüência de 1 kHz, apresentam um fluxo

aproximado de 0,3 Wm−2. Isto corresponde a cerca de 1020 vezes o fluxo apresentado por

fontes astrof́ısicas t́ıpicas em rádio [11]. Porém, verifica-se que somente eventos de curta

duração podem liberar energia suficiente para atingir tais valores. Assim, mostra-se útil

uma classificação para as fontes astrof́ısicas de radiação gravitacional baseada em seus

comportamentos temporais. Elas costumam ser classificadas em três grupos distintos,

que implicarão métodos diferenciados de processamento e extração do sinal.

O primeiro grupo abrange as fontes impulsivas ou abruptas, ou ainda sinais

“bursts”, e ocupa uma larga região do espectro das ondas gravitacionais. Seus repre-

sentantes caracterizam-se pela curta duração dos eventos geradores de radiação gravi-

tacional, e por possúırem poucos ciclos coerentes. Este grupo envolve eventos como a

coalescência de sistemas binários formados por objetos compactos e a formação de bu-

racos negros e estrelas de nêutrons através de supernovas.

O segundo grupo é composto pelas chamadas fontes de banda fina, ou de sinais

cont́ınuos, ou ainda denominadas fontes periódicas. Este grupo inclui estrelas de

nêutrons axi-assimétricas (não simétricas axialmente), em particular pulsares com altas
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taxas de rotação, estrelas de nêutrons que estão acretando matéria, e sistemas binários

distantes da coalescência. Normalmente, estas fontes apresentam-se mais fracas do que as

impulsivas, porém, a possibilidade de se integrar o sinal ao longo do tempo apresenta-se

como uma vantagem, no que diz respeito a extração de sinal do rúıdo.

O terceiro grupo é composto pelo “stochastic background”, ou fontes estocásticas.

Estes sinais são provenientes, por exemplo, do efeito integrado de fontes periódicas fracas

em nossa Galáxia, de sinais impulsivos oriundos de grandes distâncias, ou ainda, de pro-

cessos cosmológicos ocorridos nos primeiros instantes do Universo. Caracterizam-se por

uma distribuição aleatória de sinais, cuja extração do sinal imerso no rúıdo instrumental

de um detector é extremamente laboriosa.

Neste caṕıtulo serão descritas algumas fontes representativas de cada um dos três grupos.

3.1 Fontes Impulsivas ou Abruptas

Este grupo de fontes pode ser subdivido em duas classes: normais, que apresentam um

hTT
ij nulo antes do evento e seu valor retorna a zero após o término do mesmo, e com

memória, quando hTT
ij é inicialmente nulo, e, após o evento, mantém um valor constante

não-nulo ∆hTT
ij .

Uma fonte impulsiva tem freqüência caracteŕıstica, fc, dependente do tempo de duração,

τc, do fenômeno gerador, dada por

fc =
1

2πτc

, (3.3)

e que representa a frequência onde ocorre o pico na distribuição espectral. A amplitude

caracteŕıstica, hc, que se refere à amplitude da onda que banha um detector, na freqüên-

cia fc, pode ser estimada ao considerar-se que o “pulso” é aproximadamente gaussiano,

obtendo-se [12]

hc ' 2,7× 10−20

(
∆EOG

M�c2

) 1
2
(

1 kHz

fc

) 1
2
(

10 Mpc

r

)
, (3.4)

onde 10 Mpc representa a distância ao Aglomerado de Galáxias Virgo (assumindo, H0 =

100 kms−1Mpc−1 para a constante de Hubble), e ∆EOG a energia convertida em radiação

gravitacional.

Os valores tanto da quantidade de energia emitida em forma de ondas gravitacionais

quanto da frequência caracteŕıstica dependem de propriedades inerentes ao sistema. Por-
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tanto, diferentes tipos de eventos astrof́ısicos preenchem diferentes regiões do espectro,

cada um deles com diferentes formas de onda. Então, faz-se necessária uma rápida ex-

planação sobre os mais importantes candidatos à detecção, pertencentes a este grupo, e

suas caracteŕısticas fundamentais.

3.1.1 Supernova

Acredita-se, com um alto grau de confiança, que uma supernova do tipo II seja prove-

niente do colapso gravitacional de estrelas massivas e evolúıdas em objetos compactos

como uma estrela de nêutrons ou um buraco negro. O núcleo (se ele for suficientemente

assimétrico) tem massa dinâmica suficiente para ser uma fonte de radiação gravitacio-

nal. Contudo, os processos f́ısicos do colapso à formação de um objeto compacto não são

totalmente conhecidos. Observações deste tipo de evento em nossa galáxia, aliada aos

neutrinos e sinais ópticos podem acrescentar entendimento dos processos envolvidos no

colapso.

Supernovas do tipo I, por sua vez, são decorrentes de explosões nucleares ocorridas na

superf́ıcie de uma estrela anã branca em um sistema binário, sobre a qual a companheira

deposita material, sendo que a anã branca pode, ou não, colapsar para uma estrela de

nêutrons.

Porém, ambos os eventos são raros. A taxa de ocorrência observacional destes eventos

em nossa galáxia é de uma do tipo I e uma do tipo II a cada 30 − 40 anos. Enquanto

que, se a distância de rastreio é ampliada ao aglomerado de Virgo, a taxa de ocorrência

destes eventos sobe para uma por ano (eventos/ano ∝ r3).

A energia máxima que pode ser liberada por uma supernova é

∆EOG = 0,3Mc2, (3.5)

mas, normalmente, apenas uma pequena fração desta energia é emitida em ondas gra-

vitacionais durante e pouco tempo após o colapso. E, mesmo que a maior parte desta

energia seja convertida em radiação gravitacional, a Equação 3.4 prevê resultados como

hc ∼ 10−22 para r ∼ 10 Mpc [13, 14]. Isto mostra que mesmo eventos desta natureza pro-

duzem ondas com amplitudes bastante pequenas, minimizando as chances de detecção.

Um indicador de detectabilidade destes fenômenos – mais importante que a quantidade

de energia irradiada em forma de ondas gravitacionais – é a razão sinal-rúıdo, dada por

S

N
=

hc

hN(fc)
, (3.6)
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onde hN(fc) corresponde à amplitude do rúıdo na freqüência fc. Portanto, ao reduzir-

se o valor de hN(fc) a ńıveis menores que hc torna-se posśıvel a detecção de ondas

gravitacionais oriundas de fontes distantes.

Ruffini e Wheeler listaram alguns dos processos que contribuem para a geração de radia-

ção gravitacional em uma supernova [15]

a) A implosão inicial da estrela deve ser assimétrica, quanto maior o coeficiente

de assimetria maior será o momento quadrupolar da fonte;

b) Fragmentação do núcleo em grandes pedaços devido à rotação e ao alto grau

de achatamento durante o colapso. O achatamento, decorrente de um colapso

assimétrico, pode excitar os modos da estrela de nêutrons, ou do buraco negro

formado a partir da supernova;

c) Órbitas subseqüentes de um pedaço em torno do outro. Fragmentos orbitando

entre si geram um valor ∆hTT
ij 6= 0, caracterizando um sinal impulsivo com

memória;

d) Coalescência e colisão dos pedaços, criando uma cadeia de eventos e fazendo

com que mais momento angular seja carregado para fora do sistema pelas

ondas gravitacionais;

e) O surgimento de estrela(s) de nêutrons fora do núcleo ou nos pedaços.

Considerando uma estrela de nêutrons recém-formada com alta taxa de rotação, e mo-

delada como um elipsóide axi-assimétrico, Lai e Shapiro mostraram que a amplitude

caracteŕıstica da onda gravitacional durante a evolução de um esferóide de Maclaurin

para um elipsóide de Dedekind é dada (com 20% de precisão) por

hc ∼ 1,8× 10−22

(
10 Mpc

R

)(
M

10M�

) 3
4 ( r

10 km

)
f

1
2 , (3.7)

sendo R e M o raio e a massa da estrela, respectivamente, e r a distância entre a fonte

e o detector [16].Durante o colapso gravitacional podem ocorrer instabilidades dinâmicas axi-assimétricas

que acarretam deformações na estrela recém-formada, achatando-a e fazendo com que

esta perca massa e momento angular. Tais instabilidades afetam os modos e±2iφ, cha-

mados de “modos barra”, que são comumente parametrizados por β ≡ K/|U |, onde K

e U representam, respectivamente, a energia cinética de rotação e a energia potencial

gravitacional [17]. Modelos que utilizam βi & 0,28 mostram que (4− 21)% e (14− 62)%
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TABELA 3.1 – Amplitude máxima e frequência caracteŕıstica da onda gravitacional ge-
rada pelos modos barra em estrelas de nêutrons recém-formadas, para
dois valores representativos dos raios equatoriais.

Req 10 km 20 km

max|h|VL (5− 6)× 10−19 (2− 3)× 10−19

max|h|GL (8− 9)× 10−21 (4− 5)× 10−21

max|h|AV (4− 5)× 10−22 (2− 3)× 10−22

fc (Hz) (3000− 3500) (1100− 1300)

A massa do núcleo adotada é M = 1, 4M�. As amplitudes máximas são
obtidas através da consideração de fontes localizadas na Via Láctea (VL),
no Grupo Local (GL) e no Aglomerado de Virgo (AV). Os limites inferior e
superior devem-se aos valores adotados para o parâmetro de energia inicial
βi ∼ 0,28 e βi ∼ 0,34, respectivamente.

FONTE: Houser (1994).

da massa e do momento angular, respectivamente, podem ser expelidos pelo(s) braço(s)

espiral(is) [18]. Tanto a duração do evento quanto a amplitude e a freqüência caracte-

ŕıstica do sinal gravitacional são senśıveis ao parâmetro βi. Em objetos com freqüências

de rotação elevadas, é esperado que durante a fase elipsoidal jacobiana, a amplitude

caracteŕıstica pode ser estimada por

hc ∼ 2,7× 10−20

(
10 Mpc

R

)(
M

1,4M�

) 3
4 ( r

10 km

)
f−

1
5 . (3.8)

Como pode ser percebido pela análise da Tabela 3.1 e pela Equação 3.8, supernovas que

resultam em estrelas de nêutrons com altas taxas de rotação podem aparecer como fontes

intensas de radiação gravitacional. Mas, como foi apresentado no ińıcio desta seção, estes

eventos raramente ocorrem nos limites de nossa galáxia. Então, para que alguns destes

eventos possam ser detectados no decorrer de um ano, a sensibilidade dos detectores

atuais deve atingir h . 10−22.

Levando-se em conta que os colapsos gravitacionais podem também formar buracos

negros, o tempo de duração destes eventos pode ser estimado com mais precisão.

Assumindo-se que o tempo caracteŕıstico, associado à emissão de radiação gravitacional,

é dado pelo tempo que a onda gravitacional leva para viajar uma distância d = 2rSch,

em uma região com um campo gravitacional intenso, obtém-se

τc ≡
d

c
=

4GM

c3
. (3.9)
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A Equação 3.9 implica (por 3.3) que ondas gravitacionais produzidas neste tipo de evento

devem ter frequência caracteŕıstica

fc =
c3

8πGM
∼ 1,3× 104

(
M�

M

)
. (3.10)

Assim, buracos negros com massas M . M� devem irradiar energia gravitacional em

freqüências na faixa de kiloHertz.

A amplitude caracteŕıstica da onda gravitacional emitida no colapso gerador de um

buraco negro também depende de quão assimétrico é o colapso. Mas, tanto o grau de

assimetria quanto a freqüência de ocorrência deste tipo de colapso não são completamente

conhecidos. Estima-se que a taxa de formação de buracos negros com baixa massa é de,

aproximadamente, 1/3 da taxa de formação de estrela de nêutrons. Assim, colapsos que

gerem buracos negros com massa da ordem de 106M� só têm ocorrência prevista em

núcleos galácticos e a uma taxa de poucos por ano dentro do Universo observado. Já a

amplitude caracteŕıstica pode ser estimada por

hc ∼ 5× 10−21

(
1 kHz

fc

)(
10 Mpc

r

)( ε

10−3

) 1
2
, (3.11)

onde ε = ∆EOG/M�c2 é a eficiência da conversão de energia em radiação gravitacional.

Para colapsos axissimétricos, o valor de ε provavelmente não excede 7 × 10−4. Então,

colapsos ocorridos nos limites do aglomerado de Virgo apresentariam uma amplitude da

ordem de 10−21 na Terra.

Por ser imposśıvel se obter informações após o colapso através do espectro eletromag-

nético (a menos da existência de disco de acresção), o que se sabe destes objetos é

puramente teórico. O advento da astrof́ısica de ondas gravitacionais poderá trazer infor-

mações jamais obtidas sobre tais objetos.

3.1.2 Espiralação e Coalescência de Objetos Compactos

Existem inúmeros sistemas binários espalhados nas variadas escalas do Universo. Alguns

destes sistemas devem ser formados por objetos compactos como estrelas de nêutrons e

buracos negros. E, se seus componentes estiverem bastante próximos um do outro, o sis-

tema coalescerá “rapidamente”por perder energia pela emissão de radiação gravitacional.

Isto foi provado por Taylor e Hulse, quando utilizaram-se da emissão de ondas gravita-

cionais para explicar o decaimento do peŕıodo orbital do pulsar binário PSR1913+16

[19]. Este pulsar, estudado desde 1975, apresenta uma taxa de decaimento do peŕıodo
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FIGURA 3.1 – Medidas do atraso de fase do pulsar PSR1913+16. A linha curva repre-
senta a previsão da Relatividade Geral.
FONTE: Weisberg e Taylor (2004).

orbital consistente com as predições da Teoria da Relatividade Geral, para a emissão de

ondas gravitacionais dτ/dt = −2,4× 10−12. Segundo esta taxa de decaimento, o sistema

irá coalescer daqui a 3,5 × 108 anos. A Figura 3.1 mostra o decaimento do peŕıodo da

órbita expressa pelo atraso de fase acumulado em segundos. A linha curva refere-se ao

previsto pelo Relatividade Geral, e a linha horizontal corresponde ao atraso nulo.

As observações do pulsar binário PSR1913+16 forneceram informações sem precedentes

sobre as ondas gravitacionais. Os parâmetros orbitais do sistema binário, incluindo as

massas do pulsar e de sua companheira, puderam ser determinados. Outras interessantes

aplicações dos dados têm também sido exploradas, como por exemplo, a determinação

do limite superior para a densidade de energia de um fundo de ondas gravitacionais de

freqüência muito baixa.

Sistemas binários compactos emitem ondas gravitacionais periódicas, cujas freqüências

varrem o espectro até atingirem seus valores máximos quando estão próximos à coales-

cência, sendo [12, 20]
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FIGURA 3.2 – Forma de onda da coalescência de um sistema binário formado por estre-
las de nêutron, onde D representa o momento de quadrupolo reduzido.
Na linha fina assume-se uma viscosidade cinética νc = 1

2
(M/r)1/2 . Na

linha pontilhada, consideram-se massas pontuais.
FONTE: Ju (2000).

• fmax ' 1 kHz para estrelas de neutrons;

• fmax '
10 kHz

M1/M�
para buracos negros com massas M1.

Já a amplitude carateŕıstica da onda na fase de espiralação é

hc ∼ 4,1× 10−22

(
µ

M�

)(
100 Mpc

r

)(
100 Hz

fc

) 1
6

, (3.12)

onde M e µ são, respectivamente, a massa total e a massa reduzida do sistema.

Lai e Shapiro mostraram que a interação gravitacional entre duas estrelas de nêutrons

pode causar instabilidades hidrodinâmicas, que aceleram significativamente a coalescên-

cia dos objetos quando estes se encontram suficientemente próximos um do outro [16].

O modelo, que leva em conta a hidrodinâmica dissipativa do sistema, prevê redução no

tempo de coalescência e aumento da amplitude h em sistemas com viscosidade não-nula,

como mostra a Figura 3.2 [10].

A taxa de ocorrência deste tipo de sistema é muito pequena. Uma estimativa mais oti-

mista foi apresentada por Tutukov e por Yamaoka (1993). Utilizando-se de modelos de
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evolução estelar, mostraram que a taxa a uma distância de 200 Mpc gira em torno de

100/ano [21, 22].

3.1.3 Queda de Estrelas e Pequenos Buracos Negros no Interior de Buracos

Negros Supermassivos

Observações recentes dão ind́ıcios da existência de buracos negros supermassivos (M ≥
106M�) no centro das galáxias. Um exemplo provável é NGC 3115, cujos sinais observaci-

onais sugerem a existência de um buraco negro com massa M ∼ 2×109M� no seu interior

[23]. Existe, portanto, a possibilidade de que os mesmos sofram acresção de matéria, au-

mentando suas dimensões em escalas de tempo da ordem de 108 anos. Alguns objetos

podem orbitar próximos o suficiente, a tal ponto de transferirem matéria, ou mesmo

podem mergulhar dentro dos buracos negros, ou ainda serem espalhados pela forte ace-

leração do campo gravitacional (efeito catapulta). Em um raio r ∼ 10 Mpc temos uma

probabilidade considerável de que existam galáxias que apresentem estas caracteŕısticas.

A forma de onda emitida por uma estrela ou um pequeno buraco negro que“ricocheteia”,

ou mergulha em um buraco negro supermassivo pode ser modelada com bastante precisão

utilizando-se formalismo de perturbação. A freqüência e a amplitude caracteŕıstica da

onda gerada, segundo este modelo, são dadas, respectivamente, por

fc '
1

20M1

=

(
108M�

M1

)
× 10−4 Hz (3.13)

e

hc '
M2

2r
= 2× 10−21

(
M2

M�

)(
10 Mpc

r

)
, (3.14)

onde M1 é a massa do buraco negro supermassivo e M2 é a massa do corpo em queda.

3.2 Fontes Periódicas

As ondas gravitacionais originárias de sistemas periódicos são caracterizadas pelo con-

junto discreto de freqüências (∆f pequeno). Como exemplos de fontes periódicas pode-

mos citar estrelas de nêutrons axi-assimétricas (especialmente pulsares com peŕıodos de

rotação na faixa de milissegundos) e sistemas binários distantes da coalescência.

3.2.1 Pulsares de Milissegundos

Um pulsar axi-assimétrico emite radiação gravitacional em duas vezes sua freqüência de

rotação (fc = 2forb). Se o pulsar estiver precessionando, então ele pode estar emitindo

tanto na freqüência de rotação como no seu dobro.
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Os pulsares de milissegundos são caracterizados pela alta taxa de rotação e pelo baixo

campo magnético superficial (108 G contra 1012 G para pulsares ordinários). Normal-

mente, os pulsares novos possuem peŕıodos na ordem de segundos, porém, não há nada

que próıba um pulsar de “nascer” com alta taxa de rotação (acredita-se que o pulsar de

Carangueijo tenha “nascido” com um peŕıodo de 16 ms) [24]. O discurso padrão é de que

pulsares de milisegundos sejam pulsares velhos que diminúıram seus peŕıodos de rotação

pela acreção de matéria despejada por uma companheira.

A taxa de acresção é limitada pela pressão de radiação da estrela acressora, e supõe-

se ser necessário em torno de 108 anos para um pulsar acretar matéria suficiente para

diminuir seu peŕıodo para a ordem de milisegundos. Isto implica uma companheira de

baixa massa (M ∼ 1M�), visto que uma companheira de massa significantemente maior

evoluiria rapidamente, e não haveria tempo suficiente para que uma estrela de nêutrons

atingisse uma taxa de rotação maior.

A acreção de matéria na estrela de nêutrons produz raios-X que têm sido detectados.

Recentemente, têm sido diretamente observados pulsares de milissegundos em sistemas

LMXB (sistemas binários com baixa massa emissores de raios-X), dando suporte expe-

rimental à hipótese de aumento da taxa de rotação por acresção de matéria [25].

A questão da baixa intensidade do campo magnético dos pulsares de milissegundos per-

manece um mistério. É posśıvel que a acresção de matéria acarrete a redução do campo,

mas nem todas as observações de pulsares de milissegundos sustentam esta hipótese.

Desvios de simetria nestes objetos podem ser produzidos por diversos fatores, entre eles:

a) A história de formação da estrela de nêutrons. É posśıvel que o colapso tenha

sido assimétrico, causando deformidades no objeto remanescente.

b) O campo magnético da estrela pode ser suficientemente intenso, exercendo

pressão magnética para distorcê-la significativamente.

c) O peŕıodo de rotação é maior que o peŕıodo cŕıtico1.

A amplitude caracteŕıstica depende da polarização da onda, que, por sua vez, está ligada

à orientação do plano de rotação do pulsar em relação ao plano do céu, e pode ser

1O peŕıodo cŕıtico de rotação depende da estrutura da estrela e da dependência entre a temperatura e
a viscosidade, e corresponde ao peŕıodo máximo que o objeto pode ter para que seja mantida a simetria.
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estimada pela expressão

hc ≡
(

2

3

) 1
2

〈|h+(α, β, r)|2 + |h×(α, β, r)|2〉
1
2 , (3.15)

onde α e β são os ângulos entre o plano de rotação e a linha de visada. Utilizando-se do

formalismo para movimentos não-relativ́ısticos, obtém-se

h+ = 2(1 + cos2α)
(I–xx − I–yy)(πf)2

r
(3.16a)

e

h× = 4
(I–xx − I–yy)(πf)2

r
cos α, (3.16b)

onde I–xx e I–yy são as componentes do momento quadrupolar ao longo dos eixos principais

no plano equatorial da estrela de nêutrons e α, o ângulo entre o eixo de rotação e a linha

do sinal. Assim, 3.15 nos dá

hc ≈ 7.7× 10−20ε

(
Izz

1045 gcm2

)(
fc

1 kHz

)2(
10 kpc

r0

)
, (3.17)

onde Izz é o momento de inércia da estrela em relação ao seu eixo de rotação, e

ε ≡ I–xx − I–yy

Izz

(3.18)

é sua elipcidade no plano equatorial. Tal valor é de dif́ıcil estimativa, não havendo modo

de determiná-lo observacionalmente. Estimativas teóricas prevêm valores entre 10−6 e

10−2, variando de acordo com a velocidade de rotação e a existência de fenômenos śısmicos

na estrela (os “starquakes”, ou “estrelamotos”, que são provenientes de acomodações do

material estelar). Estrelas de nêutrons com massas M ∼ 1,4 M� possuem Izz ' 0,3 −
3,0× 1045 gcm2, dependendo da equação de estado destas massas.

São conhecidas, atualmente, algumas estrelas de nêutrons que acretam matéria em sis-

temas binários, apresentando desta forma assimetria axial. A energia irradiada sob a

forma de ondas gravitacionais e de raio-X devem ser proporcionais à taxa de acresção e,

consequentemente, a amplitude caracteŕıstica das ondas gravitacionais é proporcional à

raiz quadrada do fluxo em raio-X

hc ' 2× 10−27

(
300 Hz

fc

) 1
2
(

FX

10−8 ergcm2s−1

) 1
2

, (3.19)

onde FX representa o fluxo em raio-X recebido na Terra.
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Se uma estrela está reduzindo o valor do seu peŕıodo de rotação devido a emissão de

ondas gravitacionais, a amplitude máxima recebida na Terra será dada por

hmax =
4G

c4

f 2

r
Iε ∼

(
ĖOG

1,6× 1038 ergs−1

) 1
2

1

fcr
. (3.20)

Introduzindo valores observacionais para pulsares de milissegundos na Equação 3.20,

chegou-se a um dos melhores candidatos a observação, o pulsar PSR1957+20, que apre-

senta P = 1,6 ms, Ṗ = 1,6× 10−20 e r = 1,5 kpc, conduz a um hmax = 1,6× 10−27.

3.2.2 Estrelas Binárias

Sistemas binários emitem radiação gravitacional com freqüências extremamente baixas e

são as fontes de ondas gravitacionais mais estudadas. É posśıvel, utilizando-se de medidas

da massa e de parâmetros orbitais, estimar a distância entre as estrelas e, desta forma,

calcular com precisão a emissão de ondas gravitacionais. Verbunt calculou a densidade

numérica de alguns sistemas binários que apresentam peŕıodos curtos [26]. A Tabela 3.2

mostra alguns sistemas binários, com as respectivas massa M e m, freqüencia orbital e

amplitude aproximada da onda gravitacional.

Excentricidades na órbita geram ondas com linhas espectrais igualmente espaçadas, cujo

harmônico dominante encontra-se na freqüência (assim como os pulsares de milissegun-

dos) igual ao dobro da freqüência orbital e que apresenta amplitude caracteŕıstica

hc = 8

(
2

15

) 1
2 µ

r
(πMfc)

2
3 , (3.21)

onde M e µ são a massa total e reduzida do sistema, respectivamente.

3.3 Sinais Estocásticos

Os sinais de caráter estocástico podem ser imaginados como um rúıdo de fundo gravita-

cional. As emissões, oriundas de uma distribuição estat́ıstica de fontes, fazem com que o

espaço-tempo não seja completamente “liso”, mas apresente pequenas “rugosidades” que

se deslocam perturbando a métrica local segundo um

hTT
jk (t, xl) =

∑
K

hTT
K jk(t, x

l), (3.22)
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TABELA 3.2 – Algumas fontes binárias de ondas gravitacionais de baixa frequência.

Tipo Densidade d(pc) M/M� m/M� f h

WUMa (0,3-0,6 M�) 2× 10−4 pc−3 15 0,6 0,3 10−4,0 10−20,4

WUMa (0,1-0,3 M�) 2× 10−4 pc−3 15 0,3 0,1 10−3,7 10−20,7

Variáveis Catacĺısmicas 10−5 pc−3 45 0,3 0,6 10−3,7 10−20,7

DD 100 0,04 0,6 10−2,7 10−21,2

LMXB 30 1000 0,4 1,4 10−3,8 10−21,7

Pulsares LMB 1300 0,03 1,4 10−3,8 10−21,7

HMXB 1 10000 4,0 1,4 10−3,9 10−20,8

EN-EN < 10−5 500 1,4 1,4 10−3,7 10−20,8

BAG 8100 0,06 1,4 10−2,5 10−22,3

· WUMa - Binárias de Ursa Maior W
· DD - Duplas Degeneradas (AM CVn)
· LMXB - Binárias de baixa massa que emitem raios-X (Pb < 2× 10−4 s)
· LMB - Binárias de baixa massa (PSR2051-08)
· HMXB - Binárias de alta massa que emitem raios-X (Cyg X-3)
· EN-EN - Pulsares binários de estrelas de nêutrons (PSR1913+16)
· BAG - Binárias em aglomerados globulares (4U1820-30)

FONTE: Ju (2000).

onde o ı́ndice K indica o modo do campo. Ou seja, a amplitude de onda associada a

uma determinada posição xi e a um modo K é levada em conta como um processo

randômico, e portanto estat́ıstico. A amplitude total neste ponto xi é, então, a somatória

das amplitudes em todos os modos K’s. As amplitudes nos modos K’s seriam expressas

como

hTT
K jk = hK(t, xi)eK

jk, (3.23)

onde hK é uma função de onda escalar e eK
jk representa um vetor constante de polarização,

cujo é convencionalmente normalizado na forma eK
jke

K
jk = 2, em coordenadas Cartesianas.

Como mencionado inicialmente, estes sinais são oriundos de fontes periódicas fracas em

nossa Galáxia; de sinais impulsivos ocorridos a grandes distâncias; de processos cosmoló-

gicos ocorridos nos primeiros instantes do Universo, dentre outras fontes. Algumas delas

são apresentadas a seguir.

3.3.1 Sistemas Binários

A radiação gravitacional proveniente dos inúmeros sistemas binários na nossa e em outras

galáxias contribui para o fundo estocástico, na região de freqüência f . 0,03 Hz. A con-
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tribuição de todas as outras galáxias porém, deve ser menor do que 15% da contribuição

da Via Láctea.

Qualquer fonte impulsiva que tenha amplitude menor que a amplitude do fundo causado

pelas fontes periódicas torna-se imersa no rúıdo, o que transforma-se em um obstáculo

dif́ıcil de se contornar na busca de fontes impulsivas na faixa de freqüência 0,03 Hz . f .

10−5 Hz.

3.3.2 Estrelas de População III

Considerando-se a existência de uma população pré-galáctica de estrelas supermassivas

(a chamada População III), que devem ter desaparecido em meio a eventos violentos,

envolvendo colapsos em estrelas de nêutrons e buracos negros, é natural imaginar que tais

eventos tenham produzido ondas gravitacionais. Estas supernovas pré-galácticas podem

ter criado um fundo estocástico isotrópico com amplitudes hc . 10−22, em freqüências

fc ∼ 50 Hz [27].

3.3.3 Ondas Gravitacionais Primordiais

As ondas gravitacionais primordiais, ou cosmológicas, podem ser comparadas à radiação

cósmica de fundo, pois ambas são originárias do peŕıodo do último espalhamento de suas

part́ıculas (grávitons e fótons, respectivamente) pela matéria. Porém, a interação das

ondas gravitacionais com a matéria é muito menor, e portanto elas são provavelmente

∼ 105 anos mais antigas, ou em outras palavras, sofreram o último espalhamento em

z ∼ 1030 (próximo ao tempo de Planck, ∼ 10−43 s). Desta forma, as ondas gravitacionais

primordiais transportam informações sobre os momentos iniciais do Universo, e de sua

estrutura inicial.

É dif́ıcil especular sobre a amplitude deste tipo de sinal estocástico por não conhecer-se

a f́ısica que era válida neste peŕıodo, podendo, inclusive, a freqüência caracteŕıstica da

radiação gravitacional ter sido deslocada (“shiftada”) e encontrar-se, hoje, no regime das

microondas. Ou ainda, ter sofrido ganhos em amplitude por interferência construtiva

(amplificação paramétrica).

Considerando que o Universo apresentava uma inomogenidade inicial na amplitude, hg,

a amplitude, hoje, em uma determinada freqüência f , seria grosseiramente dada por

h ∼ 10−20hg

f
, (3.24)

apresentando valores da ordem de 10−28 para f ∼ 1 kHz, e 10−21 para f ∼ 10−4 Hz.
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3.3.4 Transição de Fase

Na fase inicial da expansão do Universo é posśıvel que tenham ocorrido transições de fase

de primeira ordem associadas às interações da QCD (“Quantum Cromodynamics”) e às

interações eletrofracas. Em cada uma destas transições de fase, a fase original é super-

resfriada, devido a expansão cosmológica, a uma temperatura abaixo da temperatura

de equiĺıbrio da nova fase. Assim, bolhas da nova fase surgem em pontos isolados e

expandem a taxas próximas à velocidade da luz, até o ponto em que comprimem a fase

original suficientemente para que as duas coexistam em equiĺıbrio. Estudos mostram que

este processo pode produzir ondas gravitacionais diretamente pela expansão da bolha,

pela subsequente onda de som que ela gera e pela inomogeneidade associada com as duas

fases coexistindo.

É dif́ıcil estimar a amplitude destas ondas dado o desconhecimento da topologia inicial do

Universo, apesar de se ter consciência que possuam um limite superior razoável. Porém,

pode-se estimar as freqüências caracteŕısticas máximas que apresentam hoje, obtendo-se

fmax ∼ 2× 10−7

(
kT

1 GeV

)
Hz, (3.25)

onde T é a temperatura da transição de fase.

3.3.5 Cordas Cósmicas

Antes das transições de fase da QCD e das interações eletrofracas terem ocorrido, é pos-

śıvel que tenham havido transições associadas às interações da Grande Unificação. E,

estas transições podem ter criado cordas cósmicas, ou seja, defeitos topológicos unidi-

mensionais no vácuo (algo como buracos negros filamentares).

O aparecimento destes defeitos pode ter ocorrido em um instante muito próximo a singu-

laridade inicial. E com a expansão do horizonte do Universo, sua vibração atingiu taxas

próximas à velocidade da luz. A interação entre as cordas gerou “loops”, que poderiam

ter promovido a formação de galáxias e aglomerados de galáxias, enquanto decaiam por

emissão de ondas gravitacionais. Porém, a teoria ou modelo de formação de estruturas

via cordas cósmicas não é consistente com as observações da radiação cósmica de fundo.

Vachaspati e Vilenkin, estimaram que, para o caso de as cordas não serem supercondu-

toras, a razão entre a densidade de energia por unidade logaŕıtmica de freqüência e a
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densidade de energia cŕıtica é dada por [28]

ΩOG(f) ∼ 10−7

(
Gµ

10−6

) 1
2

, parafrequencias, f & 10−8

(
10−6

Gµ

)
Hz, (3.26)

onde µ ∼ M/l representa a massa por unidade de comprimento, l. Valores de Gµ inferio-

res 10−6 levam a complicações no modelo das cordas cósmicas não supercondutoras para

a formação de galáxias. Observações futuras de ondas gravitacionais podem conduzir à

estimativa de ΩOG, e conseqüentemente, ao valor de Gµ.

Para cada uma das fontes mencionadas, existem métodos diferentes para a construção

de detectores e o respectivo tratamento dos dados.

3.4 Detectores de Ondas Gravitacionais

Em 1960, Joseph Weber mostrou que as ondas gravitacionais poderiam ser detectadas

utilizando-se medidas do tensor de Riemann, através do monitoramento de movimentos

relativos entre massas pontuais [29]. Desde então, a comunidade cient́ıfica tem trabalhado

no desenvolvimento de sensores capazes de medir os deslocamentos causados pelo efeito

de maré de uma onda gravitacional. Estes instrumentos são conhecidos como detectores

de ondas gravitacionais.

Um grande número de detectores de ondas gravitacionais, envolvendo tecnologias das

mais simples às mais sofisticadas podem ser encontrados na literatura. Esta seção discu-

tirá apenas algumas caracteŕısticas de um grupo, denominado detectores mecânicos.

Um detector mecânico de ondas gravitacionais pode ser representado, simplificadamente,

por duas massas ligadas por molas, e separadas por um comprimento L0, como mostra

a Figura 3.3.

Quando uma onda gravitacional passa pelo ćırculo (linha cheia), distorce-o (linha ponti-

lhada), depositando energia sobre a mola e fazendo com que ambas as massas desloquem-

se por uma distância ∆L = 1
2
hL, relativa ao centro do ćırculo, onde h é a amplitude da

onda gravitacional. Assim, o monitoramento dos deslocamentos relativos fornece infor-

mações sobre uma onda gravitacional que passa pelo detector. Os detectores mecânicos,

por sua vez, são classificados como interferômetros e detectores tipo massa ressonante.
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FIGURA 3.3 – Modelo simples de um detector de ondas gravitacionais.

3.4.1 Interferômetros a Laser

Esta classe baseia-se no prinćıpio idealizado por Gertsenshtein e Pustovoit, em 1962, e

também sugerido por Weber, apesar de nunca ter publicado sua sugestão [30]. Os inter-

ferômetros Michelson, conhecidos há um longo tempo por sua sensibilidade às mudanças

nos comprimentos de seus braços, são aplicados na construção destes detectores.

O interferômetro Michelson consiste de três massas de teste livres - um separador de feixe

e dois espelhos dispostos formando um ângulo reto entre si, conforme mostra a Figura

3.4. Quando uma onda gravitacional atravessa o sistema cria um deslocamento relativo

entre as massas de teste, os espelhos. A variação de distância entre os espelhos é lida pelo

foto-detector como uma variação de intensidade, fornecendo informações sobre a onda

gravitacional.

Como exemplo, pode-se supor uma onda gravitacional que se propaga perpendicular-

mente ao plano do papel, e com uma polarização paralela aos braços do interferôme-

tro. A passagem da onda gravitacional faz com que o comprimento de um dos braços

diminua, enquanto o do outro aumenta, durante metade do peŕıodo da onda. Na se-

gunda metade do peŕıodo, a elongação e a contração se reverte. Esta elongação-contração

causa uma mudança de fase no feixe de laser, ∆F , devido à variação no caminho óptico,

∆L = ∆L2 −∆L1, que é dada por

∆F = 2π
∆L

λ
, (3.27)
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FIGURA 3.4 – Modelo simples de um interferômetro Michelson.

onde λ representa o comprimento de onda do laser. A variação do caminho óptico é

proporcional aos comprimentos dos braços somados, L, e dado por

∆L = hL, (3.28)

sendo que são, geralmente, senśıveis à combinação linear de ambas as polarizações da

onda gravitacional, e h pode ser representado por

h = F+h+ + Fxhx, (3.29)

onde os coeficiente F+ e Fx dependem de fatores como a direção da fonte e a orientação

do interferômetro.

Parece claro pela Equação 3.28 que a intensificação do sinal, ∆L, pode ser obtida pelo

aumento do comprimento dos braços do interferômetro. Contudo, existe um comprimento

ótimo, pois comprimentos superiores farão com que o sinal gravitacional seja percebido

pelas massas durante um tempo menor que o tempo de viagem da luz, tornando-se

impercept́ıvel. Assim, o comprimento ótimo é dado por

Lot =
c

2fOG
(3.30)

onde fOG representa a freqüência do sinal gravitacional que se pretende captar. Ao
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comprimento ótimo corresponderá uma freqüência caracteŕıstica, em que se encontrará

o pico de sensibilidade do detector. Por exemplo, para se captar sinais em 1 kHz, o

caminho óptico deveria ser de aproximadamente 150 km. Comprimentos desta ordem são

praticamente imposśıveis de serem obtidos na Terra, devido à sua curvatura. Porém,

comprimentos na ordem de até poucos quilômetros são posśıveis, nos quais o feixe pode

sofrer várias reflexões aumentando desta forma o caminho óptico até o comprimento

ideal.

Três interferômetros com braços longos, baseados na Terra, estão constrúıdos

• O “Laser Interferometric Gravitacional Waves Laboratory”(LIGO), nos Esta-

dos Unidos, já constrúıdo e que conta com dois instrumentos com braços de

4 km, um em Hanford e outro em Livingstone (http://www.ligo.caltech.

edu).

• O VIRGO, projeto ı́talo-francês que prevê a construção de um interferôme-

tro a laser, cujos braços terão 3 km de comprimento, em Casina, próximo a

Pisa/Itália (http://www.virgo.infn.it).

Outros detectores de braços curtos são:

• O projeto GEO, com braços de 600 m, sob construção em Hannover, a par-

tir de uma coorperação entre Alemanha e Inglaterra (http://www.geo600.

uni-hannover.de);

• O TAMA, em Tóquio, com 300 m, que já se encontra em operação (http:

//tamago.mtk.nao.ac.jp).

E ainda, o AIGO (“Australian International Gravitational Observatory ”) que está sendo

constrúıdo em Gingin (Austrália, http://www.gravity.uwa.edu.au/AIGO/AIGO.html)

com dois braços de 4 km.

Todos estes detectores utilizam feixes de laser que percorrem os comprimentos dos seus

braços por tubos mantidos sob vácuo. E sua sensibilidade é limitada pela gama de fon-

tes de rúıdo como, por exemplo, o rúıdo térmico interno dos espelhos, rúıdos śısmicos,

rúıdos causados pela pressão de radiação exercida pelo laser sobre os espelhos, rúıdos de

freqüência inerentes do laser, rúıdos provenientes do sistema de controle do instrumento,

rúıdos de refração causada pelo gás residual, entre outros.

Há ainda um ambicioso projeto da NASA/ESA, pretendendo a construção de um inter-

ferômetro a laser, que permanecerá em uma órbita especial em torno do Sol, o “Laser
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Interferometer Space Antenna” (LISA, http://lisa.jpl.nasa.gov). Tal instrumento

terá braços com 5 × 106 km (1/30 UA) de comprimento e será senśıvel a ondas gravita-

cionais de freqüência muito baixa.

A faixa de sensibilidade dos interferômetros a laser é ampla e abrange freqüências de

poucos Hertz a algumas dezenas de kiloHertz, cobrindo um grande apanhado de fontes

astrof́ısicas de radiação gravitacional.

3.4.2 Detectores Tipo Massa Ressonante

Os detectores tipo massa ressonante são instrumentos desenvolvidos para medir sinais

acústicos induzidos pelo acoplamento de ondas gravitacionais com a matéria. E, por-

tanto, são caracterizados por algumas propriedades acústicas do material do qual são

constrúıdos.

3.4.2.1 Caracteŕısticas Acústicas dos Materiais

Se o material possuir um fator de qualidade mecânica alto (Qm = ωmτm > 106), sendo

ωm, a frequência de ressonância, e, τm, o tempo de decaimento das oscilações no modo

m, permanecerá oscilando por um longo tempo após a passagem da onda gravitacio-

nal, “memorizando” seus efeitos. Assim, quanto maior o valor de Q, maior será o tempo

dispońıvel para se inferir a ação da onda gravitacional. Novos materiais oferecem a pers-

pectiva de se atingir valores altos para o Q mecânico (vide Tabela 3.4), que podem ser

incrementados significativamente na preparação e suspensão do detector.

A quantidade de energia absorvida depende da densidade, ρ, e da velocidade do som, vs,

do material (que, para as barras, ∼ ρv3
s). O acoplamento entre a onda gravitacional e o

detector pode ser maximizado combinando-se valores de ρ e vs. Além disso, altos valores

de Q fazem com que o sistema aproxime-se de um oscilador harmônico ideal, minimizando

perdas acústicas (Q−1), e desta forma torna-se posśıvel prever seu movimento frente à

excitação causada por uma onda gravitacional. A importância do Q ainda abrange a

questão da amplitude das vibrações térmicas do corpo. Em detectores com altos Qs, e,

consequentemente, com baixas perdas acústicas, a energia destas oscilações é diminúıda

em um fator τi/τm, onde τi é o tempo de integração do sinal. Assim, variações no estado

de vibração do detector devido à agitação térmica são lentas segundo τm.

Além do material com que é confeccionado, a forma do detector também fornece-lhe

caracteŕısticas próprias.

58

http://lisa.jpl.nasa.gov


(a) (b)

FIGURA 3.5 – (a) Esquema do monitoramento da amplitude complexa. (b) Esquema
para aquisição dos valores de X1 e X2.

3.4.2.2 Detectores Tipo Barra

Ainda nos anos 60, Weber iniciou a construção do primeiro detector de ondas gravita-

cionais. Seu trabalho pioneiro consistia de uma barra de alumı́nio horizontal sustentada

por um cabo de titânio que passava pela sua semi-circunferência inferior central. A barra

era envolta por uma campânula metálica que a mantinha sob vácuo, e à temperatura

ambiente [31]. Da mesma forma que o modelo apresentado na Figura 3.3, uma onda

gravitacional, ao passar, realiza trabalho mecânico sobre a barra. Esta, por sua vez, ar-

mazena a energia em seu modo normal quadrupolar e passa a oscilar. Sobre a barra,

eram colados cristais piezoelétricos senśıveis às deformações por ela sofridas. Em 1969,

Weber conseguiu que seu detector fosse senśıvel a variações de comprimento com ampli-

tudes h ∼ 10−16. Operando com dois detectores, um no Argonne National Laboratory

e outro em Maryland, ele afirmou ter obtido coincidências entre os dados fornecidos

pelos dois instrumentos [32]. Outros grupos tentaram repetir o experimento de Weber,

mas não obtiveram sucesso. Mais tarde, os cristais piezoelétricos foram substitúıdos por

transdutores supercondutores, que também convertem os sinais mecânicos em elétricos.

Uma onda gravitacional, ao passar pelo detector, deposita energia, mudando a amplitude

e/ou a fase do movimento do modo normal longitudinal de vibração da barra.

3.4.2.3 Monitoramento do Modo Fundamental de Oscilação da Barra

É conveniente descrever o estado do modo fundamental de oscilação da barra por meio

de coordenadas

X1 = A cos φ, (3.31a)

X2 = A sin φ, (3.31b)
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onde A = |P | =
√

X2
1 + X2

2 define a amplitude, e φ = ωt = tan−1(X2/X1), a fase.

Assim, o estado do detector, no instante inicial, t1, é representado pelo ponto no plano

X1 e X2, conforme mostra a Figura 3.5a. Ao ser excitado por uma onda gravitacional,

o estado do modo passa para uma posição P2. A direção deste movimento depende das

variações, ∆X1 e ∆X2, que fornecem informações sobre a fase e a amplitude relativas

da onda gravitacional e da barra. O monitoramento dos valores de X1 e X2 é realizado

utilizando-se dois chaveadores (amplificadores “lock-in’s”, ou PSDs), segundo a configu-

ração apresentada na Figura 3.5b, que separam o sinal em fase (0◦) e em quadratura

(90◦), a partir de um oscilador de referência, do qual se conhece a freqüência. Estas

medidas estão condicionadas ao Prinćıpio da Incerteza de Heinsenberg, que assume a

forma

∆X1∆X2 ≥
2~

Mω
(3.32)

onde M é a massa da barra, ω = πvs/L, sua frequência angular e ~ a constante de

Plack reduzida [33]. Assim, o produto entre estas variações ∆X1 e ∆X2 limita a precisão

que pode se atingir em suas medidas e, consequentemente, apresenta-se como um limite

quântico, que representa uma barreira inevitável (porém, contornável até certo ponto)

nas medidas de ∆L para os detectores que serão constrúıdos futuramente [34].

A partir dos anos 70, foram sugeridas algumas melhorias ao desenho original de Weber.

Entre elas podem ser mencionadas:

a) resfriamento da antena à temperatura do hélio ĺıquido (4 K), com o objetivo

de reduzir o movimento térmico browniano;

b) a implantação de um sistema de isolamento vibracional elaborado para redu-

zir/eliminar movimentos de natureza śısmica;

c) a utilização de transdutores ressonantes com baixo rúıdo de amplificação co-

nectados à extremidade da barra, com a finalidade de converter vibrações

mecânicas em sinais eletrônicos, substituindo os cristais piezelétricos utiliza-

dos por Weber.

Alguns detectores que estão sendo desenvolvidos nesta linha operacional são apresentados

na Tabela 3.3. As freqüências de sensibilidade destes detectores estão dentro da faixa

preenchida por fontes periódicas, principalmente pulsares de milissegundos e sistemas

binários envolvendo estrelas de neutrons e de posśıveis colapsos de estrelas massivas em

buracos negros. A sensibilidade do detector à um sinal gravitacional está condicionada ao

ângulo entre a direção de propagação da onda e o eixo central do detector, apresentando
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TABELA 3.3 – Alguns detectores de barra que operam sob temperaturas criogênicas.

Antena Localização Material Temperatura Frequência Sensibilidade
de operação (Hz) (h admensional)

ALLEGRO Baton Rouge Al 4 K 900 7× 10−19

EXPLORER CERN Al 2 K 900 7× 10−19

NIOBE Perth Nb 5 K 700 5× 10−19

NAUTILUS Frascati Al 100 mK 900 6× 10−19

AURIGA Legnaro Al 100 mK 900 3× 10−19

FONTE: Ju (2000).

valor máximo quando a incidência é perpendicular. Sua eficiência é determinada pela

fração de energia da onda que é convertida em energia acústica dentro da barra. Quanto

maior for esta fração mais eficiente é o detector.

O acoplamento com as ondas gravitacionais depende de sua seção de choque, cuja noção

foi introduzida por Weber e pode ser expressa de inúmeras formas [8]. A expressão que

descreve a seção de choque de um detector de barra, integrada em freqüência, é dada

por [35] ∫
σdf =

8GM

πc

(vs

c

)2

m2 Hz. (3.33)

A Equação 3.33 deixa claro que para se obter uma alta sensibilidade é necessário que o

detector seja tão massivo quanto posśıvel e que seja confeccionado com um material com

alta velocidade do som (veja Tabela 3.4). Por esta razão, muitos dos detectores apresen-

tados na Tabela 3.3 são de alumı́nio. A seção de choque pode, ainda, ser incrementada

por mudanças na geometria do detector.

3.4.3 Detectores Tipo Massa Ressonante Esféricos

Os detectores de massa ressonante com forma esférica vem sendo estudados intensiva-

mente por Coccia e Lobo [36, 37, 38, 39], Johnson e Merkowitz [40, 41, 42, 43] e Harry

e Stevenson [44, 45], entre outros.

Esta classe de detectores consiste de uma massa esférica (ou tão aproximada à esfera

quanto posśıvel) onde são acoplados cinco ou mais transdutores ressonantes, que moni-

toram, simultaneamente, os cinco modos quadrupolares fundamentais e, ainda, podem
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TABELA 3.4 – Comparação entre as grandezas f́ısicas de alguns materiais*.

Material ρ(103 kg/m3) Q vs(103 m/s)

Alumı́nio 6061 2,7 5× 106 5,1
Alumı́nio 5056 2,7 7× 107 5,1
Nióbio 8,6 2, 3× 108 3,4
Siĺıcio 2,3 2× 109 8,5
Safira 4,0 3× 109 9,4
Chumbo 11,4 1,1
Tungstênio 18,8 4,3
Cobre(94%)/Alumı́nio(6%) 8,0 2× 107 4,6

* Valores estimados a temperatura ambiente.

FONTE: Ju (2000).

monitorar seu modo monopolar. Isto faz com que as esferas apresentem uma vantagem

adicional às barra, a de possúırem sensibilidade omnidirecional, ou seja, são igualmente

senśıveis a todas as direções e polarizações de onda.

Wagoner e Paik (1976) determinaram a seção de choque integrada de uma esfera em

relação a um sinal gravitacional [46], ela possibilita determinar a quantidade de energia

depositada no modo m, por um pulso de duração τ � 2πQS/ωm, que é representada

por Eν

∫
σdf , sendo Eν a quantidade de energia por unidade de área por unidade de

freqüência. Para a TRG e somando sobre os cinco modos quadrupolares eles obtiveram∫
σdf =

16π2G

15c3
mSR2ω2

0 (α(R) + 3β(R))2 , (3.34)

em que mS é a massa da esfera, R seu raio e α(R) e β(R) são parâmetros que dependem

das propriedades elásticas do material com que a esfera foi usinada, e que serão discutidos

no próximo Caṕıtulo.

Valores t́ıpicos para
∫

σdf ∼ 10−19 Hzm2, representam cerca de 56 vezes a seção de choque

para um cilindro de mesma massa (obtida da razão entre 3.34 e 3.33), comprovando a

maior sensibilidade da esfera às ondas gravitacionais.

Dois destes detectores estão sendo constrúıdos, em uma colaboração internacional: o

detector Mario Schenberg, do grupo brasileiro Gráviton, e o Mini-GRAIL, da Ho-

landa. Com estes detectores pretende-se atingir sensibilidades capazes de captar sinais
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FIGURA 3.6 – Fontes impulsivas de ondas gravitacionais, mostrando a faixa dos posśı-
veis sinais e a região de sensibilidade de alguns detectores.
FONTE: Adaptada de Thorne (1989).

gravitacionais com h ∼ 10−21, operando na faixa de alguns kiloHertz.

Algumas fontes astrof́ısicas previstas nesta faixa de freqüência e suas amplitudes carac-

teŕısticas são apresentadas na Figura 3.6. A grandeza h3/ano indica a amplitude mı́nima

(envolvendo a escala de distância mı́nima) em que é posśıvel se ter, pelo menos, três

eventos do tipo por ano. A figura também compara a sensibilidade esperada do detector

Schenberg e a do LIGO, em suas duas fases de operação.

A primeira fase do Projeto Gráviton é a construção e operação do detector esférico de

ondas gravitacionais Mario Schenberg. O instrumento está sendo constrúıdo no Insti-

tuto de F́ısica da Universidade de São Paulo (IF/USP) e os primeiros testes devem ser

realizados em 2005. O trabalho é financiado pela Fundação de Amparo à Pesquisa do

Estado de São Paulo (FAPESP) e conta com o apoio do Conselho Nacional de Desenvol-

vimento Cient́ıfico e Tecnológico (CNPq), da Fundação Coordenação de Aperfeiçoamento
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FIGURA 3.7 – Diagrama esquemático do detector de ondas gravitacionais Mario Schen-
berg.

de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES) e do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais,

orgão do Ministério da Ciência e Tecnologia (INPE/MCT) [47, 48], além da colaboração

de vários grupos de pesquisa ao redor do mundo.

3.5 Detector de Ondas Gravitacionais Mario Schenberg

O detector Schenberg consiste de uma antena esférica, com 65 cm de diâmetro e 1150 kg,

confeccionada em uma liga de cobre e alumı́nio [Cu(94%)Al(6%)]. O sistema é suspenso

por um sistema de isolamento vibracional, capaz de atenuar vibrações externas em cerca

de 300 dB [49]. O instrumento será mantido a temperaturas ultra-baixas (∼ 1 mK) por

câmaras criogênicas (“dewars”), resfriadas por um refrigerador por diluição [50]. A Figura

3.7 mostra um diagrama esquemático do detector Schenberg.

À superf́ıcie da esfera serão acoplados sensores eletro-mecânicos (transdutores) que moni-

torarão vibrações dos modos normais quadrupolares/monopolares da esfera. Estes trans-

dutores serão do tipo paramétricos [51, 52] e compostos por dois modos mecânicos radiais,
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(a) (b)

FIGURA 3.8 – (a) Diagrama esquemático do transdutor que será usado no detector
Schenberg. O corte transversal mostra as massas intermediária (R1) e
final (R2). A massa R2 oscila dentro da cavidade ressonante de microon-
das. (b) Transdutor com a antena“micro-strip”. O transdutor tem 30 mm
de diâmetro e cerca de 54 g.

conforme mostra a Figura 3.8.a (ressonadores R1 e R2). Os modos mecânicos do trans-

dutor servem como transformadores de impedância, eles amplificam o sinal (∼ 5000×)

fazendo com que uma pequena vibração na superf́ıcie da esfera se transforme em um

grande deslocamento na última massa (R2).

A massa R2 oscila dentro de uma cavidade reentrante fechada (“klystron”) na qual é

bombeado um sinal eletromagnético em microondas, gerado por uma portadora com

baixo rúıdo de fase (com freqüência fp ∼ 10 GHz, banda “X”) [53].

O sinal de microondas é transmitido ao transdutor por duas antenas “micro-strip”, uma

delas soldada à superf́ıcie do transdutor. Ele é conduzido por um cabo coaxial através

de um orif́ıcio até a cavidade reentrante. A Figura 3.8.b mostra um dos transdutores já

usinado, com a antena “micro-strip” soldada à superf́ıcie.

Variações nas dimensões da cavidade, causadas pelo deslocamento da massa R2, geram

uma variação na freqüência de ressonância da cavidade que é lida como uma modulação

de voltagem. Assim, vibrações na esfera, provocadas pela passagem de ondas gravita-

cionais, modulam a freqüência ressonante do transdutor, o qual, por sua vez, modula o

sinal do oscilador, produzindo bandas laterais, distantes da freqüência da portadora a

freqüência de oscilação da massa R2. As bandas laterais e o sinal da portadora voltam,

então, para um circulador, e deste para o supressor da portadora, onde o sinal da por-

tadora é suprimido o suficiente (< −80 dBm) para permitir um funcionamento ótimo do

pré-amplificador criogênico (HEMT).
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O sinal modulado é misturado em um “mixer” com o sinal do oscilador, para se obter o

sinal elétrico na freqüência do ressonador mecânico. Este sinal é amplificado e pode ser,

então, analisado, em busca da presença de ondas gravitacionais.

Dedicaremos o próximo Caṕıtulo a pormenorizar as caracteŕısticas mecânicas dos detec-

tores esféricos, em especial o caso do Detector Mario Schenberg.
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CAPÍTULO 4

MODELO MATEMÁTICO DO DETECTOR ESFÉRICO

A construção de um detector esférico foi inicialmente sugerida por Robert L. Forward, no

ińıcio dos anos 70 [54]. Ele concebeu uma esfera sobre a qual seriam anexados transduto-

res eletro-mecânicos, os quais mediriam deformações sofridas pela esfera, decorrentes da

excitação de seus modos normais de oscilação, eventualmente devido à passagem de uma

onda gravitacional. Estes transdutores seriam dispostos de forma a serem dependentes

entre si e, desta forma, impossibilitariam ambiguidades na determinação da direção de

origem da radiação gravitacional.

Pouco tempo depois, Ashby e Dreitlein realizaram uma descrição do problema da es-

fera encontrando as expressões necessárias para sua solução [55]. Logo, Wagoner e Paik

apresentaram valores numéricos para os parâmetros das equações sugeridas por Ashby e

Dreitlein [46].

Durante mais de uma década, com detectores de barra operando e pelas dificuldades tec-

nológicas que envolvem o funcionamento de um detector esférico, o assunto permaneceu

inerte. Mas, no ińıcio da década de 1990, alguns grupos optaram por esta configuração

e, desde então, têm direcionado seus esforços para a solução do problema.

Neste caṕıtulo, pretendemos apresentar o modelo do detector esférico de massa resso-

nante. A Seção 4.1 apresenta o modelo da esfera isolada e como foram calculados os

parâmetros referentes ao comportamento elástico da mesma. A seção seguinte expõe

como abordar o problema quando são acoplados ressonadores secundários sobre sua su-

perf́ıcie. Uma sugestão para a distribuição destes ressonadores é apresentada na Seção

4.3. A Seção 4.4 descreve o método utilizado para solucionar a equação de movimento

do sistema, enquanto a Seção 4.7 enumera algumas das principais fontes de rúıdo que

afetam o desempenho do detector. Na Seção 4.5 mostramos como este desempenho é

calculado e o processo de transdução é descrito na Seção 4.9.

4.1 A Esfera Desacoplada

Considere um corpo esférico elástico isotrópico S de raio R, com massa mS e feito de um

material de densidade ρ e coeficientes de Lamè1

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
(4.1a)

1Os coeficientes de Lamè descrevem as propriedades elásticas do material.
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FIGURA 4.1 – Esfera em um campo de acelerações gerado pela passagem de uma onda
gravitacional.

µ =
E

2(1 + ν)
(4.1b)

onde E e ν representam, respectivamente, o módulo de Young2 e a razão Poissônica3.

Admita que o mesmo se encontra imerso em um campo de forças, como gerado pela

passagem de uma onda gravitacional apresentado na Figura 4.1. A deformação sofrida

por um elemento de massa dm do corpo é descrita pelo vetor deslocamento ui = x′i− xi,

onde xi representa sua posição de equiĺıbrio e x′i, a posição do elemento dm após a

deformação. Como, no nosso caso, o vetor ui possui módulo muito pequeno, a aplicação

da teoria de elasticidade linear à análise do problema é válida [7]. Assim, a equação de

movimento, referente aos deslocamentos ui pode ser expressa pelas equações de Navier

e escrita como

(λ + µ)uk,ki + µui,jj + ρui,00 = fi, (4.2)

onde fi representa o campo de densidade de forças atuante sobre a esfera [56]. Torna-

se conveniente separar as dependências espaciais e temporais do vetor deslocamento.

Então, tal vetor pode ser representado através da decomposição em seus modos normais,

2Como visto na Seção 2.1, a lei de Hooke pode ser escrita como P = Eh. Fazendo a deformação
h = 1, então P = E, assim, o módulo de Young representa a pressão (teórica) necessária para comprimir
ou alongar o material em 100%. Logo, possui unidades de pressão e relaciona-se com a densidade ρ e a
velocidade do som no material vs por E = ρv2

s .
3Quando um material é achatado devido a alguma pressão exercida, ele tende a alongar-se perpendi-

cularmente à direção de compressão. Assim, a razão poissônica é definida como a razão entre a elongação
perpendicular e o achatamento na direção da compressão, sendo, portanto, adimensional.
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assumindo a forma

ui(x, t) =
∑
m

Am(t)Ψm(x), (4.3)

sendo Ψm(x) a função caracteŕıstica de um dado modo m de oscilação e Am(t), sua

amplitude. As soluções para os modos normais quadrupolares de oscilação são dadas

como combinações lineares dos harmônicos esféricos4 Ym(θ, φ) e dadas por [55, 46]

Ψm(r, θ, φ) = [α(r)r̂ + β(r)R∇]Ym(θ, φ). (4.4)

Pode-se, a partir desta decomposição, representar a equação de movimento da esfera

como um oscilador harmônico forçado por

Äm(t) + τ−1
m Ȧm(t) + ω2

0Am(t) =
1

ρNm

∫
V0

Ψm(x) ·
∑

f(x, t)d3x, (4.5)

onde f(x, t) representa o campo de densidade de forças e τm é o tempo de decaimento

das oscilações na esfera. Nm é um fator normalizador da função caracteŕıstica Ψm.

Uma vez conhecidos a amplitude caracteŕıstica Am e o comportamento de Ψm, a Equa-

ção 4.5 conduz à determinação da força efetiva em cada modo. Tal força representa a

força resultante da interação da esfera com o exterior (sinal+rúıdos) e as forças internas

(rúıdos), sendo representada pelo somatório dos campos de densidade de forças
∑

f ,

na Equação 4.5. Desconsiderando-se por um momento as outras forças que não a gravi-

tacional, pode-se definir a força gravitacional efetiva referente a cada modo normal da

esfera

Fm =

∫
V0

Ψm · fOGd3x, com m = 1 . . . 5. (4.6)

As funções caracteŕısticas Ψm obedecem o critério de normalização regido pela expressão∫
V

Ψn ·Ψmd3x = Nmδmn (4.7)

onde Nm representa um fator normalizador arbitrário, normalmente escolhido com base

no tipo de geometria utilizada, determinando a interpretação f́ısica tanto da amplitude

do modo Am quanto da função caracteŕıstica Ψm. Admitindo-se que a esfera em questão

é homogênea e, portanto, ρ é constante, tem-se Nm ≡ 4π
3

R3 para todo m, ou seja, Nm

representa o volume da esfera. Em outras palavras, o fator de normalização garante a

manutenção do volume constante às funções caracteŕısticas.

4Utilizaremos aqui a notação Ym ≡ Ylm para l = 2, uma vez que consideraremos apenas os modos
quadrupolares (Vide Tabela 2.1).
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FIGURA 4.2 – Distribuição da função caracteŕıstica sobre a superf́ıcie da esfera,
utilizando-se dos modos normais quadrupolares de oscilação. As regiões
escuras representam as regiões de maior amplitude absoluta radial.

A Figura 4.1 representa a distribuição da função Ψm dos modos quadrupolares. As regiões

mais escuras representam as áreas de maior amplitude absoluta radial5.

O valor numérico das amplitudes é regido pelos parâmetros de movimento radial α(r) e

tangencial β(r) obtidos pelas expressões

α(r) = p1R
∂

∂r
j2(qr) + 6p2

R

r
j2(kr) (4.8a)

β(r) = p1j2(qr) + 6p2
∂

∂r
[rj2(kr)] (4.8b)

onde j2(x) é a função esférica de Bessel de ordem 2 [55], definidas por [9]

j2(x) =

(
3

x3
− 1

x

)
sin x− 3 cos x

x2
,

e q2 = ρω2
0/(λ + 2µ) e k2 = ρω2

0/µ são os quadrados dos vetores transverso e longitu-

dinal da onda, respectivamente. O valor de ω0, que representa a freqüência dos modos

degenerados, é determinado pelas condições de contorno

p1
d

dr

[
j2(qr)

r

]
+ p2

[
5

r2
− k2

2
− 1

r

d

dr

]
j2(kr) = 0, (4.9a)

5Neste trabalho não levaremos em conta a porção tangencial do movimento de tais modos, isto porque
os transdutores que utilizaremos monitorarão apenas este tipo movimento. Utilizamos os parâmetros
tangenciais apenas para obtenção das caracteŕısticas elásticas da esfera e seus fatores normalizadores.
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TABELA 4.1 – Valores dos Parâmetros F́ısicos da Esfera: valores introduzidos (1) e ob-
tidos do modelo apresentado (2).

Descrição Śımbolo Valor

(1) raio da esfera a 4K R 0,3239 m
(1) massa da esfera mS 1147,85 kg
(1) massa efetiva meff 287,63 kg
(1) densidade a 4K ρ 8065,7 kg/m3

(1) Módulo de Young a 4K E 1,33×1011 Pa
(1) Razão Poissônica ν 0,364
(1) Coeficiente linear de contração † ∆R/R 334,52×10−5

(1) Coeficiente Lamè a 4K µ 4,8753×1010Pa
(1) Coeficiente Lamè a 4K λ 1,3049×1011Pa
(1) Q Mecânico ∗ (esfera) QS 1,4×106

(2) Freqüência central f0 3206,3 Hz
(2) Parâmetro normalizador 1 p1 -5,5654
(2) Parâmetro normalizador 2 p2 2,2758
(2) Parâmetro radial em r = R α(R) 2,8623
(2) Parâmetro tangencial em r = R β(R) 0,6598
(2) Fator chi χ 0,6013

† Média poderada (94%Cu + 6%Al) [57].
∗ Fator de Qualidade Mecânica medido [48].

p1

[
6

r2
− k2

2
− 2

r

d

dr

]
j2(qr) + 6p2

d

dr

[
j2(kr)

r

]
= 0, (4.9b)

em r = R. A utilização do fator normalizador Nm na Equação 4.7 determina os valores

para os parâmetros normalizadores p1 e p2. A Tabela 4.1 mostra os valores utilizados

e obtidos do modelo da esfera apresentado. Conhecendo-se estes parâmetros pode-se

combinar as expressões 2.31, 2.32 e 4.6 à 4.8, chegando-se a uma expressão para a força

gravitacional efetiva, dada por

Fm(t) =

√
4π

15
ρḧm(t)R4 [p1j2(qR) + 3p2j2(kR)] =

1

2
ḧm(t)mSχR, (4.10)

onde o fator adimensional χ descreve a admitância da esfera e depende exclusivamente

das propriedades elásticas do material com que ela é confeccionada. A quantidade hm =

hm(h×, h+, β, γ) é a amplitude esférica que relaciona as polarizações e a direção da frente

de onda gravitacional com o sistema de referências adotado6(vide Seção 2.5).

6O sistema de referências pode ser ajustado de tal forma que β e γ representem os ângulos zenital
e azimutal locais, respectivamente. Este procedimento facilita a determinação da direção de entrada de
um sinal.
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Cada fonte de ondas gravitacionais distinta gera uma força gravitacional efetiva com ca-

racteŕısticas próprias, dependendo da direção de entrada do sinal e das polarizações, as

quais atuam sobre a esfera a partir do campo de acelerações. Como vimos anteriormente

o valor de |h| � 1 e, portanto, a força gravitacional efetiva também é pequena, assim

como a amplitude da oscilação por ela causada. Porém, para monitorarmos tais osci-

lações podemos utilizar ressonadores secundários, que funcionarão como amplificadores

mecânicos, aumentando o valor numérico destas medidas.

4.2 Esfera Acoplada a Ressonadores Secundários

Portanto, desde que possuam massa muito menor que a da esfera, ressonadores secun-

dários, a ela acoplados, servirão como transformadores de impedância mecânica, ampli-

ficando o sinal, ou seja, fazendo com que uma pequena vibração na superf́ıcie da esfera

corresponda a um grande deslocamento no sensor de movimento.

Considere que são acoplados à esfera j ressonadores mecânicos unidimensionais idênticos.

Os ressonadores são acoplados de forma que sua direção de movimento seja radial e

ajustados para que sua freqüência de ressonância coincida com a da esfera. O vetor

deslocamento radial zj da esfera sob cada ressonador j é dado por

zj(t) = r̂j ·
∑
m

Am(t)Ψm(t). (4.11)

Vibrações ocorridas na superf́ıcie da esfera excitam o ressonador j, localizado na posição

xj, transferindo-lhe momentum. O ressonador R1 sofrerá um deslocamento qj1 relativo

à superf́ıcie da esfera e um deslocamento zj + qj1 relativo ao centro de massa da esfera.

O ressonador R2, por sua vez, sofrerá um deslocamento qj2 relativo ao ressonador R1 e

um deslocamento zj + qj1 + qj2 relativo ao centro de massa da esfera. Um diagrama do

sistema é mostrado na Figura 4.2. As forças FN
i representam as forças de rúıdo entre os

ressonadores e ki as constantes de mola.

O deslocamento radial da superf́ıcie da esfera sob cada ressonador correspondente a cada

modo m pode ser agrupado em m vetores que descrevem o padrão do deslocamento radial

de cada modo. Tais“vetores modelo”podem ser agrupados em uma“matriz modelo”Bmj,

definida por

Bmj =
1

α
x̂j ·Ψm(xj), (4.12)

onde α = α(R) representa a função α(r) na superf́ıcie. Comparando-se 4.11 com 4.4, e
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FIGURA 4.3 – Ressonador mecânico unidimensional de dois modos acoplado à superf́ıcie
da esfera.

considerando-se apenas a componentes radial de Ψm, percebe-se que

Bmj ≡ Ym(θj, φj), (4.13)

ou seja, Bmj representa o comportamento do harmônico esférico Ym na posição xj. Em

outras palavras, um transdutor j acoplado à superf́ıcie da esfera na posição θj, φj será

senśıvel ao somatório dos harmônicos esféricos Ym naquela posição.

Com o intuito de representar todo o sistema acoplado, geramos um sistema de equações

sob forma matricial e obtivemos a expressão mSI 0 0

mR1αBT mR1I 0

mR2αBT mR2I mR2I


 Ä(t)

q̈1(t)

q̈2(t)

 +

 HSI −HR1αB 0

0 HR1I −HR2I

0 0 HR2I


 Ȧ(t)

q̇1(t)

q̇2(t)

+

 kSI −kR1αB 0

0 kR1I −kR2I

0 0 kR2I


 A(t)

q1(t)

q2(t)

 =

 I −αB 0

0 I −I

0 0 I


 FS(t)

F1
N(t)

F2
N(t)

 , (4.14)

onde os termos duplamente sublinhados representam matrizes e os sublinhados7, vetores

coluna, sendo BT a transposta de B; I, a matriz identidade; 0, a matriz nula; Hi, o

coeficiente de amortecimento do ressonador i.

Para facilitar os cálculos a partir de agora representaremos a Equação 4.14 como

Xẅ(t) + Y ẇ(t) + Zw(t) = WF (t), (4.15)

7Esta notação foi sugerida por Johnson e Merkowitz para facilitar a representação das equações de
movimento [40].

73



(a) (b)

FIGURA 4.4 – (a)Icosaedro Truncado e as posições coincidentes com o centro das faces
pentagonais (pontos escuros). (b) Disposição dos transdutores sobre a
superf́ıcie de um hemisfério da esfera.

A Equação 4.14 representa um sistema de 5 + 2j equações diferenciais ordinárias de

segunda ordem. Para que a mesma seja solucionável são necessárias algumas propriedades

de simetria na matriz modelo. Em outras palavras, que a distribuição dos ressonadores

secundários apresentem alguma simetria.

4.3 Localização dos Ressonadores e Canais dos Modos

Johnson e Merkowitz sugeriram que os ressonadores fossem dispostos de forma a coincidir

com as faces pentagonais de um Icosaedro Truncado (IT) inscrito na esfera (vide Figura

4.4a), totalizando seis ressonadores acoplados a um hemisfério da esfera [40, 41, 42, 58].

A Figura 4.4b mostra a distribuição angular dos ressonadores, bem como a ordenação

que seguiremos a partir de agora. A Figura 4.5 mostra o campo de simetrias apresentado

pela configuração IT.

É uma caracteŕıstica da configuração IT, que apenas alguns ressonadores sejam afetados

por modos espećıficos, de tal forma que é posśıvel saber, pelo sinal obtido dos mesmos,

quão excitado está cada modo da esfera e, conseqüentemente, estimar o sinal candi-

dato. Isto advém de propriedades de simetria inerentes à matriz modelo. Dentre as mais

importantes, temos que8

BBT =
3

2π
I; (4.16a)

B1 = 0 e (4.16b)

8A propriedade 4.16c foi encontrada durante este trabalho.
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FIGURA 4.5 – Campos de simetria do icosaedro truncado.(1) Com relação aos hemis-
férios. (2) Com relação às faces hexagonais. (3) Com relação às faces
pentagonais.

BT B =
3

2π
I − 1

4π
1. (4.16c)

Nas Equações 4.16a a 4.16c, 1 e 1 representam, respectivamente, um vetor coluna e uma

matriz nos quais todos os elementos são iguais a 1. Tais propriedades são importantes

para a solução da equação de movimento, pois mantêm a simetria do sistema de equações.

Para seis transdutores idênticos seguindo a configuração IT e com Qs mecânicos idênticos

para os cinco modos da esfera, a relação sinal-rúıdo SNR de uma antena esférica é

idêntica àquela de uma barra acoplada a um destes seis transdutores. Assim, a barra

equivalente tem uma massa efetiva, vista pelo transdutor, igual a [44]

meff =
5

6

(χ

2

)(4πR3

3

)
ρ. (4.17)

Os segundos modos dos seis ressonadores qj2 podem, então, ser combinados linearmente,

possibilitando o monitoramento dos modos normais de oscilação da esfera. A combinação

linear das seis sáıdas, Johnson e Merkowitz chamaram canais dos modos gm(t), os quais

são representados por

gm ≡ Bmjqj2. (4.18)

Existe proporcionalidade entre gm e Fm que faz com que à leitura direta de cada canal

do modo corresponda uma componente da força Fm. A aplicação de métodos adequados

de correlação, filtragem e otimização possibilitam a extração do valor de hm de Fm e,

portanto, a obtenção de informações sobre perturbações no campo gravitacional local.

Em outras palavras, viabilizam a detecção de ondas gravitacionais.
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4.4 Solução da Equação de Movimento

A fim de normalizar a Equação 4.15, multiplicamos a mesma por X−1, obtendo

ẅ(t) + Hẇ(t) + Kw(t) = PF (t). (4.19)

A matriz diagonal D, cujos elementos são os autovalores de K, nos dá as freqüências

de ressonância de cada modo. Associados a estes autovalores, temos os autovetores,

constituintes (colunas) da matriz U e que tem como conjungada hermitiana U †, tal que

UU † = U †U = I. Mutiplicando-se a Equação 4.19 por U † obtém-se

U †ẅ(t) + U †Hẇ(t) + U †Kw(t) = U †PF (t). (4.20)

Definindo-se uma quantidade ζ(t) = U †w(t) → w(t) = Uζ(t), tem-se que

ζ̈(t) + U †HUζ̇(t) + Dζ(t) = U †PF (t), (4.21)

já que U †KU = D (definição de autovalores hermitianos).

Aplicando a Transformada de Fourier a Equação 4.21 chega-se a

− ω2ζ̃(ω) + iωU †HUζ̃(ω) + Dζ̃(ω) = U †PF̃ (ω)(
−ω2I + iωU †HU + D

)
ζ̃(ω) = U †PF̃ (ω) (. . .) = J−1(ω)

ζ̃(ω) = J(ω)U †PF̃ (ω). (4.22)

Logo,

w̃(ω) = UJ(ω)U †PF̃ (ω). (4.23)

Assim a Transformada de Fourier Inversa nos dá os valores de w(t) e, portanto, a solução

da equação de movimento do sistema. Lembrando que w(t) ≡ [A(t), q1(t), q2(t)], podemos

extrair os j últimos elementos do vetor w(t) e obter as amplitudes qj2(t). Portanto, é

posśıvel simular o comportamento do detector.

Ainda no domı́nio das freqüências, podemos determinar os canais dos modos g̃(ω) co-

nhecendo as componentes q̃R1(ω). Combinando as Equações 4.18 e 4.23, obtém-se

g̃(ω) = ξ(ω)F̃ S(ω) + Ω1(ω)F̃N
1 (ω) + Ω2(ω)F̃N

2 (ω). (4.24)

A matriz ξ(ω) representa a função de transferência das forças que atuam sobre a esfera

F̃ S(ω) na freqüência ω. As matrizes Ωi(ω) correspondem a função resposta dos canais às
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forças de rúıdo F̃N
i (ω) do modo i.

4.5 Função de Transferência

A função de transferência ξ(ω) é a razão de proporcionalidade entre o canal do modo m

e a força efetiva atuante sobre o mesmo. Ignorando-se por alguns instantes as fontes de

rúıdo podemos reescrever a Equação 4.24 como

g̃(ω) = ξ(ω)F̃(ω), (4.25)

onde F(ω) ≡ Fm(ω), m = 1, .., 5 representa a Transformada de Fourier da força gravi-

tacional efetiva em cada um dos modos m. Da Equação 4.10, tem-se que

F̃m(ω) = −1

2
ω2mSχRh̃m(ω), (4.26)

então, Equação 4.25 nos dá

g̃(ω) = −1

2
ω2mSχRξ(ω)h̃(ω), (4.27a)

ou

h̃(ω) = − 2

ω2mSχR
ξ−1(ω)g̃(ω). (4.27b)

A inversa da função de transferência (ξ−1) deconvolui os canais dos modos nas amplitudes

esféricas h̃(ω) no domı́nio das freqüências. Portanto, a Transformada Inversa de Fourier

das quantidades h̃m(ω) representa as quantidades hm(t) apresentadas nas Equações 2.36.

No caso de um detector ruidoso, os resultados são análogos [43]. As matrizes Ωi(ω), da

Equação 4.24, referenciam as fontes de rúıdo do conjunto de transdutores nos modos da

esfera. E, a Equação 4.25 retorna a medida do sinal gravitacional somado a estes rúıdos

projetados.

A função de transferência não depende nem do sinal nem do rúıdo, apenas de caracteŕıs-

ticas mecânicas e eletrônicas do detector. Assim, sua determinação depende da precisão

na estimativa dos valores numéricos destas caracteŕısticas, que, consequentemente, im-

plicará na precisão com que curva de sensibilidade do detector será determinada.

4.6 Curva de Sensibilidade do Detector

A curva de sensibilidade será determinada considerando a hipótese complementar a an-

terior, ou seja, admitindo-se que não existe nenhum sinal, somente rúıdo. Tomando a
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densidade espectral da Equação 4.24, encontramos uma expressão anaĺıtica para a den-

sidade espectral dos canais dos modos, representada por

Sg(ω) = |ξ(ω)|2SF̃ S

+ |Ω1(ω)|2SF̃ N
1 + |Ω2(ω)|2SF̃ N

2 , (4.28)

em que SX denotam as densidades espectrais das quantidades X. Para encontrarmos a

Equação 4.28, assumimos que todos as fontes de rúıdo são estatisticamente independentes

e, portanto, os termos cruzados foram ignorados.

Repetindo o procedimento utilizado para se obter 4.27b, encontram-se as curvas de sen-

sibilidade do detector dadas por

|h̃m(ω)| =
√

1(
−1

2
ω2mSχR

)2 |ξ−1(ω)|2Sg(ω). (4.29)

Desde que conhecidas as densidades espectrais das fontes de rúıdo que afetam o detector,

a Equação 4.29 pode ser utilizada para representar a curva de sensibilidade do detector.

Esta é a ráız quadrada da densidade espectral de rúıdo total medida nas sáıdas, referenci-

ada como sinais de entrada h̃m. Ela quantifica o rúıdo de fundo gravitacional fict́ıcio que

mimetizaria o rúıdo estacionário da antena. Logo, conhecendo-se o espectro de potência

das fontes de rúıdo é posśıvel estimar a curva de sensibilidade do detector.

4.7 Fontes de Rúıdo

Um grande número de fontes de rúıdo podem ser consideradas quando agrupamos os

processos f́ısicos que eventualmente afetam o detector. Tais fontes de rúıdo são divididas

em duas categorias básicas: as componentes de banda curta, que são caracterizadas pela

densidade espectral de forças que excitam o sistema ressonante (forças de rúıdo); e as

componentes de banda larga, que são caracterizados pela densidade espectral de deslo-

camento, e são referenciadas no deslocamento do modo de oscilação em análise, ou seja,

são provenientes do processo de leitura ou monitoramento do experimento.

Utilizaremos em nosso modelo de rúıdo as duas mais importantes fontes de rúıdo de cada

categoria, bem conhecidas e estudas na literatura [51]. Como representantes principais

dos rúıdos de força, quando da utilização de transdutores paramétricos, temos

a) rúıdo Browniano (Térmico): Análogo ao rúıdo Nyquist em circuitos LCR [59],

o movimento browniano corresponde às excitações térmicas do(s) modo(s)

fundamental(is) de um corpo causados pelas chamadas forças de Langevin.

A energia média destas excitações é dada por kbT , sendo kb a constante
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de Boltzman e T a temperatura termodinâmica do corpo. Sua densidade

espectral é

SBrown(ω) = 4kbTω
mi

Qi

N2/Hz,

sendo mi e Qi, a massa e o fator de qualidade mecânica do i-ésimo elemento,

respectivamente.

b) rúıdo de “Back-action”: Este rúıdo é inserido ao sistema de forma aditiva e é

oriundo de flutuações das forças eletromagnéticas que atuam sobre a última

massa (acoplamento eletro-mecânico), consideramos aqui como decorrente do

rúıdo de amplitude da bomba injetora de microondas (com valores t́ıpicos

Sam ∼ −140 dBc/Hz) e que é expresso por

Sbkact =
P 2

inc

2ω2
p

(
2Qe

fp

df

dx

)2

Sam N2/Hz

onde Pinc representa a potência incidente na cavidade do transdutor,

ωp = 2πfp a freqüência angular da bomba e df/dx a variação de freqüência

com a distância (sensibilidade ao deslocamento, definida pelas propriedades

eletrostáticas da cavidade).

E, como representantes das fontes de rúıdo de deslocamento temos:

a) rúıdo de fase: depende de caracteŕısticas da bomba injetora e da cavidade res-

sonante. É regido pelo rúıdo de fase da bomba (com valores t́ıpicos Sph ∼
−130 dBc/Hz

Sfase(ω) = Sph

(
df

dx

2π

ω

)−2

m2/Hz

b) rúıdo serial: Advém do acoplamento eletromecânico do transdutor. Sua densidade

espectral é representada por

Sserial =
(Tamp + T )kb

Pinc

(
2Qe

fp

df

dx

)−2

m2/Hz,

onde Tamp é a temperatura de rúıdo do amplicador, T , a temperatura termo-

dinâmica e Qe o fator de qualidade elétrica da cavidade.

Todos os rúıdos descritos acima entram na Equação 4.14 como as componentes F S(t)

(rúıdos da esfera), FN
1 (t) (rúıdos no ressonador R1) e FN

2 (t)(rúıdos no ressonador R2).

A componente F S(t) é dada pela soma entre o sinal em cada modo da esfera e o rúıdo
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FIGURA 4.6 – Curva de sensibilidade média dos modos quadrupolares do detector
SCHENBERG a temperatura de 4.2K e as contribuições individuais das
fontes de rúıdo.

atuante no mesmo. No caso de ausência de sinal gravitacional (Fm(t) = 0 ∀m) restam

somente as contribuições dos rúıdos. Estas fontes de rúıdo vêm sendo estudadas incessan-

temente e seus efeitos sobre os detectores são bem descritos. Mas, existem outras fontes

que independem do conhecimento do instrumental e que podem interferir na detecção

de ondas gravitacionais. Estas fontes apresentam, normalmente, caracteŕısticas não line-

ares, e portanto são dif́ıceis de serem modeladas. Como exemplo deste tipo de fonte de

rúıdo podemos citar: a entrada de rúıdo através do sistema de isolamento vibracional;

movimentos pendulares, que podem causar atrito entre o ponto de sustentação e a esfera,

gerando rúıdo de baixa freqüência que pode ter harmônicas dentro da banda de sensi-

bilidade; vibrações provenientes do sistema de refrigeração; part́ıculas com alta energia,

que ultrapassam o sistema de blindagem; etc. Formas de amenizar ou monitorar estas

contribuições estão sendo desenvolvidas e espera-se que, em breve, pouco interfiram na

sensibilidade dos detectores.

Aplicando as densidades espectrais dos rúıdos mencionados na Equação 4.28 e calculando

as curvas de sensibilidade representadas por 4.29, obtém-se a Figura 4.6. A figura mostra

também as contribuições individuais das fontes de rúıdo mencionadas referenciadas no

modo de oscilação da esfera. Os parâmetros, que descrevem as densidades espectrais

das fontes de rúıdo, foram otimizados de forma a se obter uma curva de sensibilidade
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TABELA 4.2 – Valores dos Parâmetros Utilizados no Cálculo da Curva de Sensibilidade.
Descrição Śımbolo Valor

massa intermediária mR1 0,0534kg
massa final mR2 10−5kg
Q Mecânico R1 QR1 106

Q Mecânico R2 QR2 106

Q elétrico da cavidade Qe 104

freqüência da bomba fp 10,21 GHz
acoplamento elétrico βe 1
deslocamento de freqüência df/dx 3× 1014 Hz/m
potência incidente Pinc 10−6 W
temperatura de rúıdo amplificador Tamp 10 K
ńıvel do rúıdo de fase Sph −108 dB
ńıvel do rúıdo de amplitude Sam −128 dB

aproximadamente plana no intervalo de maior sensibilidade (menores valores de h̃). Isto

faz com que o espectro seja “branco” nesta faixa de freqüências. Os valores utilizados são

mostrados nas Tabelas 4.1 e 4.2.

Os resultados mostram que o detector apresentará sensibilidade h̃ ∼ 10−21 Hz−1/2 entre

3,17− 3,24 kHz quando mantido à temperatura de 4,2 K.

4.7.1 Banda de Sensibilidade

O comprimento da banda de sensibilidade depende da escolha de um hmin para sua

determinação. Esta escolha depende de quão conservador pretendemos ser para analisar

o desempenho do detector. Seu valor numérico será calculado pela expressão

∆f = h2
min

∫ ∞

−∞

df

Sh(f)
. (4.30)

Escolhendo-se como hmin o valor mı́nimo da curva apresentada na Figura 4.6, a Equação

4.30 nos dá ∆f ≈ 60 Hz. Pode-se ser menos conservador e escolher um valor maior para

hmin. Quão maior o valor escolhido, maior será a banda ∆f utilizada para a análise da

sensibilidade. Porém, a escolha imprópria pode acarretar na inserção de um ńıvel maior

de rúıdo nos dados.

4.8 Geração de Séries Temporais

Utilizando-se do conhecimento das densidades espectrais das fontes de rúıdo somos, en-

tão, capazes de gerar série temporais, contendo dados simulados que tentam reproduzir
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os que serão obtidos do detector real.

Para gerar uma série temporal contendo as amplitudes w(t) e, consequentemente, os

qj2 (amplitudes do deslocamento dos segundos modos dos ressonadores secundários),

introduzimos primeiramente somente as fontes principais de rúıdo no detector.

Para simular estas forças admitimos que as mesmas comportam-se como a soma de senói-

des com fases aleatórias e com freqüências −∞ < ω < ∞. Porém, é imposśıvel somarmos

infinitas senóides com infinitas freqüências. O Teorema da Amostragem garante que so-

mente freqüências a metade da freqüência de amostragem (usaremos famost = 16384 Hz)

podem ser detectadas. Assim, simulamos no domı́nio de freqüências, senóides (Deltas

de Dirac) com amplitudes Ai(ω) =
√

Si(ω) correspondentes às densidades espectrais na

freqüência ω e fornecemos às mesmas fases aleatórias, ou seja,

F̃ (ω) = Ai(ω) (cos φ + i sin φ) , (4.31)

sendo 0 < φ < 2π a fase escolhida de forma aleatória (distribuição plana) e i =
√
−1

a unidade complexa. A Transformada de Fourier Inversa faz com que todas as senóides

sejam somadas ao longo da série temporal. E, desta forma, obtém-se os valores das forças

no domı́nio temporal. Estes valores servem de entrada no modelo desenvolvido.

A sensibilidade calculada a partir dos dados simulados deve ser, na média, equivalente a

curva apresentada na Figura 4.6. A curva de sensibilidade está representada na Figura

4.7. A figura foi obtida quando calculamos a sensibilidade do detector utilizando uma

série temporal de 32 segundos de dados simulados. Como pode ser observado pela figura,

a curva obtida dos dados apresenta flutuações em torno da curva obtida das densidades

espectrais porém, na média (utilizando-se um número suficiente de simulações), as curvas

tenderão a encaixar-se perfeitamente na curva que desejamos reproduzir.

A Figura 4.8 mostra a série temporal, utilizada para calcular a curva de sensibilidade

apresentada na Figura 4.7. As amplitudes são ∼ 10−16− 10−15 m e apresentam distribui-

ção gaussiana (Figura 4.9) com média 〈qR2〉 ≈ 0 e desvio padrão σqR2
∼ 2.5 × 10−16 m.

Mas, as sáıdas dos transdutores não retornam valores em deslocamento e sim a diferença

de potencial elétrico (voltagem) correspondente àquele deslocamento dentro da cavidade

ressonante.
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FIGURA 4.7 – Curva de sensibilidade média dos modos quadrupolares do detector
SCHENBERG a temperatura de 4.2K e obtida a partir das séries tempo-
rais. A linha clara representa a sensibilidade teórica (calculada a partir
das densidades espectrais) e a linha escura representa a sensibilidade ob-
tida dos dados simulados.

4.9 Processo de Transdução: Transformação de Deslocamento

em Voltagem

O transdutor funciona como um sensor de movimento, transformando o deslocamento

δx da última massa (ressonador R2) em voltagem de sáıda. Esta transformação é dada

pela relação [60]

δvrms = δxrms
df

dx

dV

df
(f), (4.32)

onde dV
df

(f) é a taxa de conversão discriminada pela freqüência de “off-set” f e definida

como
dV

df
(f) =

1√
1 + 4f 2/∆f 2

× dV

df DC

(4.33)

onde ∆f é banda de ressonância e

dV

df DC

= H
√

Pinc
4βe

1 + β2
e

1

∆f
(4.34)
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FIGURA 4.8 – Amplitude descrita por ressonador R2 em uma série temporal simulada
de 32 segundos.
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FIGURA 4.9 – Histograma dos deslocamentos apresentados na Figura 4.8. Percebe-se a
distribuição gaussiana das amplitudes.
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FIGURA 4.10 – Leitura em voltagem do transdutor 1 referente aos deslocamentos apre-
sentados na Figura 4.8.

é o ńıvel constante de conversão, H é coeficiente potência-voltagem do misturador e βe o

acoplamento elétrico. A Figura 4.10 representa a sáıda em voltagem do transdutor 1 para

uma série simulada referente a 32 segundos e oriunda dos deslocamentos representados

na Figura 4.8. Para obter a figura, estimamos o ganho da cadeia de amplificação como

∼ 106.

4.10 Temperatura de Rúıdo

Considerando o ressonador R2 como um oscilador harmônico, podemos calcular a tem-

peratura de rúıdo do detector, já que a energia de um oscilador harmônico é

E =
kbT

2
=

1

2
kδ2

x, (4.35)

onde k = mω2 é a constante de mola, m a massa, ω a frequência de ressonância e δx a

variação de posição (deslocamento). Assim, temos que a temperatura de um evento (das

Equações 4.35 e 4.32) é dada por

T =
1

kb

mω2

(
df

dx

dV

df

)−2

δv2. (4.36)
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FIGURA 4.11 – Histograma de temperaturas dos eventos apresentados na Figura 4.10.

A Figura 4.11 apresenta o histograma de temperaturas dos dados mostrados nas Figuras

4.8 e 4.10. O histograma apresenta um perfil condicente com uma distribuição com

decaimento exponencial, que pode ser ajustada por

N = N0 exp(−T/Tn), (4.37)

onde N é o número de eventos no bin correspondente à temperatura T , N0 é o número de

eventos no bin zero e Tn é a temperatura de rúıdo do detector. A temperatura de rúıdo

Tn é calculada pelo ajuste da Equação 4.37. As curvas foram ajustadas pelo Método

dos Mı́nimos Quadrados com a finalidade de que fossem encontrados os melhores valores

para N0 e Tn. O melhor ajuste fornece uma temperatura de rúıdo Tn ∼ 2,2× 10−5 K.

De posse destas quantidades podemos partir para a solução do problema inverso e o

tramento dos dados obtidos.
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CAPÍTULO 5

SOLUÇÃO DO PROBLEMA INVERSO E

PROCESSAMENTO DOS DADOS

No final da década de 80, Dhurandhar e Tinto iniciaram o trabalho relacionado à solução

do problema inverso, ou seja, determinar, a partir do conhecimento das amplitudes de

oscilação de um corpo elástico, a direção e as polarizações de um sinal gravitacional [61].

Seguindo este trabalho, Gürsel e Tinto, em 1989, criaram um método para determinar

estas quantidades utilizando os dados obtidos de 5 barras ou 5 interferômetros distintos

[62].

No final da década de 90, Magalhães estudou o problema inverso exclusivamente para

detectores esféricos e mostrou como determinar a direção de uma fonte pela utilização de

um método puramente geométrico [63, 64, 65]. Merkowitz completou o trabalho elabo-

rando um procedimento para determinar as polarizações e a direção pelo monitoramento

dos canais dos modos, fornecendo uma solução anaĺıtica para o problema inverso [43].

Utilizaremos as metodologias desenvolvidas por Magalhães e Merkowitz, a fim de recu-

perar informações sobre um sinal introduzido no modelo descrito no caṕıtulo anterior.

Como vimos no Caṕıtulo 2 (Seção 2.5), as polarizações na forma TT são projetadas nos

harmônicos esféricos segundo a aplicação da matriz de rotação de Euler (Equação 2.34).

No caṕıtulo anterior, vimos como obter as amplitudes esféricas a partir do monitora-

mento do deslocamento da massa final do transdutor. Agora, ligando estes dois conceitos

utilizaremos as amplitudes esféricas para determinar a direção e polarizações de um sinal

gravitacional.

5.1 Determinação da Direção e das Polarizações

Para facilitar a leitura e a compreensão desta seção, repetiremos aqui (utilizando a no-

tação sugerida por Johnson e Merkowitz) as Equações 2.33, 2.34 (quando α = 0) e 2.35

H ′(t) ≡

 h+(t) h×(t) 0

h×(t) −h+(t) 0

0 0 0

 , (5.1)

R =

 cos γ cos β sin γ 0

− sin γ cos β cos γ sin γ sin β

sin β 0 cos β

 , (5.2)
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e

H(t) = RH ′(t)RT =


h1(t)− 1√

3
h5(t) h2(t) h4(t)

h2(t) −h1(t)− 1√
3
h5(t) h3(t)

h4(t) h3(t)
2√
3
h5(t)

 . (5.3)

A matriz deformação na forma TT H′(t) é projetada no referencial do laboratório pela

Equação 5.3, na qual é representada por H(t). Como mostra a Equação 5.3, as compo-

nentes de H(t) são combinações lineares das amplitudes esféricas hm(t).

Para obter H ′(t) de H(t) precisamos apenas dos ângulos β e γ, uma vez que adotamos

por convenção α = 0. Multiplicando-se a Equação 5.3 por RT pela esquerda e por R pela

direita, obtém-se

RT H(t)R = RT RH ′(t)RT R. (5.4a)

Um vez que RT R = RRT = I, temos que

H ′(t) = RT H(t)R. (5.4b)

Os valores de β e γ serão obtidos pela imposição de que a última coluna de H ′(t) deve

ser nula, uma vez que, pela TRG, uma onda gravitacional não tem efeito sobre a direção

de propagação (por convenção z′). Esta imposição gera um sistema de equações lineares,

que tem como solução

tan γ = −y

x
, (5.5)

tan β = ±y

z

1

sin γ
. (5.6)

O sinal negativo na Equação 5.5 vem da convenção de Euler, enquanto o duplo sinal em

5.6 ilustra o fato da esfera ser incapaz de distinguir fontes ant́ıpodas1.

Devido ao fato do determinante de H ′(t) ser nulo, o sistema de equações é indeterminado

– uma das equações depende das outras duas. Porém, duas equações independentes são

suficientes para determinar β e γ univocamente. Para isso, impomos a condição de que

quando tan γ = 0, tenhamos tan β = ∞, como deve ser. Desta forma, obtemos

y = h3(t)h4(t)−
2
√

3

3
h2(t)h5(t), (5.7a)

x = −2
√

3

3

(
h1(t)h5(t) +

√
3

3
h5(t)

2

)
− h3(t)

2, (5.7b)

1Pode-se determinar a direção de propagação do sinal mas não o sentido.
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z = h2(t)h3(t) + h4(t)

(
h1(t) +

√
3

3
h5(t)

)
. (5.7c)

Para obtermos as expressões para as polarizações, levamos em conta a construção de

H ′(t) (h+ = H ′
11 = −H ′

22 e h× = H ′
12 = H ′

21). Como H(t) e H ′(t) são simétricas,

os valores de H ′
12 e H ′

21 serão sempre idênticos, independente da presença de rúıdo.

Contudo, esta mesma restrição não é aplicável a H ′
11 e H ′

22 [43]. Assim, tomaremos a

média h+ = (H ′
11 + H ′

22)/2 para obter a expressão anaĺıtica para as polarizações, que

serão expressas por

h+(t) =
1

2
h1(t)(1 + cos2 β) cos 2γ − 1

2
h2(t)(1 + cos2 β) sin 2γ (5.8a)

− 1

2
h3 sin 2β sin γ +

1

2
h4(t) sin 2β cos γ +

√
3

2
h5(t) sin2 β,

(5.8b)

h×(t) = h1(t) cos β sin 2γ + h2(t) cos β cos 2γ + h3(t) cos γ sin β

+ h4(t) sin γ sin β.

Estas soluções podem ser derivadas também da combinação lineares das Equações 2.36

e representam a solução do problema inverso, sendo válidas tanto para o caso sem rúıdo

quanto para o caso ruidoso.

5.2 Caso Somente com Sinal

Com o objetivo de testar a eficiência do método, necessitamos de uma forma de onda

para introduźı-la no modelo e tentar recuperá-la posteriormente. Este sinal gravitacional

deve ter duas caracteŕısticas básicas:

a) A forma de onda das duas polarizações posśıveis a uma onda gravitacional,

h+(t) e h×(t).

b) Uma direção de incidência, descrita pelos ângulos zenital β e azimutal γ, em

relação ao referêncial adotado.

Assim, conhecendo-se as polarizações e a direção de entrada de um sinal, podemos simular

o efeito da onda gravitacional passante e checar se, após a passagem pelo modelo, é

posśıvel recuperá-la integralmente. Esta checagem será realizada através de dois métodos:

as correlações entre as polarizações de entrada (ent) e sáıda (sai) e entre os espectros de

entrada e de sáıda e, o cálculo do erro médio quadrático Q ao longo dos N pontos da
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FIGURA 5.1 – Forma de onda da amplitude h da radiação gravitacional emitida por
um sistema binário EN-EN coalescente. A forma de onda corresponde
às últimas órbitas estáveis, ao toque das duas estrelas e a fusão do dois
objetos.

série temporal

Q =
1

N

N∑
i=1

(hent
i − hsai

i )2.

Existe na literatura uma grande quantidade de formas de onda simuladas para sinais

gravitacionais, obtidas a partir de considerações sobre o tipo de fonte e metodologia

utilizada para a simulação (Relatividade Numérica, Aproximação Pós-Newtoniana, etc).

O Laboratório para Astrof́ısica de Altas Energias (LHEA) da NASA/GSFC mantém

um catálogo contendo formas de onda das mais variadas fontes astrof́ısicas de radiação

gravitacional, o AstroGravS (“Astrophysical Gravitational-Wave Sources Archive”), o

qual encontra-se dispońıvel no endereço eletrônico <http://astrogravs.gsfc.nasa.

gov/docs/catalog.html>. Optamos por usar como sinais de teste as formas de onda,

calculadas por Duez, Shibata e colaboradores, para a coalescência de um sistema binário

de estrelas de neutrons, contendo as últimas órbitas estáveis, o toque (“plunge”) das duas

estrelas e a fusão de ambas (“merger”)[66, 67, 68, 69].

A escolha desta forma de onda deve-se, também, ao fato de que os eixos do tempo e da

amplitude podem ser escalonados de acordo com a massa M dos objetos apenas pela
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FIGURA 5.2 – Correlação entre os espectros do sinal de entrada e de sáıda em torno da
banda de maior sensibilidade do detector.

multiplicação de ambos por M/1,5M�. O valor numérico da amplitude pode, ainda,

ser estimado segundo a distância da fonte ao observador, multiplicando-se os eixos das

amplitudes por esta distância em cm. A Figura 5.1 mostra a forma de onda escolhida

para o teste inicial. A forma de onda foi também reamostrada para se tornar compat́ıvel

a taxa de amostragem que será utilizada pelo detector em questão.

Para introduzir este sinal no modelo, arbitramos uma direção e uma distância para a

fonte, calculamos a força gravitacional efetiva atuante sobre a esfera e a adicionamos ao

modelo, obtendo, desta forma, as sáıdas dos seis transdutores. Estas leituras são combi-

nadas para o cálculo dos canais dos modos, das amplitudes esféricas e, através da solução

do problema inverso, as informações inseridas devem ser recuperadas. As simulações para

o caso sem rúıdo mostram uma correlação igual a 1 para ambas as polarizações e para

o espectro, validando o método. A Figura 5.2 mostra o espectro de amplitudes do sinal

de entrada e de sáıda. Pode-se observar que os espectros correlacionam-se perfeitamente

(correlação 1) dentro da banda de sensibilidade do detector. Esta correlação estende-se

por todo o domı́nio espectral. E, a SNR →∞ como esperado.

Com o propósito de representar a posição de entrada do sinal, projetamos a esfera no

plano utilizando-se a projeção Hammer-Aitoff [70]. Para projetá-la a esfera foi “binada”

em intervalos de 0,5◦× 0,5◦. Uma vez calculada uma posição angular de entrada do sinal
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FIGURA 5.3 – Posição perpendicular à frente de onda do sinal de entrada na projeção
Hammer-Aitoff.

(β, γ) e as polarizações da amostra no instante t, adicionamos ao “bin” correspondente

o valor de
√

h+(t)2 + h×(t)2. Esta quantidade está relacionada à quantidade de energia

recebida pela esfera da direção (β, γ) (ver Equação 2.25a).

A Figura 5.3 mostra a posição da fonte, escolhida como θ ≡ β − 90◦ = 45◦ e φ ≡ −γ =

−45◦, assinalada com um ćırculo2. O fato da SNR → ∞, neste caso, faz com que a

posição da fonte seja determinada com precisão infinita (limitada apenas pela “binagem”

do mapa) e um único ponto aparece no histograma de posições. Devido ao fato da esfera

ser incapaz de distinguir fontes ant́ıpodas (representado pelo duplo sinal da Equação

5.6), complementamos a representação colocando um ponto na direção diametralmente

oposta (θ′, φ′), sendo θ′ = −θ e φ′ = φ− 180◦. A fim de não alterar o fluxo integrado em

toda a esfera, o valor h atribúıdo a cada ponto é dividido por um fator 2.

Utilizamos o mesmo procedimento para analisar o comportamento da esfera quando

somente o rúıdo está atuando sobre a mesma.

2O ângulo β é o ângulo com relação ao zênite da esfera no entanto, para projetar a posição segundo
Hammer-Aitoff, o ângulo equivalente θ é medido com relação ao equador. Por este motivo, subtráımos
90◦ do ângulo β obtido.
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FIGURA 5.4 – Curva de sensibilidade em todo o espectro observável.

5.3 Caso Somente com Rúıdo

Se observarmos a curva de sensibilidade em todo o intervalo espectral, estendendo a

curva apresentada na Figura 4.6, podemos perceber que o ńıvel de rúıdo é maior do que

4 ordens de magnitude quando nos afastamos da freqüência central, cerca de 200 Hz.

Pode-se constatar pela Figura 5.4, que a situação é ainda mais cŕıtica para freqüências

menores que 1,5 kHz, região onde o ńıvel de rúıdo chega a ser ∼ 15 ordens maior.

Visando contornar este problema e concentrar a análise na região de maior sensibilidade

utilizamo-nos da aplicação de um Filtro Passa-Banda. O filtro é centrado em 3206,3 Hz

e tem largura determinada pela Equação 4.30. Optamos por uma abordagem menos

conservadora escolhendo uma banda para análise de 70 Hz, o que implica no incremento

de hmin em um fator ≈ 1,08.

As amplitudes esféricas h̃m são filtradas pelo filtro passa-banda individualmente, vol-

tam ao domı́nio do tempo e, então, passam pela solução inversa. As Equações 5.5 e 5.6

fornecem uma posição equivalente para cada amostra de rúıdo, enquanto as Equações

5.8b e 5.8c fornecem as polarizações correspondentes. A Figura 5.5 mostra as ampli-

tudes do rúıdo referenciada na polarização h+(t), enquanto a Figura 5.6 apresenta as

distribuições de amplitudes de ambas as polarizações. Pode-se observar pela Figura 5.6

que as polarizações obtidas apresentam distribuições caracteŕısticas distintas. Enquanto
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FIGURA 5.5 – Polarização h+(t) na sáıda – somente rúıdo.

a polarização h× apresenta uma distribuição gaussiana centrada próxima de zero, a po-

larização h+ apresenta uma distribuição compat́ıvel com a soma de duas gaussianas com

médias opostas. Estas distribuições são decorrentes das caracteŕısticas de simetria das

polarizações na composição da matriz deformação.

Estas caracteŕısticas, aliada a alternância das amplitudes h+(t) e h×(t), garantem que

a distribuição dos h(t) apresente uma forma “planckiana”, como deve ser, uma vez que

esta quantidade está relacionada ao fluxo de energia depositado pelo rúıdo na direção

(β, γ). A Figura 5.7 mostra a distribuição dos h(t) referentes ao rúıdo, na qual pode ser

constatado o “carácter de corpo negro” da esfera.

A Figura 5.8 mostra o espectro de amplitudes h̃ =
√
|h̃+|2 + |h̃×|2 obtidas pela solução do

problema inverso, quando somente rúıdo afeta o detector (sem sinal). Pode-se perceber

que o espectro é aproximadamente plano dentro da banda de sensibilidade escolhida

(3171,3− 3241,3 Hz). A cerca de 5 Hz das extremidades da banda o espectro deixa de ser

plano em decorrência da superestimativa da banda de sensibilidade (70 Hz ao invés de

60 Hz obtidos da Equação 4.30).

Para cada amostra h+(t) e h×(t), temos uma posição de entrada (β, γ) calculada de um

“sinal” equivalente, correspondendo ao ńıvel de rúıdo relacionado a tal posição. A Figura

5.9 mostra este histograma de posições. As regiões mais claras representam as posições
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FIGURA 5.6 – Histogramas das amplitudes das polarizações h+(t) e h×(t).
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FIGURA 5.7 – Distribuição da amplitude h(t).

com maior “luminosidade”, ou seja, regiões onde há maior concentração de energia in-

cidente e obtidas pela solução inversa. A figura apresenta-se claramente não-isotrópica
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FIGURA 5.8 – Amplitude espectral das polarizações quando há somente rúıdo.

FIGURA 5.9 – Distribuição de posições equivalentes do rúıdo.

com concentração evidente nas regiões próximas ao equador e na longitude 150◦ e, por

imposição, na direção diametralmente oposta. Este resultado inesperado tem origem no
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FIGURA 5.10 – Somatória dos modos quadrupolares representadas na projeção
Hammer-Aitoff.

processo de reconstrução da esfera.

5.4 Conseqüências da Reconstrução Incompleta da Esfera

Inicialmente, decidimos analisar o comportamento da esfera, utilizando apenas os modos

quadrupolares (l = 2). Uma esfera S é bem representada pela composição de todos os

harmônicos esféricos em todos os multipolos e modos

S =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm. (5.9)

No entanto, quando optamos pela análise exclusiva dos modos quadrupolares, utilizando

apenas os Y2m, estamos ignorando a contribuição dos demais multipolos (e os modos

monopolares e dipolares, inclusive). Isto faz com que a reconstrução da esfera não seja

completa, uma vez que a Equação 5.9 apresentará no somatório apenas l = 2. A Fi-

gura 5.10 representa este somatório sobre os modos quadrupolares. É claramente ob-

servável, que este somatório apresenta um aspectro quadrupolar. As regiões de máxima

amplitude absoluta (representadas pelas regiões mais claras) localizam-se nas posições

[(θ, φ)] = [(48,9◦, 149,4◦), (−48,9◦,−30,6◦), (−11,4◦, 72,6◦), (11,4◦,−107,4◦)]. Estas posi-

ções são ant́ıpodas duas a duas (as duas primeiras e as duas últimas) e, portanto, definem

duas retas que passam pelo centro da esfera. Estas duas retas concorrentes (no centro)
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FIGURA 5.11 – Distribuição das amplitudes esféricas.

definem, por sua vez, um plano. A reta perpendicular a este plano e que passa pelo cen-

tro intercepta a superf́ıcie da esfera em [(θ⊥, φ⊥)] ≈ [(0◦, 150◦), (0◦,−30◦)]. É interessante

observar que estas coordenadas correspondem, aproximadamente, ao centro das regiões

iluminada(como apresentado na Figura 5.9). Esta “coincidência” merece ser investigada.

Para representar a Figura 5.10 supomos que as amplitudes de cada modo são idênticas e

unitárias, implicando em que os modos normais quadrupolares estão igualmente excita-

dos. Porém, não há razões f́ısicas para que os modos quadrupolares de oscilação da esfera

estejam igualmente excitados e que apresentem a mesma amplitude no mesmo instante

de tempo. A Figura 5.11 mostra a distribuição das amplitudes esféricas hm para os dados

simulados e apresentados na Figura 4.8. Observa-se pela figura que as distribuições não

apresentam-se iguais em valor numérico. Isto implica que em determinados instantes,

um ou outro modo encontra-se mais excitados, como seria de se esperar. O fato de, em

determinados instantes, um modo estar mais excitado que o outro, desloca as regiões de

máximo e de mı́nimo. Calcular a posição exata destes máximos e mı́nimos analiticamente

é complicado, uma vez que desconhecemos o padrão de alternância entre os modos mais

ou menos excitados. Mas, não há razões aparentes para não supor que, em média, o grau

de excitação dos modos tenda a ser igual. Portanto, decidimos por fazer isto numerica-

mente através de simulações sucessivas. Assim, a cada simulação, calculamos a média e

a variância em cada “bin”, obtendo, após 100 simulações de 32 segundos de dados, uma
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FIGURA 5.12 – Máscara de ganho após 100 simulações.

“máscara de ganho” para o rúıdo.

5.5 Máscara de Ganho

Chamamos de “máscara de ganho” pois, quando a posição de entrada é referenciada

naquela região, a amplitude h apresenta um valor maior, uma vez que há correlação

entre os modos, ou seja, parcelas aproximadamente iguais de energia são distribúıdas

entre os cinco modos. E, a esfera aparenta estar mais “iluminada” nesta região uma vez

que os cinco modos normais apresentam graus de excitação similares. A medida que a

correlação entre os modos diminui, a posição de entrada referenciada se distancia daquela

região e o valor da amplitude h diminui. Então, para corrigir este efeito, o histograma de

posições será dividido por esta máscara e será obtido o valor das flutuações do rúıdo (ou

sinal+rúıdo) com relação a máscara. Após 100 simulações, a máscara apresenta o perfil

mostrado na Figura 5.12.

Para realizar a divisão, a máscara é normalizada pelo valor máximo, tendo assim um

carácter adimensional. Após um número suficiente de simulações (∼ 100) não existem

bins não preenchidos, o que evita divisões por zero. A região mais iluminada mantém

seu valor (divisão por x ' 1), enquanto a região menos iluminada é intensificada pela

máscara de ganho (divisão por 0 < x < 1). A razão entre as regiões mais e menos

iluminada é ≈ 3. A Figura 5.13 mostra o mesmo histograma de posições apresentado na
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FIGURA 5.13 – Distribuição de posições equivalentes do rúıdo após a divisão pela más-
cara de ganho.

Figura 5.9 mas, agora, dividido pela máscara de ganho. Como pretend́ıamos, com o uso

da máscara, a distribuição do rúıdo torna-se aproximadamente isotrópica.

A utilização da máscara não afeta o valor numérico das amplitudes das polarizações

obtidas da solução, apenas a representação integrada dos hs no histograma de posições.

Ela apenas realça as flutuações em relação ao padrão conhecido de rúıdo. Isto facilita

que sinais, mesmos que relativamente fracos (baixa relação sinal-rúıdo), sobressaiam ao

rúıdo e, tornem-se evidentes nesta representação.

5.6 Relação Sinal-Rúıdo

Estimar a relação sinal-rúıdo SNR de um sistema como o detector esférico não é algo

trivial, já que ele possúı cinco curvas diferentes de rúıdo (uma para cada modo) que

podem ter perfis distintos. Contudo, podemos facilmente determinar a SNRm de cada

um dos cinco canais m pela relação

SNRm =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)

√
|h̃m|2(ω)

N2
m(ω)

dω, (5.10)

onde
√

N2
m(ω) representa o valor atribúıdo à curva de sensibilidade de cada modo m

na freqüência ω (conforme apresentado na Figura 4.6). A função F (ω) refere-se ao filtro
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utilizado. No caso do filtro passa-banda, tem-se

F (ω) =

1, se ωi 6 ω 6 ωf ,

0, se ωi > ω > ωf ,

sendo ωi e ωf , os limites inferior e superior da banda passante, respectivamente.

As quantidades h̃m são dependentes da direção de entrada da frente de onda, ou seja,

possuem uma dependência angular. Assim, cada SNRm possúı valores que dependem da

posição angular da fonte, o que complica a análise do desempenho integrado do detector.

Seria necessário simular fontes em várias posições angulares diferentes, estimar a SNRm

em para cada posição e, então, integrá-la em m, θ, φ, ω. Isto, do ponto de vista com-

putacional, é extremamente dispendioso3. Para contornar este problema, introduzimos o

conceito de curva média de rúıdo equivalente Nν para os cinco modos quadrupolares,

para a qual adotaremos a seguinte definição

1

N2
ν (ω)

=
1

N2
1 (ω)

+
1

N2
2 (ω)

+
1

N2
3 (ω)

+
1

N2
4 (ω)

+
1

N2
5 (ω)

. (5.11)

Esta definição permite estimar a relação sinal-rúıdo equivalente integrada nos modos

normais por elemento de freqüência SNRν(ω) como

SNRν(ω) =

√
|h̃1(ω)|2 + |h̃2(ω)|2 + |h̃3(ω)|2 + |h̃4(ω)|2 + |h̃5(ω)|2

N2
ν (ω)

. (5.12)

Mas, comparando a Equação 5.12 com a Transformada de Fourier das Equações 2.36,

pudemos perceber que

|h̃OG(ω)|2 = |h̃1(ω)|2 + |h̃2(ω)|2 + |h̃3(ω)|2 + |h̃4(ω)|2 + |h̃5(ω)|2, (5.13)

independentemente dos ângulos β, γ. O que parece, intuitivamente, óbvio, já que a quan-

tidade de energia carregada pela onda gravitacional é decomposta (projetada) nos cinco

modos normais. Consequentemente, a somatória das energia individuais de cada modo

corresponde a energia da onda gravitacional incidente. Logo, definiremos a relação sinal-

3Algo como o que viemos apresentando, 0,25 graus quadrados, acarreta em ∼ 2 × 106 pontos para
representar toda a esfera. Se considerarmos uma resolução em freqüência razoável (∆famostragem ∼
0,25 Hz), necessitamos, na taxa de amostragem de 16384 Hz, de 65536 pontos. E, finalmente, conside-
rando os cinco modos, teremos algo ∼ 6,5× 1011 operações para realizar esta integração.
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rúıdo total SNR como

SNR =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)

√
|h̃OG(ω)|2

N2
ν (ω)

dω. (5.14)

A Equação 5.14 representa a relação sinal-rúıdo integrada em todos os modos, ângulos

de entrada e freqüência, como queŕıamos representar e é muito mais econômica, do ponto

de vista computacional.

5.7 Caso com Sinal mais Rúıdo

Para testar o desempenho do método quando existe um sinal gravitacional nos dados,

adotaremos o mesmo procedimento e sinal utilizados na Seção 5.2. Para determinar a

relação sinal-rúıdo, necessitamos que a fonte esteja em uma determinada distância r e

assim, podemos estimar o valor numérico da amplitude h.

Sinal e rúıdo são expressos em unidades distintas (i.e. no domı́nio da freqüênciasa am-

plitude do sinal é dada em Hz−1 enquanto a amplitude do rúıdo é expressa em Hz−1/2),

sendo assim transformamos a amplitude do sinla em outra importante quantidade, a

amplitude caracteŕıstica, a qual é definida como

hc(f) =

√
∆f |h̃GW (f)|2,

onde |h̃GW (f)|2 é o espectro de potência do sinal na freqüência f [71]. A amplitude

caracteŕıstica é essencialmente o sinal rms no intervalo de freqüência ∆f centrado na

freqüencia f e que tem a mesma unidade das fontes de rúıdo.

Desta forma, podemos realizar simulações sucessivas a fim de estimar, numericamente,

o erro quadrático na determinação da direção angular σ2
Ω = σθσφ [72].

Este erro corresponde à área (ou ângulo sólido) da superf́ıcie da esfera, sobre a qual

a fonte “espalhou sua energia”, ou seja, equivale ao erro na determinação da direção

correspondente a cada amostra devido a presença do rúıdo. Assim, a energia do sinal é

espalhada em torno de sua posição de entrada real segundo σθ e σφ. O produto entre as

duas quantidades descreve uma área na esfera, que corresponde a σ2
Ω.

5.7.1 Fonte Galáctica

Inicialmente, supomos uma fonte galáctica com r ∼ 30 kpc. Este raio abrange toda a

Galáxia e boa parte de seu halo. A esta distância, a fonte em questão apresenta SNR ≈
122. A Figura 5.14 mostra a posição média da fonte obtida, após 10 simulações. O erro
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FIGURA 5.14 – Determinação da direção média da fonte – SNR ≈ 122 – após 10 simu-
lações.

na determinação da direção σ2
Ω ≈ 8 graus quadrados. A correlação entre os espectros é

de ≈ 0,81. Percebe-se pela Figura 5.15 como o espectro da fonte eleva o ńıvel do espectro

apresentado pelo rúıdo. A figura mostra o espectro médio das 10 simulações e o efeito

é facilmente percebido, o espectro de sáıda assume o contorno do espectro de entrada.

Com este valor para a SNR a contribuição da fonte é intensa o suficiente para que a

mesma não seja totalmente dilúıda durante o tempo de integração (4 s).

A Figura 5.16 apresenta a leitura da polarização h+(t) na entrada e na sáıda do modelo,

ambas após a filtragem passa-banda. É viśıvel o instante e intervalo de tempo que o sinal

passa pela banda de sensibilidade do detector. É posśıvel estimar a razão entre os dois

picos (correspondentes ao toque e ao modo barra da fusão dos dois objetos) e o desvio

padrão como 30− 40.

Porém, sabemos que fontes que apresentem SNR desta ordem são extremamente raras

(. 2 por século).

5.7.2 Fonte Próxima

Supomos, agora, uma fonte próxima r ∼ 60 kpc mas, extra-galáctica. Este raio abrange

toda a Galáxia, todo o seu halo e parte das Nuvens de Magalhães. A esta distância,

a fonte em questão apresenta SNR ≈ 60. A Figura 5.17 mostra a posição da fonte
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FIGURA 5.15 – Amplitude espectral das polarizações – SNR ≈ 122 – após 10 simula-
ções.
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FIGURA 5.16 – Polarização h+(t) obtida nas sáıdas da solução – SNR ≈ 122.
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FIGURA 5.17 – Determinação da direção – SNR ≈ 60 - após 10 simulações.

obtida, após 10 simulações. Pela figura podemos notar que a posição média determinada

pela solução apresenta-se mais “espalhada”, que a correspondente apresentada na Figura

5.14. O erro na determinação da direção σ2
Ω ≈ 81 graus quadrados. A correlação entre

os espectros é de ≈ 0,71. Percebe-se pela Figura 5.18 como o espectro da fonte pouco

afeta o ńıvel do espectro obtido pela aplicação da solução inversa. Isto devido ao fato da

energia do pulso ser parcialmente dissipada durante o tempo de integração.

A Figura 5.19 apresenta a leitura da polarização h+(t) de sáıda e de entrada. É posśıvel

ainda notar o pico referente ao sinal nos dados. A razão entre os picos e o desvio padrão

é . 10.

5.7.3 Fonte Extra-Galáctica

Finalmente, supomos uma fonte extra-galáctica distante com r ∼ 100 kpc. Este raio

abrange toda a Galáxia, seu halo, as Nuvens de Magalhães e algumas galáxias satélites.

Nesta distância, a SNR ≈ 30. A Figura 5.20 mostra dos histogramas de posição de 10

simulações consecutivas. O erro na determinação da direção σ2
Ω ≈ 400 graus quadrados.

Observa-se a mancha referente a indeterminação na posição devido a presença de rúıdo.

A correlação entre os espectros é baixa (≈ 0.50). Como pode ser observado pela Figura

5.21, a contribuição da fonte ao espectro total é pequena, levando em conta o tempo de

integração, e a energia proveniente da fonte é dilúıda no cálculo total do espectro.
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FIGURA 5.18 – Amplitude espectral das polarizações – SNR ≈ 60.
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FIGURA 5.19 – Polarização h+(t) obtida nas sáıdas da solução – SNR ≈ 60.

Isto pode ser comprovado pela Figura 5.22 que apresenta a leitura da polarização h+(t)

de sáıda e de entrada. É evidente que para fonte com SNRs dessa ordem encontram-se
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FIGURA 5.20 – Determinação da direção – SNR ≈ 30 – após 10 simulações.
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FIGURA 5.21 – Amplitude espectral das polarizações – SNR ≈ 30.

equiparadas ao rúıdo. A razão entre o pico e o desvio padrão é . 4.

Pouco podemos afirmar sobre a fontes com relações sinal-rúıdo desta ordem. É posśıvel
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FIGURA 5.22 – Polarização h+(t) nas sáıdas da solução – SNR ≈ 36.

melhorar a SNR diminuindo o tempo de integração, porém se utilizarmos a FFT para

obter o domı́nio de freqüências, isto pode acarretar na perda de resolução em freqüência

(∆famostragem = famostragem/2N , onde N é o número de pontos). A DFT pode ser uma

alternativa a ser testada para solucionar este problema.

Contudo, podemos afirmar que para SNR baixas (< 10) existe a necessidade da aplicação

de outros métodos de filtragem.

5.8 Filtro de Correlação (“Matched Filter”)

Se a forma de onda de uma fonte particular é conhecida, o método ótimo para sua procura

nos dados é o filtro de correlação (“Matched Filter”) [73]. Seja k(t, θ) a representação

de um gabarito de sinal gravitacional no detector cuja fonte possui um conjunto de

parâmetros θ. Por exemplo, θ pode representar as componentes de massa, plano de

órbita, etc, de um sistema binário coalescente. Sendo s(t|θ̄) = h(t|θ̄) + n(t) a medida de

um sinal gravitacional com parâmetros θ̄, então a correlação entre a medida e o gabarito

é definida como

〉
s(θ̄)|k(θ)

〈
= 2

∫ ∞

0

s̃(f |θ̄)|k̃∗(f |θ) + s̃∗(f |θ̄)|k̃(f |θ)
Sn(f)

df, (5.15)
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em que Sn(f) representa a densidade espectral do rúıdo na freqüência f . O filtro 5.15

correlaciona as medidas com o gabarito, enfatizando as freqüências onde o ńıvel de rúıdo

é baixo (numerador) com as freqüências onde o ńıvel de rúıdo é alto (denominador). A

relação sinal-rúıdo do filtro de correlação é dada por

ρ(θ|θ̄) =

∣∣〉s(θ̄)|k(θ)
〈∣∣

〉k(θ)|k(θ)〈1/2
. (5.16)

O melhor ajuste ajuste aos parâmetros θ é encontrado quando se maximiza ρ(θ|θ̄).
Quando ρ excede um determinado limiar ρ∗, um candidato a sinal é identificado. De-

vido a presença de rúıdo, o melhor ajuste não será necessariamente correpondente aos

verdadeiros parâmetros θ.

A Figura 5.23 mostra a polarização h+(t) nas sáıdas da solução antes (centro) e após

(abaixo) o uso do “matched filter”. O caso é o mesmo da subseção 5.7.3 portanto, o sinal

encontra-se no mesmo ńıvel do rúıdo. O gabarito é exatamente igual ao sinal introduzido

no modelo (acima). Antes da correlação com os dados o gabarito foi filtrado pelo filtro

passa-banda, para evitar o aparecimento de falsas componentes de baixa ou alta freqüên-

cia. Pode ser observado que com a aplicação do “matched filter” o ńıvel de rúıdo baixa

e a fonte aparece exatamente em sua posição original. Portanto, tanto a informação da

forma de onda quanto sua fase são recuperadas. E o sinal é recuperado com correlação

0,8. Para este caso, a relação sinal rúıdo pós-filtragem é ρ ≈ 100.

Sabemos de antemão que o“matched filter” é extremamente senśıvel a forma de onda [74].

Se utilizamos um gabarito diferente daquele equivalente ao sinal introduzido no modelo,

as sáıdas do filtro retornam apenas rúıdos de correlação. A Figura 5.24 ilustra este caso.

Geramos um gabarito utilizando outra forma de onda que não a de entrada. Esta forma

de onda apresenta apenas considerações f́ısicas diferentes em sua obtenção [75]. Podemos

observar pela Figura 5.24 (embaixo) que pouco do sinal original é recuperado quando o

gabarito não tem correlação com o sinal inserido. O valor de ρ ≈ 0,66 para este caso.

Assim, podemos concluir que a aplicação do “matched filter” necessita de um conheci-

mento prévio da forma de onda exata que se deseja procurar nos dados. Para o caso

do detector esférico, o número de parâmetros que envolvem a construção de gabaritos

(direção, polarizações, etc), podem fazer do “matched filter” um método de análise com-

putacionalmente dispendioso. E, portanto, outras alternativas devem ser buscadas.
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FIGURA 5.23 – Polarização h+(t) nas sáıdas da solução antes (centro) e após (embaixo)
o uso do “Matched Filter”, com o gabarito exatamente igual ao sinal
introduzido no modelo (acima).
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FIGURA 5.24 – Polarização h+(t) nas sáıdas da solução após (embaixo) o uso do “Mat-
ched Filter”. O sinal de entrada (acima), possui forma de onda diferente
do gabarito (centro).

111



112



CAPÍTULO 6

RESULTADOS FINAIS, CONCLUSÕES E PROPOSTAS

PARA DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Os resultados mostram que a sensibilidade do detector será h̃ ∼ 10−21Hz−1/2 quando

operando em temperaturas a ≈ 4 K.

Com esta sensibilidade, mostramos que o detector Mario Schenberg será capaz de de-

tectar eventos galácticos (até as Nuvens de Magalhães) no primeiro objetivo (T ∼ 4 K),

somente através da utilização de um filtro passa-banda. Este desempenho é melhor em

temperaturas mais baixas (T ∼ 15 mK). As relações sinal-rúıdo para fontes a estas dis-

tâncias são suficientes para que o erro na determinação da direção seja de apenas alguns

graus.

A metodologia apresentada pode ser aplicada a um programa de análise de dados em

tempo real que poderá emitir alarmes sobre posśıveis candidatos, e transmit́ı-los a co-

munidade cient́ıfica, para comprovações por outros meios (raios-X, raios-γ, etc).

O modelo que desenvolvemos é bastante flex́ıvel e adaptável aos parâmetros “reais” do

detector portanto, podemos adaptá-lo às condições impostas pelo seu funcionamento. A

função de transferência, ferramenta essencial para a solução do problema inverso, não

depende do sinal ou do rúıdo, apenas de caracteŕısticas mecânicas e eletrônicas. Podendo,

assim, ser adaptada ao caso real.

Várias funções de transferência, referentes a conjuntos de parâmetros diferentes podem

ser armazenadas em disco, a fim de serem utilizadas a posteriori, otimizando o processo de

análise. Com elas podemos estimar as amplitudes de cada modo esférico, determinando

o grau de excitação do mesmo. Uma vez obtidas as amplitudes esféricas, podemos testar

em um conjunto de filtros qual apresenta o melhor desempenho.

Como mostramos no caṕıtulo anterior, a aplicação do filtro Passa-Banda é necessária,

uma vez que os ńıveis de rúıdo fora da banda são extremamente altos. Porém, para

SNR < 30, o sinal encontra-se parcialmente imerso no rúıdo e a utilização de outros

métodos de tratamento de dados se faz necessária.

Como primeira sugestão apresentamos o “matched filter”, que funciona a partir da uti-

lização de “gabaritos de busca”. O problema da geração de gabaritos de busca são as

formas de ondas. O “desconhecimento” que possúımos de propriedades hidrodinâmicas

e relativ́ısticas sobre muitas das fontes candidatas, pode tornar este trabalho àrduo e
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improdutivo.

Uma alternativa promissora é a utilização dos chamados filtros adaptativos. Eles po-

dem trabalhar sobre o pressuposto de que, a maior parte do tempo, os dados fornecem

apenas rúıdo (uma suposição bastante condicente com a realidade de um detector de

ondas gravitacionais) e, então, procurar por variações no padrão de rúıdo. Estes filtros

funcionam no plano-z, no espaço complexo das freqüências e são uma poderosa ferra-

menta para a análise de dados. Sugerimos que, no futuro, sejam realizadas experiências

envolvendo a aplicação destes filtros na análise dos dados do detector.

Dentro desta banda de freqüências, encontram-se algumas fontes interessantes de radia-

ção gravitacional, e que são candidatas a serem observadas pelo Schenberg [47, 48, 76].

Dentre elas podemos citar

• Colapsos nucleares em supernovas axi-assimétricas;

• Instabilidades hidrodinâmicas em estrelas de neutrons;

• Excitação dos modos f de estrelas de neutrons, decorrente da matéria acre-

tada que colide com a superf́ıcie da estrela, “estrelamotos”, etc;

• Excitação dos primeiros modos quadrupolares de buracos negros com M ≈
3,8− 9,0 M� [77];

• Coalescência de objetos compactos, como estrelas de nêutrons e buracos ne-

gros, cujo objeto final possua massa M ≈ 3,8− 9,0 M�.

Além disso, algumas especulações são feitas sobre objetos mais exóticos como

• Rotação de estrelas bosônicas ou de matéria estranha em frot ≈ 1600 Hz;

• Espiralação de mini-buracos negros em sistemas binários.

A utilização do método sugerido neste trabalho aliado a filtragem e tratamento adequado

dos dados, pode levar a obtenção de informações sem precedentes sobre o Universo em

que vivemos.

No entanto, estes resultados são derivados de simulações, que se propõem apenas a prever

o comportamento do instrumento. É esperado que um resultado similar possa ser obtido

diretamente do instrumento, a partir de uma precisa aquisição de dados. Portanto, su-

gerimos, também, como trabalho futuro o desenvolvimento de um sistema de aquisição

de dados eficiente.
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FIGURA A.1 – Esboço de um sistema de aquisição de dados para o detector Mario
Schenberg, a partir do equipamento já adquirido.

APÊNDICE A

PROPOSTA PARA O SISTEMA DE AQUISIÇÃO DE

DADOS – HARDWARE/SOFTWARE

O desenvolvimento de um sistema de aquisição de dados (SAD) eficiente e confiável é

um pré-requisito para a credibilidade de um instrumento de precisão como um detector

de ondas gravitacionais. Um SAD eficaz deve ser capaz de adquirir e arquivar medidas,

controlar, monitorar e diagnosticar o detector e seu ambiente.

O equipamento que será utilizado para a aquisição de dados do detector Mario Schenberg

já foi comprado (importado) e deverá chegar ao Brasil até o próximo mês de Junho. O

equipamento possui tecnologia VXI (VXI é um padrão industrial para o barramento

de instrumentação eletrônica) e será alojado em uma estante “CT-400 Modular 13-slot

C-size VXIbus” (http://www.vxitech.com).

A sáıda de cada transdutor será amostrada a taxa de 16384 Hz por um conversor analógico

digital (ADC) VT1436 com 16 canais independentes (paralelos), precisão de 24 bits e

acoplado diretamente à estante VXI1. Os dados adicionais como os provenientes dos

acelerômetros, sismógrafos, detectores de raios cósmicos, etc, poderão ser amostrados com

taxas diferenciadas e complementarão as informações sobre o estado do instrumento. A

Figura A.1 mostra o diagrama esquemático de uma proposta para o sistema de aquisição

de dados.

1O equipamento tem capacidade de amostrar a taxa de 105.2 kHz, portanto estaremos operando bem
abaixo de sua capacidade máxima.
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O VT1436 armazenará os dados amostrados em sua memória FIFO de 32 Mb em blocos

de tamanho configurável pelo aplicativo de controle. Quando os blocos estão completos,

um sinal de interrupção (IRQ) é gerado no barramento VXI. O sinal IRQ informa para

o processo na plataforma de aquisição que o bloco está pronto e pode ser lido. O mesmo

sinal IRQ é enviado ao GPS (modelo Symmetricom Bc357VXI-C) que retorna o instante

de tempo para o ińıcio da geração do bloco seguinte.

A.1 Sincronização

O GPS será acoplado diretamente no barramento VXI e servirá como relógio interno, ou

seja, deverá sincronizar o sistema. O GPS possui um oscilador interno de 10 MHz e um

relógio com precisão de 100 ns. Porém, o mecanismo de geração do IRQ pode apresentar

um atraso intŕıseco, o qual deverá ser estimado para manter a precisão e sincronização no

instante de tempo ao qual corresponde cada bloco. Todos os processos são independentes

e deverão ser controlados pelo programa de aquisição de dados instalado em um micro-

computador (barramento PCI) [78].

A.2 Interface VXI-PCI

A conexão VXI-PCI será feita por uma placa “IEEE-1394 Firewire to VXIbus Interface”

acoplada diretamente ao barramento VXI. Os blocos já prontos são lidos no barramento

PCI. A capacidade de transmissão de dados desta interface será de ∼ 7 Mb/s. Levando

em conta a taxa de amostragem (16384 amostras/s), a precisão (3 bytes) e o número

de canais a serem amostrados (> 9), estimamos que o equipamento ocupará menos da

metade de sua capacidade. O aplicativo de controle de aquisição de dados controlará esta

interface entre os sistemas VXI e PCI. Os dados coletados pela interface passarão por um

“pipe” (arquivo de fluxo de dados temporário) que será acessado pelos outros processos.

A.3 Armazenamento de Dados

Um destes processos consiste no armazenamento dos dados em disco para análise e trata-

mento posterior. Este processo deve montar um arquivo no qual será inserido cabeçalho,

identificadores, etc, de acordo com um formato pré-estabelecido. Este formato padrão

deve conter, além dos dados, informações de como o arquivo deve ser lido (cabeçalho),

informações sobre o estado do detector, informações provenientes dos canais auxiliares,

etc. Assim, cada arquivo deve ser auto-inteliǵıvel pelo aplicativo de análise posterior.

Toda informação necessária para uma análise de dados a posteriori deve estar contida

no arquivo gerado por este processo. As informações poderão, por exemplo, ser expor-
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tadas para o formato IGWD 2, caso necessário. Apesar deste protocolo de transferência

não ter sido originalmente desenvolvido para armazenamento e processamento, ele tem

demonstrado flexibilidade suficiente, simplificando desta forma o desenvolvimento de sub-

sistemas de entrada e sáıda [79]. Seguindo este protocolo de transferência de informação

os dados podem ser “cruzados” com os demais detectores. Isto faz deste formato uma

opção interessante a ser implementada.

A.4 Diagnóstico

Outro processo importante que poderá acessar o “pipe” é um aplicativo de diagnóstico

do detector. Este aplicativo pode ser bastante útil para o monitoramento em tempo

real. Isto permitirá a constatação em tempo real de como o ajuste em determinados

parâmetros afeta o desempenho do instrumento, por exemplo, possibilitando o ajuste

fino do detector. Como exemplo, de um aplicativo capaz de realizar este monitoramento

em tempo real, podemos citar o Baudline (http://www.baudline.com).

A.5 Análise em Tempo Real

Ainda pode ser utilizado um aplicativo capaz de: analizar em tempo real os dados; esti-

mar a sensibilidade do detector; e, relacionar os dados fornecidos pelos canais auxiliares

com os dados da antena, a fim de interagir com o posśıveis vetos à análise de dados.

Este programa deverá ser, também, capaz de, em tempo real, monitorar eventos candi-

tatos e registrar sua localização temporal nos dados para uma procura mais minuciosa a

posteriori.

2O IGWD (International Gravitational Wave Data) é um protocolo de intercâmbio de informação
assinado pela colaboração internacional (GWIC, Gravitational Wave International Committee) que en-
volve os inúmeros detectores de ondas gravitacionais existentes http://gwic.gravity.psu.edu.
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