INPE MINISTERIO DA CIENCIA, TECNOLOGIA € INOVACOES

INSTITUTO NACIONAL D€ PESQUISAS €SPACIAIS

sid.inpe.br/mtc-m12e/2025/03.27.20.51-TDI

ONDAS GRAVITACIONAIS DE SISTEMAS BINARIOS
DE OBJETOS COMPACTOS NA TEORIA DE
BRANS-DICKE

Djalma Humberto Silva Guterres

Dissertacao de Mestrado do Curso
de Pés-Graduacao em Astrofisica,
orientada pelos Drs. José Carlos
Neves de Aratjo, e Marcio Eduardo
da Silva Alves, aprovada em 19 de
marco de 2025.

URL do documento original:
<http://urlib.net/RIMKD2USNRW34T /4D82A32>

INPE
Sao José dos Campos

2025


http://urlib.net/8JMKD2USNRW34T/4D82A32

PUBLICADO POR:

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE
Coordenagao de Ensino, Pesquisa e Extensao (COEPE)
Divisao de Biblioteca (DIBIB)

CEP 12.227-010

Sao José dos Campos - SP - Brasil

Tel.:(012) 3208-6923/7348

E-mail: pubtc@inpe.br

CONSELHO DE EDITORACAO E PRESERVACAO DA PRODUCAO
INTELECTUAL DO INPE - CEPPII (PORTARIA N° 176/2018/SEI-
INPE):

Presidente:

Dr. Thales Sehn Korting - Coordenagao-Geral de Ciéncias da Terra (CGCT)
Membros:

Dr. Antonio Fernando Bertachini de Almeida Prado - Conselho de P6s-Graduagao
(CPG)

Dr. Evandro Marconi Rocco - Coordenagao-Geral de Engenharia, Tecnologia e
Ciéncia Espaciais (CGCE)

Dr. Heyder Hey - Coordenagao-Geral de Infraestrutura e Pesquisas Aplicadas
(CGIP)

Simone Angélica Del Ducca Barbedo - Divisao de Biblioteca (DIBIB)
BIBLIOTECA DIGITAL:

Dr. Gerald Jean Francis Banon

Clayton Martins Pereira - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

REVISAO E NORMALIZACAO DOCUMENTARIA:

Simone Angélica Del Ducca Barbedo - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

André Luis Dias Fernandes - Divisdao de Biblioteca (DIBIB)

EDITORACAO ELETRONICA:

Ivone Martins - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

André Luis Dias Fernandes - Divisao de Biblioteca (DIBIB)



INPE MINISTERIO DA CIENCIA, TECNOLOGIA € INOVACOES

INSTITUTO NACIONAL D€ PESQUISAS €SPACIAIS

sid.inpe.br/mtc-m12e/2025/03.27.20.51-TDI

ONDAS GRAVITACIONAIS DE SISTEMAS BINARIOS
DE OBJETOS COMPACTOS NA TEORIA DE
BRANS-DICKE

Djalma Humberto Silva Guterres

Dissertacao de Mestrado do Curso
de Pés-Graduacao em Astrofisica,
orientada pelos Drs. José Carlos
Neves de Aratjo, e Marcio Eduardo
da Silva Alves, aprovada em 19 de
marco de 2025.

URL do documento original:
<http://urlib.net/RIMKD2USNRW34T /4D82A32>

INPE
Sao José dos Campos

2025


http://urlib.net/8JMKD2USNRW34T/4D82A32

Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicagdo (CIP)

Guterres, Djalma Humberto Silva.

G9820 Ondas gravitacionais de sistemas bindrios de objetos
compactos na teoria de Brans-Dicke / Djalma Humberto Silva
Guterres. — Sao José dos Campos : INPE, 2025.

xvi + 101 p. ; (sid.inpe.br /mtc-m12e/2025/03.27.20.51-TDI)

Dissertacdo (Mestrado em Astrofisica) — Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais, Sdo José dos Campos, 2025.

Orientadores : Drs. José Carlos Neves de Aratjo, e Marcio
Eduardo da Silva Alves.

1. Ondas gravitacionais. 2. Teorias escalares-tensoriais.
3. Sistema binario de estrelas de néutrons. 4. Teoria de Brans-
Dicke. I.Titulo.

CDU 551.511.31:52

Esta obra foi licenciada sob uma Licenca Creative Commons Atribuicao-NaoComercial 3.0 Nao
Adaptada.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported
License.

i


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

SEI/MCTI - 12703030 - Ata de Reunido https://sei.mcti.gov.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir...

MINISTERIO DA
INPE CIENCIA, TECNOLOGIA =.s
E INOVACAO =4

INSTITUTO NACIONAL DE PESQUISAS ESPACIAIS
Servico de Pds-Graduacao - SEPGR

Aluno(a): Djalma Humberto Silva Guterres

Titulo: “Ondas gravitacionais de sistemas binarios de objetos compactos na teoria de Brans-Dicke.”

Aprovado(a) pela Banca Examinadora em cumprimento ao requisito exigido para obtengdo do Titulo
Mestre (a) em Astrofisica.

(assinado eletronicamente)
Dr. Rafael da Costa Nunes - Presidente - Membro Interno (UFRGS & Docente PGAST/INPE)
( X) Aprovado () Reprovado

(assinado eletronicamente)
Dr. Odylio Denys de Aguiar - Membro Interno (DIAST/INPE & Docente PGAST/INPE)
(X) Aprovado () Reprovado

(assinado eletronicamente)
Dr. José Carlos Neves de Araujo — Orientador - Membro Interno (DIAST/INPE & Docente PGAST/INPE)
( X) Aprovado () Reprovado

(assinado eletronicamente)
Dr. Marcio Eduardo da Silva Alves - Orientador - Membro Externo (UNESP)
( X) Aprovado () Reprovado

(assinado eletronicamente)
Dr. Rodrigo Rocha Cuzinatto - Membro Externo (UNIFAL-MG)
( X) Aprovado () Reprovado

Este trabalho foi aprovado por:

() maioria simples
( X) unanimidade

Sdo José dos Campos, 19 de margo de 2025

1 of2 12/05/2025, 11:19



SEI/MCTI - 12703030 - Ata de Reunido

r—
°

Sel o

assinatura
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Rafael da Costa nunes (E), Usuario Externo, em
24/03/2025, as 13:07 (horario oficial de Brasilia), com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
10.543, de 13 de novembro de 2020.

&)

Documento assinado eletronicamente por José Carlos Neves de Aratjo, Pesquisador, em
24/03/2025, as 16:19 (horario oficial de Brasilia), com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
10.543, de 13 de novembro de 2020.

N

Documento assinado eletronicamente por Marcio Eduardo da silva alves (E), Usudrio Externo, em
25/03/2025, as 16:28 (horario oficial de Brasilia), com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
10.543, de 13 de novembro de 2020.

>

Documento assinado eletronicamente por Rodrigo Rocha Cuzinatto, Usuario Externo, em
03/04/2025, as 10:22 (horario oficial de Brasilia), com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
10.543, de 13 de novembro de 2020.

)

Documento assinado eletronicamente por Odylio Denys de Aguiar, Pesquisador, em 04/04/2025, as
21:44 (hordério oficial de Brasilia), com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

~ A autenticidade deste documento pode ser conferida no site https://sei.mcti.gov.br/verifica.html,
= informando o cédigo verificador 12703030 e o codigo CRC 7010EBDS.

Referéncia: Processo n° 01340.001914/2025-66

2 of 2

12/05/2025, 11:19

https://sei.mcti.gov.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir...

SEIn° 12703030


http://urlib.net/8JMKD2USNRW34T/4D82A32

PUBLICADO POR:

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE
Coordenagao de Ensino, Pesquisa e Extensao (COEPE)
Divisao de Biblioteca (DIBIB)

CEP 12.227-010

Sao José dos Campos - SP - Brasil

Tel.:(012) 3208-6923/7348

E-mail: pubtc@inpe.br

CONSELHO DE EDITORACAO E PRESERVACAO DA PRODUCAO
INTELECTUAL DO INPE - CEPPII (PORTARIA N° 176/2018/SEI-
INPE):

Presidente:

Dr. Thales Sehn Korting - Coordenagao-Geral de Ciéncias da Terra (CGCT)
Membros:

Dr. Antonio Fernando Bertachini de Almeida Prado - Conselho de P6s-Graduagao
(CPG)

Dr. Evandro Marconi Rocco - Coordenagao-Geral de Engenharia, Tecnologia e
Ciéncia Espaciais (CGCE)

Dr. Heyder Hey - Coordenagao-Geral de Infraestrutura e Pesquisas Aplicadas
(CGIP)

Simone Angélica Del Ducca Barbedo - Divisao de Biblioteca (DIBIB)
BIBLIOTECA DIGITAL:

Dr. Gerald Jean Francis Banon

Clayton Martins Pereira - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

REVISAO E NORMALIZACAO DOCUMENTARIA:

Simone Angélica Del Ducca Barbedo - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

André Luis Dias Fernandes - Divisdao de Biblioteca (DIBIB)

EDITORACAO ELETRONICA:

Ivone Martins - Divisao de Biblioteca (DIBIB)

André Luis Dias Fernandes - Divisao de Biblioteca (DIBIB)



INPE MINISTERIO DA CIENCIA, TECNOLOGIA € INOVACOES

INSTITUTO NACIONAL D€ PESQUISAS €SPACIAIS

sid.inpe.br/mtc-m12e/2025/03.27.20.51-TDI

ONDAS GRAVITACIONAIS DE SISTEMAS BINARIOS
DE OBJETOS COMPACTOS NA TEORIA DE
BRANS-DICKE

Djalma Humberto Silva Guterres

Dissertacao de Mestrado do Curso
de Pés-Graduacao em Astrofisica,
orientada pelos Drs. José Carlos
Neves de Aratjo, e Marcio Eduardo
da Silva Alves, aprovada em 19 de
marco de 2025.

URL do documento original:
<http://urlib.net/RIMKD2USNRW34T /4D82A32>

INPE
Sao José dos Campos

2025


http://urlib.net/8JMKD2USNRW34T/4D82A32

Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicagdo (CIP)

Guterres, Djalma Humberto Silva.

G9820 Ondas gravitacionais de sistemas bindrios de objetos
compactos na teoria de Brans-Dicke / Djalma Humberto Silva
Guterres. — Sao José dos Campos : INPE, 2025.

xvi + 101 p. ; (sid.inpe.br /mtc-m12e/2025/03.27.20.51-TDI)

Dissertacdo (Mestrado em Astrofisica) — Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais, Sdo José dos Campos, 2025.

Orientadores : Drs. José Carlos Neves de Aratjo, e Marcio
Eduardo da Silva Alves.

1. Ondas gravitacionais. 2. Teorias escalares-tensoriais.
3. Sistema binario de estrelas de néutrons. 4. Teoria de Brans-
Dicke. I.Titulo.

CDU 551.511.31:52

Esta obra foi licenciada sob uma Licenca Creative Commons Atribuicao-NaoComercial 3.0 Nao
Adaptada.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported
License.

i


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/deed.pt_BR
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/




AGRADECIMENTOS

Agradeco, primeiramente, & minha mae, pelo amor incondicional, apoio e forca em
todos os momentos. Sua presenca em minha vida foi e continua sendo a maior fonte

de inspiracao e motivagao. Sou eternamente grato por tudo o que fez por mim.

Aos meus orientadores e membros da banca, minha sincera gratidao pela orientacgao,
pelas valiosas contribuicoes e pela disponibilidade em ajudar no desenvolvimento
desta dissertacao. Suas criticas construtivas e sugestoes aprimoraram consideravel-

mente o trabalho.
Agradego também a CAPES pelo financiamento da bolsa de estudos.

Aos meus amigos, colegas e a toda minha familia, agradeco por estarem sempre ao
meu lado, oferecendo suporte, palavras de incentivo e por tornarem essa caminhada

mais leve e significativa.

A todos que, direta ou indiretamente, contribuiram para a realizacdo desta disser-

tagdo, meu mais sincero agradecimento.






RESUMO

Ondas gravitacionais, previstas inicialmente por Albert Einstein, sdo perturbacoes
no espago-tempo geradas pelo movimento acelerado de massas. No entanto, para
sua emissao ser detectavel, é necessaria uma grande quantidade de massa e energia,
sendo as principais fontes detectaveis sistemas astrofisicos compostos por objetos
compactos, como estrelas de néutrons e buracos negros. Em 2016, a colaboracgao
LIGO-Virgo anunciou a primeira deteccao direta de ondas gravitacionais, conhecida
como evento GW150914, que foi a coalescéncia de um sistema binario de buracos
negros. A primeira detecgdo de ondas gravitacionais geradas por um sistema binario
de estrelas de néutrons foi o evento GW170817, marcando o primeiro evento multi-
mensageiro envolvendo ondas gravitacionais. Podemos descrever as ondas gravitaci-
onais como pequenas perturbacgoes em um fundo plano, representado pela métrica
de Minkowski. Esse formalismo é conhecido como teoria linearizada da gravidade.
Por meio da decomposi¢ao por helicidade da perturbagao métrica, podemos obter
trés tipos de quantidades invariantes de calibre: escalares, vetoriais e tensoriais, des-
tacando os seis graus de liberdade fisicos da perturbacao, dois em cada setor. Na
Relatividade Geral, apenas a componente tensorial apresenta solucao do tipo onda,
apresentando desta forma dois estados de polarizagdo. Na teoria de Brans-Dicke,
as componentes escalares também apresentam soluc¢des do tipo onda, gerando dois
estados de polarizacao adicionais as tensoriais, resultando em um total de quatro
estados de polarizacdo. Verificamos que para um sistema binario, as polarizagoes es-
calares, dada uma expansao multipolar, apresentam um termo de dipolo e um termo
de quadrupolo, proporcionais aos parametros S e I', respectivamente, que dependem
da massa e do tipo de objeto que compdem a binaria. No caso de um sistema binario
de buracos negros, nao ha emissao de radiacao escalar, uma vez que os parametros
S e I' se anulam. Desta forma, para o estudo das polarizacoes escalares na teoria de
Brans-Dicke, é necessario que, pelo menos, uma das componentes do sistema binario
seja uma estrela de néutrons. Portanto, o evento GW170817 representa um caso de
interesse para a estimativa de ondas gravitacionais escalares, pois trata-se de um
sistema comprovadamente composto por duas estrelas de néutrons. Analisando e
comparando os sinais gerados por uma onda gravitacional emitida por um sistema
bindrio de estrelas de néutrons, podemos verificar a possibilidade de deteccao dos
dois modos de polarizagao escalar com as curvas de sensibilidade dos detectores de
ondas gravitacionais. A detec¢ao ou auséncia dos modos de polarizacao escalar no
sinal de uma onda gravitacional pode ser utilizada como um método para testar a
teoria da relatividade geral.

Palavras-chave: Ondas gravitacionais. Teorias Escalares-Tensoriais. Sistema Binario
de Estrelas de Néutrons. Teoria de Brans-Dicke.
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GRAVITATIONAL WAVES FROM BINARY SYSTEMS OF
COMPACT OBJECTS IN BRANS-DICKE THEORY

ABSTRACT

Gravitational waves, initially predicted by Albert Einstein, are disturbances in space-
time generated by the accelerated motion of masses. However, for their emission to
be detectable, a large amount of mass and energy is required, with the primary
detectable sources being astrophysical systems composed of compact objects, such
as neutron stars and black holes. In 2016, the LIGO-Virgo collaboration announced
the first direct detection of gravitational waves, known as event GW150914, which
was the coalescence of a binary black hole system. The first detection of gravi-
tational waves generated by a binary neutron star system was event GW170817,
marking the first multi-messenger event involving gravitational waves. We can de-
scribe gravitational waves as small perturbations in a flat background, represented
by the Minkowski metric. This formalism is known as the linearized theory of grav-
ity. Through the helicity decomposition of the metric perturbation, we can obtain
three types of gauge-invariant quantities: scalar, vector, and tensor components,
highlighting the six physical degrees of freedom of the perturbation, two in each
sector. In General Relativity, only the tensor component has wave-like solutions, ex-
hibiting two polarization states. In Brans-Dicke theory, the scalar components also
present wave-like solutions, generating two additional polarization states alongside
the tensor ones, resulting in a total of four polarization states. For a binary system,
the scalar polarizations, given a multipolar expansion, present a dipole term and a
quadrupole term, proportional to the parameters & and I', respectively, which de-
pend on the mass and type of objects composing the binary system. In the case of a
binary black hole system, there is no emission of scalar radiation, as the parameters
S and I' cancel out. Therefore, to study scalar polarizations in Brans-Dicke theory,
at least one component of the binary system must be a neutron star. Consequently,
event GW170817 represents a case of interest for estimating scalar gravitational
waves, as it is a system conclusively composed of two neutron stars. By analyzing
and comparing the signals generated by a gravitational wave emitted by a binary
neutron star system, we can assess the possibility of detecting the two scalar po-
larization modes with the sensitivity curves of gravitational wave detectors. The
detection or absence of scalar polarization modes in the signal of a gravitational
wave can be used as a method to test the theory of General Relativity.

Keywords: Gravitational Waves. Scalar-Tensor Theories. Binary Neutron Star Sys-
tem. Brans-Dicke Theory.
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1 INTRODUCAO

Um dos principais aspectos da relatividade de Einstein é que nenhuma informagao
viaja com velocidade maior do que a da luz no vacuo, desta forma qualquer alteragao
em um campo gravitacional nao é transmitida de forma instantanea, mas deve-se

propagar com a velocidade igual a ¢, esta alteragao é chamada de onda gravitacional
(CIUFOLINT V. GORINI, 2001).

A ideia de ondas gravitacionais foi proposta por Albert Einstein logo apds a elabo-
racao da sua teoria, que obteve o resultado que é conhecido como férmula de qua-
drupolo para emissao de radiagao gravitacional, sendo andlogo a formula de dipolo
para a radiagdo eletromagnética, que mostra que ondas gravitacionais sao emitidas
por objetos massivos acelerados (FLANAGAN; HUGHES, 2005).

De forma geral, as principais fontes de ondas gravitacionais sao sistemas astrofisicos
dindmicos como sistemas binarios de objetos compactos em coalescéncia, geralmente
compostos por buracos negros ou estrelas de néutrons, que sao capazes de gerar um

sinal forte o suficiente para ser detectado pelos interferometros terrestres.

A primeira evidéncia da emissao de ondas gravitacionais foi obtida através do de-
caimento do periodo orbital do sistema binario PSR 1913+16, composto por duas
estrelas de néutrons, sendo uma delas um pulsar (HULSE; TAYLOR, 1975). Foi mos-
trado que o decaimento do periodo observado esta perfeitamente de acordo com a
previsao tedrica devido a emissao de ondas gravitacionais do sistema (WEISBERG;
HUANG, 2016) , conforme mostrado na Figura 1.1.

A primeira deteccao direta de ondas gravitacionais foi realizada em 2015 pela co-
laboracao LIGO-Virgo. O evento, conhecido como GW150914, correspondeu a coa-
lescéncia de dois buracos negros com massas de aproximadamente 36 My e 29 M,
formando um buraco negro final de 62 M, e liberando cerca de 3 M, em radiagao
gravitacional (ABBOTT et al., 2016). Em 2017, foi detectado o evento GW170817,
marcando a primeira observacao de ondas gravitacionais acompanhadas de uma con-
trapartida eletromagnética (gamma-ray burst) proveniente da colisdo de estrelas de
néutrons. Esse evento se tornou o primeiro exemplo de astronomia multi-mensageiro
envolvendo ondas gravitacionais (ABBOTT et al., 2017a; ABBOTT et al., 2017b).
Desde entao, diversas detecgoes foram realizadas, inaugurando uma nova era de

observagao astronémica.

A contrapartida eletromagnética do evento GW170817 revelou assinaturas de ele-



Figura 1.1 - Decaimento orbital do PSR B1913+16. A curva representa o deslocamento
da fase orbital cumulativo esperado devido a emissdo de ondas gravitacionais
de acordo com a relatividade geral.
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mentos pesados, como ouro e platina. Dessa forma, a coalescéncia de sistemas bina-
rios de estrelas de néutrons pode fornecer informagoes importantes sobre a produgao

de elementos mais pesados que o ferro.

Por meio da deteccao de ondas gravitacionais, é possivel identificar sistemas bindrios
de estrelas de néutrons ainda na fase de espiralagao, momentos antes da coalescéncia,
restringindo uma regiao do céu onde pode ocorrer a emissao de raios gama. Posteri-
ormente, os demais componentes do espectro eletromagnético podem ser detectados
devido a fusao das duas estrelas de néutrons, revelando propriedades fundamentais

da matéria em alta densidade e informacoes sobre a sintese de elementos pesados
(ABBOTT et al., 2017b).

Na teoria linearizada da gravidade na relatividade geral, as solu¢oes das equagoes de
campo apresentam a forma de ondas planas transversais e possuem dois estados de

polarizacgao, que representam os dois graus de liberdade radiativos (D’INVERNO,



2021). Para identificar os graus de liberdade das perturbacoes métricas, podemos
utilizar uma decomposicao por helicidade. Através dessa andlise, constatamos um
total de seis graus de liberdade fisicos. Na relatividade geral, apenas dois desses
graus sao radiativos (MAGGIORE, 2018).

Até o momento, a Relatividade Geral tem sido bem-sucedida em todos os testes
observacionais aos quais foi submetida. No entanto, ainda enfrenta desafios tedri-
cos importantes, o que motiva a investigacao de teorias alternativas de gravidade.
Tais teorias constituem um campo de pesquisa ativo e amplamente estudado, com
o objetivo de estender ou modificar a Relatividade Geral, especialmente em regimes
onde seus limites se tornam evidentes. No cenario nacional, destacam-se diversos
trabalhos relevantes que abordam essas tematicas, como (VILHENA et al., 2021),
(ALVES et al., 2025), (ALVES et al., 2023), (FORTES; ARAUJO, 2022), (NUNES
et al., 2019) e (BARROS; ROMERO, 1998a), evidenciando o engajamento da co-

munidade cientifica brasileira nesse importante campo da fisica tedrica.

Teorias escalares-tensoriais sao generalizagoes da teoria de Brans-Dicke, que tém
como principal caracteristica o acoplamento ndao minimo de um campo escalar com a
gravidade. Em uma teoria alternativa, como as teorias escalares-tensoriais, é possivel
identificar um ou dois graus de polarizacao adicionais, em comparagao a relatividade

geral, associados a campos escalares.

Com o desenvolvimento de detectores de ondas gravitacionais cada vez mais sensi-
veis, sera possivel realizar mais testes da relatividade geral e possivelmente de teo-
rias alternativas. Desta forma, é fundamental estudar as caracteristicas associadas a
emissao de ondas gravitacionais em cada teoria, como a forma da onda, a propaga-
¢ao e o numero de polarizacoes, para verificar se os sinais detectados correspondem

as previsoes tedricas ou exibem desvios.

Os capitulos restantes desta dissertagdo estao organizados da seguinte maneira:

o Capitulo 2: Este capitulo aborda a formulagao da teoria linearizada da
gravitagao, definindo a perturbagdo métrica e introduzindo sua decompo-
sicao por helicidade, dividindo-se em trés tipos de componentes: escala-
res, vetoriais e tensoriais. Em seguida, definimos os invariantes de calibre
que caracterizam os graus de liberdade fisicos de uma onda gravitacio-
nal. Apos isso, formulamos o tensor de Einstein linearizado em termos dos
invariantes de calibre. A mesma decomposicao é realizada para o tensor

energia-momento. Por fim, analisamos os modos de polarizacao de uma



onda gravitacional.

o Capitulo 3: Aqui sao apresentados os resultados para as ondas gravitacio-
nais emitidas na Relatividade Geral, descrevendo suas propriedades e sua
relacdo com o tensor de quadrupolo da fonte emissora. Também discutimos
diferentes fontes astrofisicas de ondas gravitacionais e os métodos de sua

deteccao.

o Capitulo 4: Este capitulo explora as teorias alternativas a Relatividade
Geral, com foco na teoria de Brans-Dicke. Discutimos como essa teoria
modifica as equagoes das ondas gravitacionais, introduzindo duas polari-
zacgoes escalares adicionais aos estados de polarizacao tensorial previstos
pela Relatividade Geral. Em seguida, apresentamos as solugoes para os

quatro modos de polarizacao de uma onda gravitacional emitida na teoria

de Brans-Dicke.

o Capitulo 5: Neste capitulo, modelamos a emissao de ondas gravitacio-
nais por sistemas bindrios de objetos compactos. Discutimos a evolucao
da frequéncia e da amplitude dos modos de polarizacao durante a fase de
orbita quase circular do sistema binario. Além disso, derivamos a expressao
para a poténcia irradiada na forma de ondas gravitacionais para os modos

escalares e tensoriais.

o Capitulo 6: Apresentamos as consideracoes finais dos topicos apresenta-
dos ao longo da dissertacao de mestrado, destacamos as contribuigoes e
limitacoes identificadas. Além disso, sao discutidas as implicagoes dos re-
sultados obtidos e apresentadas diregoes para futuras investigagoes, tanto

no ambito tedrico quanto experimental.

Ao longo da dissertagdo, os indices gregos, como u,v,a, 3, ... assumem os valores
0,1, 2,3, enquanto os indices espaciais sao denotados por letras latinas, 7, 7, k, [, ...,

assumem 1,2,3. A assinatura métrica utilizada serd 7,, = (—,+,+,+). Também

definimos,
ot = (2°,%), 20 = et,
0 1
p= o = (Cat,@) , (1.1)

d*r = de®Pr = cdtd®x

As derivadas no tempo sio indicadas com ’, como por exemplo, f(t) = d,f = cdof.

Além disso, vamos definir ¢ = 1.



2 INVARIANTES DE CALIBRE E MODOS DE POLARIZACAO DE
ONDAS GRAVITACIONAIS

A teoria linearizada da gravidade é uma aproximacao de campo fraco, na qual o
espago-tempo ¢ considerado plano, sendo descrito pela métrica de Minkowski, 7,,,
com uma pequena perturbacao h,,, (MISNER KIP S. THORNE, 1973). Dessa forma,

a métrica g, pode ser expressa como:

Guv = Nuv + h;w; (21)

devemos impor que |h,,| < 1, 0 que permite negligenciar os termos de segunda
ordem (BAMBI, 2018), também devemos impor que o espago-tempo é assintotica-
mente plano, em que no infinito h,, — 0 € g, — 7, (D’INVERNO, 2021).

Podemos também definir a métrica inversa g"” associada a uma perturbacao H",
sob a condigao de que |H"| < 1.

g ="+ H". (2.2)

Dada a relagao entre a métrica e a métrica inversa, g,,,g"” = 44, podemos utilizar as

Equagoes (2.1) e (2.2) para obter:
(M + ) (" + H*?) = 8+ b+ HY + O(WF) = 6. (2.3)

Desprezando os termos de segunda ordem, temos que H*” = —h*”. Entao, podemos

reescrever a métrica inversa como,

g = — W, (2.4)

A partir das Equagoes (2.1) e (2.4), podemos construir o tensor de Riemann lineari-
zado e, a partir dele, obter o tensor de Ricci, o escalar de Ricci e o tensor de Einstein
na teoria linearizada. Para isso, primeiramente, precisamos determinar a expressao

para os simbolos de Christoffel, que sao dados por:

1
Lo = 59 (0udov + 0o = Do Gyu)- (2.5)

Considerando que 7, ¢ constante e desprezando os termos de segunda ordem do



tipo! h*70,hg,

1
I, = 577”"(%%,, + Oyhoy — Ophy). (2.6)

A expressao para o tensor de Riemann é dada por:

R, . = 0,0, — o, + 1, Iy, — T8, (2.7)

ap™ vo ac-vp*

Analisando a Equacao (2.6), observamos que os produtos do tipo I'T' resultam em
termos de segunda ordem, ou seja, Ohdh ~ O(h?). Desprezando estes termos, obte-

mos:

vpo

R = ;77#)\ [alxaph)\cr + a)\aahz/p - auaah)\p - a/\aphua] . (28)

Multiplicando por g, e considerando que, ng, ", ,, = Rgyps € T]glﬂ’]“/\ = (53\. Por

fim, fazendo a seguinte troca de indices 5 — p, resulta:

1
Rpe = 3 (0v0,h e + 0,05hy)p — 0,050y — 0,0,h0) - (2.9)

O tensor de Ricci ¢ obtido pela contracao do tensor de Riemann, R,, = g"” R po-

Desta forma, utilizando a Equagao (2.9),
1
R,, = 3 (0,0"hyy + 0°O0shyp — 0,0,h — Ohyy ), (2.10)

onde h = n*"h,, € trago da perturbacao métrica e O = n*¥0,0, o D’Alembertiano

do espago plano.

Para obter o escalar de Ricci, contraimos o tensor de Ricci, portanto:
1
R=¢"R,, = (" — h”")§ (0,0"h,e + 0°0shyp — 0,0,h — Ohyy) (2.11)

manipulando e eliminando os termos de segunda ordem da perturbagao métrica,
obtemos:

R = 0"9"h,, — Oh. (2.12)
Por fim, o tensor de Einstein é dado por:

1
G“y - Rul/ - §g“yR- (2].3)

'Uma maneira de tornar essa simplificacio mais evidente é expressar a métrica como Juv =
Nuw + €hpy, onde € € 1 e by, tende a zero no infinito (D’INVERNO, 2021).
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Substituindo as Equagoes (2.10) e (2.12), obtemos o tensor de Einstein linearizado,
1 i ” 1 o ap
G = 3 (0,0°hgy + 00, hye — 0,0,h — Ohyy) — inw,(@ 0’h,, —0Oh)  (2.14)
onde desprezamos os termos de segunda ordem.

2.1 Decomposicao por helicidade

Em um contexto mais geral para a teoria de perturbacoes cosmoldgicas, o fator
perturbativo h,, pode ser decomposto em trés setores: escalar, vetorial e tensorial,
de acordo com suas propriedades em relagao a rotagoes espaciais, definidas pela
helicidade em relacio a uma direcao k (MAGGIORE, 2018).

A perturbagao métrica pode conter graus de liberdade nao fisicos, que sao elimina-
dos por transformacoes de calibre e descritos por equagoes de Poisson com solugao
estatica, além de graus de liberdade fisicos radiativos, caracterizados por equagoes

dindmicas do tipo Klein-Gordon, apresentando soluc¢oes do tipo onda plana.

Ao considerar a emissao de ondas gravitacionais na relatividade geral utilizando a
teoria linearizada, podemos mostrar que a perturbagao métrica h,, apresenta quatro
graus de liberdade fisicos nao radiativos, associados as suas componentes escalares
e vetoriais, que normalmente ficam ocultas devido ao uso do calibre harménico, e

dois graus de liberdade fisicos radiativos, associados a componente tensorial (FLA-
NAGAN; HUGHES, 2005).

Considerando novamente a Equacdo (2.1) para uma métrica plana 7, sujeita a
uma perturbacao métrica h,, que se anula no infinito, podemos interpretar suas
componentes da seguinte forma: hgg comporta-se como um escalar sob rotagoes, ho;
transforma-se como um vetor espacial, e h;; como um tensor espacial (MAGGIORE,
2018). Assim, podemos decompor as componentes da perturbacao métrica h,, da

seguinte maneira:

hoo = 2¢>
hoi = Bi + 01y, (2.15)

1 1
his = 260, + (aiaj _ 35ijv2) A+ 3 (Bhes + Bye) + T

sendo V2 o laplaciano no espaco plano. Também devemos impor as seguintes con-



dicoes:
&B’ = 0, @ei = O,

. ; (2.16)
&hliT =0,  0RLT =0.

As quantidades definidas na decomposicao da Equacao (2.15) sdo como segue: ¢ (x),
d(x), v(z) e M(z), campos escalares sob rotagio espacial, 37 e €' sio campos vetoriais

transversos e hg;-T ¢ um campo tensorial simétrico, transverso e sem trago.

A decomposicao em helicidade pode ser melhor visualizada no espago de Fourier. Por
exemplo, seja a decomposicao hy; = f3; + 0;v , na transformada de Fourier, usando
0; < ik;, temos que:

hoi(k) = Bi(k) + ik (k). (2.17)
Da Equagao (2.16), podemos observar que k’,ﬁz(l%) = 0, 0 que implica que 3; é um

campo vetorial transverso a direcao k, e a parte longitudinal é ﬁ(l%)l%

O campo vetorial G(k) em uma base ortonormal definida por {@,d,k} é dado por
B(k) = Bi(k)a + Ba(k)d. Uma rotacdo em torno do eixo k por um angulo o é dada

por:

51(]%) — 31(1%) Ccos v — 52(/2‘) sin «,

. . - (2.18)
Ba(k) — Bi(k)sina + Ba(k) cos a.

Desta forma, definindo uma quantidade, 3. = (1 £/, vemos que ela se transforma

CO1mo:

Bu(k) — e®eBy (k). (2.19)

Podemos interpretar que Bi(l%) ¢ um autovetor da helicidade com autovalores
h = +£1 (MAGGIORE, 2018). De forma anéloga, podemos mostrar que 1, ¢,y e
A sd0 escalares sob rotacdo, entdao h = 0. O tensor transverso sem traco hiTjT com
componentes h, e hy sob rotagdo em torno do eixo k apresenta a seguinte transfor-
macio hy & ihy — %% (h, +ihy), desta forma, possui helicidade h = 4-2.

Para que a decomposicao de helicidade seja invertivel, devemos impor as condigoes

de contorno no infinito, tal que:

v — 0, A— 0,

(2.20)
V2N — 0, e; — 0.

As condigbes apresentadas nas Equagoes (2.20) sdo extremamente tteis para de-
finir critérios que eliminam termos dependentes de equagdes do tipo V2f(z) = 0

e para obter as componentes da decomposi¢do da Equacdo (2.15) em termos das



componentes da perturbagao métrica hy,,.

Para as componentes escalares {1, ¢, v, A}, a inversa da decomposigao por helicidade

¢ dada por: X
w = §h007
1.
= ——0" Ny,
?= g0 (2.21)

v = V(0 hoi),
1 . .
2\ 1 —291
v A_—§(53—3v 0'0) hyj,

onde V2 representa o Laplaciano inverso. Para as componentes vetoriais {£3;, €;}:

= PYhyy,
4 o (2.22)
e =2V 2P*9lhy,
sendo P;; um operador definido por:
0;0;
Py =a, - 20 2.23)
Por fim, a componente tensorial da decomposicao por helicidade é dada por:
hij = Nijmhw, (2.24)
onde o operador A;;x ¢ dado por:
1
Nijga = PaBu — 5 PP (2.25)

Considerando um vetor unitario n = R/R, paralelo a diregdo de propagacao da
onda e, consequentemente, normal a frente de onda, observamos que o operador Pj;
possui a propriedade de projetar um vetor no plano formado pela frente de onda,

perpendicular a direcao de n, no espaco de Fourier:

Podemos verificar que o operador P,; é simétrico, P;; = Pj;, e transversal, P;jn' = 0,

e ainda possui trago P;; = 2.

Com o auxilio do operador F;;, podemos construir o operador A;ji, que possui a



propriedade de extrair a parte “Transverse-Traceless” de um tensor do tipo (0,2)
(BAMBI, 2018), definido na Equacgdo (2.25). O operador A;;i; possui as seguintes

propriedades: é transverso,
niAijkl = ninjkl = nkAijkl = nlAijkl =0, (2.27)
é sem traco em relagdo aos pares de indices (7, j) e (k,1), ou seja,
Niir = Nijrre = 0, (2.28)

e, por fim, é simétrico sob a permutacao (7,j) — (k,l) (MAGGIORE, 2007). Desta
forma, para um tensor simétrico de ordem (0,2), obtemos sua versao transversa e

sem trago aplicando o operador Ajjy;.
2.2 Invariantes de calibre

Para avaliar como a perturbacido métrica se comporta sob uma transformacao de
calibre, primeiro consideremos a seguinte mudanga no sistema de coordenadas {x,,},
dada pela transformagao:

ot — ot =t 4 (2.29)

Assumindo que &* seja um campo vetorial infinitesimal arbitrario, descrito por qua-
tro funcoes de z* e de mesma ordem que h,, (BAMBI, 2018), a transformacao
inversa é dada por:

e (2.30)

Aplicando a transformacao definida pela Equacao (2.29) na métrica dada pela Equa-
¢ao (2.1), obtemos:

, Oz 02F
Juvr = G = @wgaﬁ (2.31)

= (65 = 0uE™)(8) = BuE”) (Mg + hap)-

Desprezando os termos de segunda ordem do tipo 9¥0E° e DE%h,p, temos que a

transformacao sobre a métrica é dada por:

g:;,z/ = Nuv + h;w - (%ﬁu - 31/5#- (232)

Também ¢é esperado que, no novo sistema de coordenadas, a métrica apresente uma

relagdo do tipo g, = 7 + h,,,. Assim, utilizando a Equacdo (2.32), podemos obter
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a seguinte relacao para a transformacao da perturbagao da métrica h,,:
Moy = v — 0y — 0,€,- (2.33)

A Equacao (2.33) mostra que h,, nio se transforma como um tensor sob transfor-
macoes gerais de coordenadas. Porém, sob a transformacoes de Lorentz, definida
por z# — z'* = A, z” obtemos A, = A*,A° hqs. Neste caso, a perturbagao se

comporta como um tensor (BAMBI, 2018).

Observando a Equacao (2.33) para a transformagao de calibre para a perturbagao

métrica, ¢ util realizar a decomposicao em helicidade para as fungoes de calibre &,:

50:"4’

Y (2.34)

sendo que B; é um vetor transverso, 9;B° = 0, A e C sdo escalares sob rotacao.

Manipulando as Equagoes (2.33), (2.15) e (2.34), obtemos o seguinte conjunto de

equacoes:
¢ — ¢ - A7
1
¢ — ¢ + gVQC,
y—=y—A-C,
A= A —2C, (2.35)
Bi — Bi — Bm

€ — € — QB“

T TT
hii — hi;"

Na Equagao (2.35), notamos que os campos escalares ¥, ¢,y e A, por simetria, depen-
dem dos escalares A e C' enquanto os campos vetoriais transversos f; e €; dependem
de B, e o campo tensorial hj;" é invariante de calibre® (MAGGIORE, 2018).

Com combinagoes das Equagdes (2.35), podemos construir invariantes de cali-
bre para definir os campos escalares e vetoriais da decomposicio (FLANAGAN;
HUGHES, 2005),

1
O=—¢— 6V2)\, (2.36)

20 fato de hiTjT ser invariante é consequéncia direta do fato de que as fungoes &, se decompdem
em parte de helicidade 0 e +1, e hET tem helicidade igual a +2
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1.
U=+ - gh (2.37)

1

Considerando Z; um vetor transverso, entao 9;,=! = 0. Desta forma, dentro da teoria
linearizada, a perturbacao métrica apresenta seis graus de liberdade invariantes de
calibre, caracterizados por dois campos escalares ® e ¥, o campo vetorial =; com
dois graus de liberdade, e o campo tensorial hZ-T com mais dois graus de liberdade.
Essas quantidades sdo conhecidas como variaveis de Bardeen para um espaco de
fundo plano, que foram propostas inicialmente por Bardeen (1980) considerando
uma métrica de fundo FLRW.

Podemos escolher um calibre especifico e reescrever as componentes da métrica em
termos dos invariantes de calibre. Por exemplo, ao escolher o calibre newtoniano
(também denominado calibre de Poisson ou calibre longitudinal), definindo A = v =
Bi = 0, as Equagdes (2.36), (2.37) e (2.38) sdo simplificadas, e a perturbagao métrica
dada pela Equagao (2.15) resulta em:

hoo = —2W,

ho; = 0, (2.39)

1
hij = 2(13(5” —I— 5 (aiEj —f- 8]‘61‘) —f- hTT

i

onde é; = —2=;. A escolha do calibre newtoniano e a métrica dada pela Equacgao
(2.39) é 1til quando é necessario definir alguma quantidade em termos dos invariantes

de calibre ¥, ®, =; e hiTjT, como por exemplo as componentes do tensor de Riemann.

2.3 Decomposicao do tensor momento-energia

Para relacionar as componentes do tensor energia-momento com os invariantes de ca-
libre, é necessario aplicar a decomposi¢ao em helicidade do tensor energia-momento,
conforme discutido em (FLANAGAN; HUGHES, 2005). Assim, obtemos:

Too = p;
Toi = Si + 0;5, (2.40)

1 1
ﬂj = p5z~j + <&8] — 35”V2> o+ 5 (&Uj + ﬁjai) + O'TT.

ij
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Do mesmo modo que foi feito para a perturbacao da métrica por meio das Equagao

(2.16), vamos definir o seguinte conjunto de condigoes:

&-ai = O, &SZ = 0,

i TT _ ij TT _
d'oy; =0, 0o =0,

(2.41)

O termo pd;; representa a parte isotrépica de T;;, em que p é a pressao. Os demais
TT
j

sentam a parte anisotrépica de T;; (MAGGIORE, 2018). Para que a decomposicao

termos que dependem do escalar o, do vetor transverso o; e do tensor o;;* repre-

seja inversivel, devemos impor as condi¢oes de contorno que no infinito temos:

S =0, o— 0,
(2.42)

Viec =0, o — 0.
As relagbes das transformagoes inversas seguem de forma andloga a decomposi¢ao
por helicidade para a perturbacdo métrica, conforme mostrado nas Equagoes (2.21),

(2.22) e (2.24). Os principais resultados que podemos destacar sdo para p = Ty €

oij = NijTh-
2.4 Tensor de Einstein linearizado

Uma vez que o tensor de Riemann é uma quantidade invariante de calibre, e, por
consequeéncia, o escalar e o tensor de Ricci também o sdo, podemos obter expressoes
em termos dos invariantes de calibre hj;", ¥, ® e Z; (ALVES, 2024; FLANAGAN;
HUGHES, 2005).

Utilizando a decomposigao por helicidade da Equagao (2.16) e aplicando-a ao tensor

de Riemann linearizado, dado pela Equagao (2.9), obtemos:
. 1 . AR .
Rz‘OjO = 828]\11 — CI)(SU + 5(8i:j + 8j:i) — ihw . (243)

Estas sao as componentes “elétricas” do tensor de Riemann. Ja as componentes do

tensor de Ricci, Equacao (2.10), sao dadas por:

Roo = V20 — 39,

1
Ro; = —20;® — §V2:i7 (2.44)
1

. 1 . .
Ry = =0,0;(® + W) = 5y(=® + V*®) — _ (0,5, + ;%) — JOR.
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Por fim, o escalar de Ricci é dado por:

R= -2V + 60 — 4V%d. (2.45)

Utilizando os resultados das Equagoes (2.44) e (2.45), podemos obter o tensor de

Einstein G, onde suas componentes sao dadas por:

Goo = —2V>®,

Goi = Roi, (2.46)
1

Gi]’ — Ri]’ — E(ZJR

2.5 Estados de polarizagao de ondas gravitacionais

Como ja foi mencionado, os seis graus de liberdade das ondas gravitacionais podem
ser classificados como radiativos ou nao radiativos, dependendo da teoria gravita-
cional considerada. Na Relatividade Geral, apenas a quantidade tensorial hg;T é
radiativa. A andlise desses aspectos em diferentes teorias gravitacionais pode ser re-
alizada por meio das variaveis de Bardeen (ALVES, 2024). Para avaliar todos os seis
possiveis estados de polarizagao, assumimos que todas as quantidades invariantes de

calibre sao radiativas e independentes.

Tomamos como exemplo uma quantidade radiativa A = A(u4), definida no tempo

retardado u 4, dado por:

ka-
ug=t— A% (2.47)
w

onde k4 é o vetor de onda da onda gravitacional e w é a frequéncia angular.

A partir dessa definicao, obtemos a seguinte relagao:

vaA— K14 (2.48)
w

Utilizando essa relagao, podemos definir a quantidade 74, identificada como a relagao
de dispersao:

VA
A

_ k. (2.49)

na(w) = -

Em geral, cada uma das quantidades invariantes de calibre {\I/,CI),Ei,hiTjT} pode

possuir uma relacao de dispersao distinta, definida em relagdo a um tempo retardado
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da forma us =t — nAl% -1, com subindice A - U, &, Ve T.

Caso W # 0 é ttil definir mais uma quantidade escalar invariante de calibre através
da seguinte relagao entre W e & (ALVES, 2024):

O=n0— 9, (2.50)
onde,
A%
=|— 2.51
v ¥ ( )

Reescrevendo as componentes elétricas do tensor de Riemann linearizado dado pela

Equagao (2.43), obtemos:
PN PN A A 1
Rigjo = kik;©" — (85 — kikj)®" — Sy (kiZ) + k;Z)) — ShiT, (2.52)

onde as linhas denotam derivadas em relacao aos tempos retardados, e k; as com-

ponentes do vetor de onda unitario.

Os seis possiveis modos de polarizagao das ondas gravitacionais podem ser descri-

tos em termos das variaveis invariantes de calibre. Os dois modos tensoriais usuais
TT
ij
Z; , que, apesar de ser transversal, contribui para a curvatura tanto nas diregoes

sao representados por h;;' , enquanto os modos vetoriais estao associados ao campo
transversais quanto longitudinais. Ja os modos escalares envolvem as quantidades ¢
e ©. Apesar de serem grandezas escalares, elas contribuem para a curvatura em de-
terminadas diregoes. Isso ocorre devido a forma como aparecem na Equagao (2.52).
A quantidade ® estd associada ao modo escalar-transversal, por meio do operador
projetor (6;; — /%il%j), enquanto © descreve a polarizacao escalar-longitudinal, devido
ao termo /2:,]2:] Esse tratamento, baseado nas variaveis de Bardeen, permite a identi-
ficacao direta dos modos de polarizacdo sem depender de uma relacao especifica de
dispersao (ALVES, 2024).

Na Figura 2.1, sao ilustrados os efeitos dos seis possiveis estados de polarizacao de
uma onda gravitacional sobre um anel de particulas-teste. A figura considera uma
onda gravitacional que se propaga ao longo da direcao do eixo z. As subfiguras P2
e P3 correspondem aos dois modos vetoriais associados a polarizacao =;, enquanto
as subfiguras P4 e P5 representam os modos tensoriais relativos a polarizagcao h;fg-T.
Ja a subfigura P1 ilustra o modo escalar-longitudinal ©, e a subfigura P6, o modo

escalar-transversal ®.
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Figura 2.1 - Efeitos dos seis possiveis estados polarizagao de uma onda gravitacional

Py: + mode Pj5: x mode Pg: breathing mode

A figura representa os efeitos dos modos de polarizacdo de uma ondas gravitacionais sobre
um anel de particulas, considerando uma propagacao ao longo da dire¢do +z.

Fonte: Dong e Liu (2022).
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3 ONDAS GRAVITACIONAIS
3.1 Ondas gravitacionais na Relatividade Geral

A acdo gravitacional é composta pela soma das acoes de Einstein e da matéria,

S = Sg + Sy, onde a primeira é dada por

- 16mG

SE /d4x\/—g R, (3.1)
e Sy representa a contribuicao da matéria. O tensor energia-momento 7}, é obtido

a partir da variacao da acao da matéria Sy, em relacao a métrica g,,, ou seja,

— i 4 — %
0SSy = 20/d /=g T" 69, . (3.2)

Variando a agao com respeito ao tensor métrico g,,, obtemos a equagao de campo
de Einstein (MAGGIORE, 2007), dada por:

1 &G
Guw =Ry — zguR=—""T., (3.3)

2 ct

Por meio do tensor de Einstein dado pela Equacdo (2.46) e pelo tensor energia-
momento dado pela Equagao (2.40), obtemos as equagdes de campo para cada uma

das componentes invariantes de calibre,

AnG
2
Vb = TP
ArG
V2 = %(p —2V%), -,
3.
167G
ViE = —— 8,
c
167G
TT _ T

Observe que as equagoes de campo para os invariantes escalares ¢ e W, assim como
para o invariante vetorial Z;, assumem a forma da equacao de Poisson. Dessa forma,
esses graus de liberdade fisicos sdo determinados pela distribuicao de matéria, po-
rém nao apresentam carater radiativo. Apenas a perturbacao tensorial hg;T obedece
a uma equacao do tipo Klein-Gordon, admitindo solugoes do tipo onda. Consequen-
temente, tratam-se dos tnicos dois graus de liberdade fisicos com comportamento
radiativo (MAGGIORE, 2007).
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Podemos obter uma equacgao envolvendo as perturbagoes escalares ® e ¥ ao combinar

as duas primeiras equagoes de (3.4), resultando em:

871G
V(U + ) = —%v% (3.5)

Aplicando as condic¢oes de contorno, em que esses termos se anulam no infinito,

obtemos:
G

U=

0. (3.6)

Portanto, se a componente escalar do tensor energia-momento o for nula, segue que
¥ = —&. No vacuo, onde todas as componentes do tensor energia-momento sao
nulas, temos ¥ = & = 0 e =; = 0. Assim, apenas a perturbacao tensorial permanece
distinta de zero, assumindo a forma de ondas planas. Dessa maneira, concluimos
que a perturbacao da métrica na relatividade geral apresenta apenas dois graus
de liberdade radiativos. Também observamos que, para os modos tensoriais, temos
nt = 1, ou seja, w = kr, o que implica que as ondas gravitacionais viajam na

velocidade da luz.

A equacao de campo para a componente tensorial h;f';-T ¢é dada por:

_16nG 167G p

DhZ;T = TAij,lekl = — 64 Oz] . (37)
A solucgao geral é dada por:
4G Tu(t — R —1'|/c,1')
TT _ A kl ; 3 7
hZ] - C4 A'kal v ’R . I'I’ d r, (38)

Desta forma, a perturbacao métrica é expressa como uma integral sobre o volume
V', que geralmente engloba a fonte do tensor energia-momento avaliado no tempo
retardado ¢ — |R — 1’| /¢, onde R representa a distancia do observador em relagao a

fonte, e r’ é a coordenada de integracao dentro da fonte.

Considerando um observador na zona radiativa, onde R > |r|, obtemos:

4G
W = S A /V Tt — |R — v'| /e, r')d*. (3.9)

Da lei de conservacao do tensor energia-momento na relatividade geral, V#T),, = 0,
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podemos obter veja, por exemplo em Bambi (2018):

| T = 110 | T d (3.10)
v 22082 Jv ' '

Desta forma, podemos escrever a solugao para hg;-T como:

26
AR

TT _

Ainglel(t— R/C), (311)

em que Q¥ é denominado tensor momento de quadrupolo da fonte, definido por:

QU(t) = 612 /V T, x) rird dr. (3.12)

A partir da Equagao (3.11), observamos que o modo de polarizacao tensorial hg;-T
¢ determinado pela segunda derivada do tensor momento de quadrupolo @);;. Isso
implica que a emissao de ondas gravitacionais requer certo grau de assimetria no
sistema, como ocorre em eventos de coalescéncia de corpos compactos ou pulsacao
radial, entre outros. Em contrapartida, distribuigoes de massa em que ();; permanece
constante, como sistemas com simetria esférica ou axial, nao geram ondas gravita-
cionais (BAMBI, 2018).

No caso de simetria esférica, essa conclusao torna-se ainda mais evidente quando
consideramos o teorema de Birkhoff. Esse teorema implica que, para uma distri-
buicao de massa colapsando radialmente, a métrica externa permanece inalterada.
Como consequéncia, a perturbacao nao afeta o campo gravitacional externo, impos-
sibilitando a emissdo de ondas gravitacionais (MISNER KIP S. THORNE, 1973).

A Equagao (3.11) mostra que o primeiro termo mais importante para a emissao
de ondas gravitacionais é o tensor momento de quadrupolo, sem contribuicoes de
monopolo ou dipolo. Isso ocorre porque, na teoria linearizada, a fonte conserva massa
e momento linear, e esses momentos estao diretamente ligados a sua conservagao.
Como a perturbagao hiTjT depende das derivadas dos momentos multipolares, as
contribuigdes de monopolo e dipolo se anulam (MAGGIORE, 2007). Mesmo em um
regime nao linear, o momento de quadrupolo continua sendo a principal contribui¢ao

para a emissao de ondas gravitacionais.

O tensor energia-momento associado a uma onda gravitacional na relatividade geral
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é dado por (BAMBI, 2018),

4

gwW __ TT
T = 5o G(@h dhLT). (3.13)

Para calcular a luminosidade de uma onda gravitacional, consideramos inicialmente
o fluxo de energia da radiagao gravitacional, definido como a quantidade de energia
dE que atravessa um elemento de area dA de uma esfera de raio R envolvendo a
fonte, em um intervalo de tempo dt. Esse fluxo é determinado pela componente T

do tensor energia-momento, de modo que:

dE 3

Y ew . C T
dtdA ~ 10 327rG< P ) > (3:14)
Utilizando a solugao da Equagao (3.11) e a relagao dA = R2dS), obtemos:
dE G )i T
= — . 1
dtds 8mch < rr Qi > (8.15)

Integrando sobre todo o angulo sélido, obtemos a luminosidade da onda gravitacional
Ly, =dE/dt.

Para calcular o tensor momento de quadrupolo, vamos considerar o tensor energia-
momento de um sistema formado por um conjunto de particulas pontuais, indexadas

por A, descrevendo uma trajetoria x,(t). Esse tensor é dado por:

drt dr?

v PaPa (3 a
14
Tl (t,r) = Ea %maé r—r, E YaMg— r t5 ( r.(t)), (3.16)

sendo que, 7 = (1—v?/c?)~'/2 é o fator de Lorentz, e p* = ym(dr*/dt) = (E/c,p) é o
4-momento para uma particula pontual (LANDAU; LIFSHITZ, 1980; WEINBERG,

1972). Para o caso particular onde p = v = 0,

Ti(0.1) = 3 2ume0 r — 5, (1) (3.17)

Substituindo na Equacdo (3.12), considerando um sistema binério e aplicando o

limite nao-relativistico v &~ 1, obtemos:

QY (t) Z Maly = pr'(t)r (1), (3.18)
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onde = mymay/(my + ms) é a massa reduzida do sistema e r a distdncia orbital.

Consideraremos um sistema binario descrevendo uma orbita quase-circular, com
7 < wr. Vamos considerar um movimento em Orbita quase circular no plano (z,y)
com raio r = r(t) e velocidade angular w = w(t), em coordenadas cartesianas dadas

por:

(3.19)

Sendo que:
o) = [ ")t (3.20)
0
Utilizando a equagao de movimento para calcular o tensor momento de quadrupolo
e considerando um observador na diregao 7 definida pelos angulos (¢, ¢g), conforme
definido pela Figura 3.1 onde o angulo ¢ é definido em relagdo ao eixo z e o angulo
¢o estd definido em relagdo no plano zy. Obtemos, por meio da Equagao (3.11),

conforme apresentado em Maggiore (2007):

4 (GMN"? 1w\2/3 1+ cos?e
hy(t) = 7 ( 2 ) <c> ———— cos(2Q2 + 2¢y) ,
s / Rl (3.21)
4 1GM, 2/3
hX@):]%( h ) (i) cos ¢ 5in (20 + 2¢o)
t—R/c
em que foi introduzida a chirp mass, M, = pi3/>m?/® e foi utilizada a terceira lei de
Kepler,
Gm
2 _

para eliminar r. O angulo ¢ ainda pode ser absorvido pela fase €(t) através da fase

inicial Q(to) = QQ.

Utilizando a Equagao (3.15), encontramos que a luminosidade na forma de onda

gravitacional é:

dE  32¢° (GMuw\'"?
szzc<w) . (3.23)
dt 5G c?
Considerando que a energia orbital de um sistema binario é dada por:
Gmims G? M3 w? 18
Eobit = — =—|— . 3.24
= -2 ( ! (3:24)

Podemos calcular a perda de energia orbital E,;; devido a emissao de ondas gravi-
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Figura 3.1 - Representacao de um sistema binario em relagdo a um observador.

A figura representa um sistema bindrio orbitando no plano zy emitindo ondas gravitacio-
nais na direcdo de um observador localizado na direcao n.

Fonte: Maggiore (2007).

tacionais e, comparando-a com a luminosidade da radiagao gravitacional, determinar

a evolugao da frequéncia orbital do sistema.

96 /GM.\"/3
() w3, (3.25)

W=
c3

5

Definindo o tempo para a coalescéncia como T = t., — t € integrando obtemos:

5 1\%% (GM,\ "/
o= (mer) o) (3:26)

Esse resultado para w(7) descreve a evolu¢ao temporal da frequéncia da onda gra-
vitacional wg, = 2w, mostrando um crescimento até o momento de coalescéncia

definido em 7 = 0. Usando a Equagao (3.20) também obtemos a fase €2, dada por:

~5/8
Q(r) = -2 (5GMC> 758 4+ Q. (3.27)

c3

Em que Qo = Q(7 = 0) é a constante de integragao. Reescrevendo o resultado para

as amplitudes da onda gravitacional em termos do tempo para a coalescéncia T,
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medido pelo observador,

5/4 1/4 2
re =5 (555) (2) S cosfora(r)]
R c? CT 2 (3 28)
, 1 GMC 5/4 5 1/4 ) Q ’
«(t) = = ( 2 > <c7'> cos ¢ sin[2Q(7)].

Observe que, T = teoal — t = (feoal)ret — tret- O resultado da Equagao (3.28) mostra
que, quando o sistema se aproxima da coalescéncia, a frequéncia e a amplitude da
onda gravitacional emitida aumentam de forma semelhante ao “chirping” de um

passaro, como mostrado na Figura 3.2.
3.2 Fontes astrofisicas de ondas gravitacionais

Em linhas gerais, fontes astrofisicas de ondas gravitacionais sao sistemas que mo-
vimentam uma grande quantidade de matéria e energia, que alteram a métrica
(BAMBI, 2018). No entanto, sistemas que apresentam simetria esférica ou axial
tém o seu momento de quadrupolo constante e, portanto, nao sao fontes de ondas

gravitacionais.

A faixa observéavel de ondas gravitacionais varia aproximadamente de 10~® Hz, limite
inferior para a técnica de pulsar timing, até 10* Hz, limite dos detectores terrestres
(CIUFOLINT V. GORINI, 2001). Desta forma, os sistemas mais promissores para
a emissao de ondas gravitacionais detectaveis sao sistemas binarios, especialmente
aqueles compostos por objetos compactos, como estrelas de néutrons e buracos ne-
gros, além de estrelas com deformacoes axiais, colapsos assimétricos e fontes esto-
casticas (MILLER; YUNES, 2021).

A radiagao gravitacional apresenta baixa interacao com a matéria, o que lhe permite
viajar longas distancias sem sofrer grandes alteracoes, e sua amplitude decai com o
inverso da distancia, 1/r. Além disso, ao contrario da radiagao eletromagnética, cujo
comprimento de onda é muito menor que o tamanho do sistema fonte, as ondas gra-
vitacionais, por serem geradas pelo movimento da fonte, apresentam comprimentos
de onda da ordem das dimensoes da propria fonte (BAMBI, 2018).

O estudo de ondas gravitacionais contribui para a caracterizacao de diversos sistemas
astronomicos. Por exemplo, é a tinica radiagao observavel emitida diretamente por

buracos negros', sendo que as demais observacoes sdo obtidas de forma indireta
)

!Devemos destacar que um buraco negro s6 emite radiacio gravitacional caso esteja em um
sistema binario com outro objeto ou devido as oscilagoes para encontrar uma posicao de equilibrio

23



Figura 3.2 - Evolugao temporal dos modos de polarizagdo tensoriais hy e hx na Relativi-

dade Geral.
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Fonte: Adaptado de Maggiore (2007).

(SCHUTZ, 1999). Além disso, é possivel obter informagoes sobre outros tipos de
sistemas, como bindrias de estrelas de néutrons, variaveis cataclismicas, estrelas de

néutrons jovens, binarias de raios X de baixa massa, entre outros.
3.2.1 Coalescéncia de sistemas binarios de objetos compactos

O processo de coalescéncia de um sistema binério formado por dois objetos compac-

tos pode ser caracterizado por trés estagios:

apés sua formacao.
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» Fase espiral para o centro, em que o movimento orbital descreve uma espiral
a medida que a distancia orbital diminui devido a perda de energia pela
emissao de ondas gravitacionais, o que leva ao aumento da frequéncia e da

amplitude da onda. Esse processo continua até a fusao dos dois objetos.

o Fase de fusdo, quando o dois objetos entram em processo de fusdo apos
o raio orbital atingir a érbita circular estavel mais interna, onde os dois

objetos simplesmente mergulham um em dire¢do ao outro.

o Fase de Ringdown, em que o objeto final esta se estabilizando em uma
configuracao de equilibrio. Um exemplo visual destas etapas é apresentada

na Figura 3.3.

Figura 3.3 - Fases de coalescéncia para um sistema binédrio de objetos compactos.
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A figura representa a evolucdo temporal da onda gravitacional e as fases de coalescéncia
para o sistema bindrio de buracos negros do evento GW150914.

Fonte: Abbott et al. (2016).

Um diagrama das detecgoes da colaboragdo LIGO-Virgo-KAGRA para o terceiro

catalogo transiente de ondas gravitacionais GWTC-3 é apresentado na Figura 3.4.

25



Sistemas binarios de buracos negros sao as principais fontes detectaveis de ondas
gravitacionais, uma vez que os detectores terrestres estao na faixa de 10 Hz a 10
kHz e podem observar as fases finais da coalescéncia de buracos negros de massa
estelar (BAMBI, 2018). Como j4 mencionado, um sistema bindrio de buracos ne-
gros foi responsavel, em setembro de 2015, pela primeira detecgdo direta de ondas

gravitacionais realizada pela colaboracao LIGO-Virgo.

Sistemas binarios de estrelas de néutrons também sdo importantes na emissao de
ondas gravitacionais detectaveis, embora apresentem maiores desafios em compa-
racao com sistemas de buracos negros. Proximo ao processo de fusdo, a estrela de

néutrons sofre deformacoes que modificam a forma da onda gravitacional.

Figura 3.4 - Diagrama das detecgoes da colaboracao LIGO-Virgo-KAGRA.
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A figura apresenta as detecgbes realizadas pela colaboragao Ligo-Virgo-KAGRA para o
terceiro Catalogo Transiente de Ondas Gravitacionais GWTC-3, em que mostra o tipo de
objeto, buraco negro ou estrelas de néutrons, a massa de cada uma das componentes e do
resultado final da fusdo. Em alguns casos, ndo é possivel identificar com exatidao o tipo
de objeto formado.

Fonte: LIGO SCIENTIFIC COLLABORATION (2024).
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3.2.2 Outras possiveis fontes

Uma estrela de néutrons isolada ainda é capaz de emitir ondas gravitacionais, seja
para se ajustar a posicao de equilibrio apés a formacgao devido a rotagdo em casos
de assimetria axial, ou para varios modos de oscilagao de turbuléncias superfluidas
do ntcleo. Estudar sistemas compostos por estrelas de néutrons oferece uma oportu-
nidade de investigar a equagao de estado da matéria em altas densidades (BAMBI,

2018).

Outra fonte sao as fontes de explosao ou bursts de ondas gravitacionais. Esse tipo
de fonte tem como caracteristica a emissao de radiagao gravitacional de curta du-
racao na forma de explosoes. Um exemplo desse tipo de fonte sdo as supernovas de
colapso de ntucleo. Considerando que o colapso nao seja simétrico, as turbuléncias
e a instabilidade do processo emitem ondas gravitacionais com duracao de cerca de

alguns décimos de segundo (MILLER; YUNES, 2021).

Fontes estocasticas sao combinacoes de muitas fontes individualmente nao resolvi-
das, geralmente associadas a fontes fracas para a deteccao individual ou a processos
envolvendo o universo primordial. Essas fontes formam um fundo de ondas gravitaci-
onais (MILLER; YUNES, 2021). Em junho de 2023, foi anunciada a evidéncia de um
sinal estocastico de ondas gravitacionais utilizando 15 anos de dados observacionais
coletados pelo Observatorio Norte-Americano Nanohertz para Ondas Gravitacionais
(AGAZIE et al., 2023). Esse observatério utiliza a técnica de pulsar timing para a

detecgao de ondas gravitacionais.
3.3 Detectores de ondas gravitacionais

Um detector de ondas gravitacionais tem como objetivo monitorar a mudanca na
distancia propria entre corpos teste causada pela passagem da radiacao gravitacional
(MILLER; YUNES, 2021). Se L é a distancia propria das particulas teste e AL a
variacao devido a passagem da onda gravitacional, entao a deformacao medida pelo
detector é dada por h = AL/L, chamada de strain.

A deteccao direta de ondas gravitacionais apresenta um grande desafio devido ao
baixo valor esperado para a deformacao, da ordem de h ~ 107%°. Para o raio da
Terra, R ~ 6 000 km, isso corresponderia a uma variagao de aproximadamente AR =

[e]
60 x 107 m, que é muito menor que o raio atémico, 14 = 1071 m.

Na década de 1960, Joseph Weber desenvolveu o primeiro detector de ondas gra-

vitacionais, baseado no modelo de detectores ressonantes. Ele construiu uma barra
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cilindrica de aluminio com cerca de 2 x 10% kg, mantida a aproximadamente 300 K.
A sensibilidade dos primeiros protétipos era da ordem de 10713 a 1071 (CIUFOLINI
V. GORINI, 2001), tendo sido posteriormente aprimorada para alcancar 10719,

Exemplos de detectores desse modelo incluem os de barra cilindrica, como o EX-
PLORER, ALLEGRO, NAUTILUS e AURIGA, e os detectores esféricos como Mi-
niGRAIL e Mario Schenberg. Embora os detectores esféricos apresentem desafios
tecnologicos, oferecem muitas vantagens, como a capacidade de detectar ondas gra-
vitacionais vindas de qualquer direcao. Por volta de 2010, por nao conseguir compe-

tir com os detectores interferométricos, os experimentos com detectores ressonantes
foram encerrados (BAMBI, 2018).

Detectores interferométricos para a observacao de ondas gravitacionais sao baseados
no interferémetro de Michelson. A partir do padrao de interferéncia, é possivel inferir
a deformacgdo do comprimento dos bracos causada pela passagem de uma onda

gravitacional e, consequentemente, medir seu sinal.

Alguns exemplos de detectores desse tipo sao o LIGO, Virgo e KAGRA, que possuem
bragos de 4 km e 3 km, respectivamente (CIUFOLINI V. GORINI, 2001). A Figura

3.5 ilustra a disposi¢ao dos espelhos e do laser no interferometro do LIGO.

Figura 3.5 - Diagrama simplificado de um detector Advanced LIGO.
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Fonte: Abbott et al. (2016).
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Uma onda gravitacional pode causar uma alteracao no tempo de chegada do sinal
de um pulsar na Terra. Como os pulsares sao considerados reldgios muito precisos,
podemos estimar uma variagdo do sinal na ordem de nanossegundos (HOBBS et
al., 2010). Os pulsares estao a uma distancia da ordem de 1 a 10 kpc e podem
detectar ondas gravitacionais de frequéncias muito baixas, como as emitidas por
sistemas bindrios de dois buracos negros supermassivos e as ondas gravitacionais
produzidas no Universo primordial. O International Pulsar Timing Array (IPTA) é
uma colaboracao internacional que une os grupos European Pulsar Timing Array
(EPTA), o Parkes Pulsar Timing Array (PPTA) e o North American Nanohertz
Observatory for Gravitational Waves (NANOGrav) (HOBBS et al., 2010)
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4 TEORIAS ESCALARES-TENSORIAIS: TEORIA DE BRANS-
DICKE

A relatividade de Einstein é uma teoria que descreve a gravidade como a geometria
do espaco-tempo, onde o elemento fundamental é um campo tensorial métrico. G.
Nodstrom ja tinha proposto uma teoria escalar da gravidade, mas, por nao possuir

uma natureza geométrica, acabou sendo deixada de lado (FARAONI, 2004).

Com as confirmacoes através das evidéncias experimentais, a teoria geral da re-
latividade de Einstein foi estabelecida como teoria padrao da gravitagao. Porém,
por varias razoes, diversas teorias alternativas foram propostas. Uma delas é a cha-
mada teoria escalar-tensorial, que é construida com base na relatividade geral e um
campo escalar por meio de um acoplamento nao-minimo (FUJIIL, 2004). As teorias
escalares-tensoriais tém como protétipo a teoria de Brans-Dicke, que inicialmente

foi proposta por Jordan e em seguida assumida por C. Brans e R. H. Dicke.

Existem varias razoes para o interesse continuo nas teorias de Brans-Dicke e
escalares-tensoriais, incluindo sua capacidade de incorporar principios como a te-
oria de Mach e a possibilidade de explorar efeitos além da relatividade geral em
contextos astrofisicos e cosmologicos. Por exemplo, o modo como o campo escalar
e a métrica descrevem o campo gravitacional é caracteristico para as supercordas,
supergravidade e teoria-M. Além disso, a teoria de Brans-Dicke apresenta uma in-
variancia sob transformacgoes semelhantes das teorias de cordas em alta energia. Por
ultimo, uma teoria de Brans-Dicke com w = —1 corresponde ao limite de baixa
energia da teoria das cordas bosonicas (FARAONI, 2004).

4.1 Acao na teoria de Brans-Dicke

O prototipo para as teorias escalares-tensoriais é a chamada teoria da gravidade de
Jordan-Fierz-Brans-Dicke ou simplesmente teoria de Brans-Dicke, onde por meio do
tensor métrico g,,, e de um campo escalar ¢ ¢é possivel descrever o campo gravitaci-

onal (FARAONTI, 2004). Definida a acao:

1

s = — [dey=g [soR =D g, 69,0~ V(g)| £ 5™, (1)
™ 2

sendo que, w(y) é um parametro adimensional. V() é o potencial do campo escalar,

sendo uma generalizacao da constante cosmoldgica. O objetivo do desenvolvimento

da teoria de Brans-Dicke foi incorporar o principio de Mach, que nao esta de forma

completa ou explicita na relatividade geral (FARAONI, 2004).
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A acdo descrita pela matéria SO para um sistema de particulas pontuais com massa

m(y) e tempo proprio T pode ser definida da seguinte forma,
Sim) — —Z/ma(w)dm. (4.2)

A dependéncia da massa em relacdo ao campo escalar decorre de sua influéncia
na autogravidade de objetos compactos (LIU et al., 2020). Como consequéncia, o
acoplamento do campo escalar com a matéria diretamente na acao viola o principio
de equivaléncia fraco (WEP), tornando a lei de conservagao covariante do tensor
energia-momento da matéria, V,T* = 0, invalida, exigindo um termo de correcao
(FUJIL, 2004). Isso implica que o movimento de uma massa pontual deixa de seguir
uma trajetéria geodésica, um efeito conhecido como efeito Nordtvedt (ALSING et
al., 2012).

Variando a a¢ao da Equacao (4.1) com relagao a métrica e ao campo escalar, obtemos

as seguintes equagoes de campo,

& WY 1 a
Gu = —T + (2) (VWVV@ — 39wV SOVa%O)
! i V(p) )
+—=(VuVy — gul)e — —— g
<,0( ju [z ) 20 ®
1 av
Ho—o—7+— <<P —2V(p ) -
2w(p) +3 \7 dp ) (4.4)

&1 oT 1 dw
— (T 20— | - ————— | —V*V,0 | .
2w(p) + 3 ( 908@) 2w(p) + 3 (dgo 14 <P>

em que G, é o tensor de Einstein, ja definido na Equacao (2.13). O tensor energia-

momento 7}, continua sendo dado pela Equacao (3.16), porém, devemos considerar

que m, = my(p). O seu traco é dado por T = g, T", como g, pipl = —m?ic?,
considerando ¢ = 1, temos:
T=-% Mal2) 561 (g _ p,) (4.5)

a a

Nas Equagoes (4.1) e (4.3) verificamos que o campo escalar ¢ aparece no deno-
minador de alguns termos, que pode indicar um papel do inverso do acoplamento

gravitacional,
1
Geﬁf Q)= —. 4.6
(P) =73 (4.6)

O pardmetro w(y) é um parametro livre também chamado de fungao de acoplamento

32



que esta associado ao fendomeno de escalarizacao espontanea (RAMAZANOGLU;
PRETORIUS, 2016), onde quanto maior o seu valor, mais préximo a gravidade
de Brans-Dicke esté da relatividade geral (ROMERO; BARROS, 1993; BARROS;
ROMERO, 1998D).

Aplicando a identidade de Bianchi nas equagoes de campo (4.3) e (4.4), resulta em

(LIU et al., 2020):

VT, — ZZ&,@ = 0. (4.7)

Observe que, caso a acdo descrita pela matéria S nao tenha uma dependéncia
direta com o campo escalar ¢, a Equacdo (4.7) se torna, V*T,,, = 0 (FUJIL, 2004).

4.2 Equacgoes de campo no limite de campo fraco

Podemos ainda considerar a métrica plana com uma pequena perturbagao conforme
a Equagao (2.1), jd o campo escalar ¢ pode ser expandido em torno de ¢y, valor de

v no fundo plano, da seguinte forma:

© =@y + 0, dp < . (4.8)

De forma semelhante, devemos ainda expandir o potencial V() e o pardmetro w(y)

em torno de ¢y,

! 1 174
V(p) = Vigo) +V'(0)op + 5V (¢0)dp” + O(8¢%), (4.9)
1
w(p) = wo + w18 + Fwadp® + O(3¢%). (4.10)

Onde " = d/dyp, wy = w(pp), w1 = W'(py) € we = W (). Impondo as condigoes
de contorno em que o espago-tempo seja assimptoticamente plano com g¢,, = 1, €
© = o, temos que, V(o) = V'(pg) = 0 (SOTIRIOU; FARAONI, 2012). Devido a
dependéncia da massa das particulas com o campo escalar ¢ também precisamos de

uma expansao em torno de ¢y,

s (%) <L (- ea) () o ((590))] ,
(4.11)

sendo que, m,(¢9) = m, e apresentamos s, e s, como “primeira e segunda sensibi-

ma(p) = ma (o)
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lidades” respectivamente, definidas por (EARDLEY, 1975):

Inm, *(Inmy,
Sa = — 85; ?m ! , Sa= aa(lnm2) : (4.12)
(Ine) |, (Ing)* | .
A “sensibilidade” tem relacao direta com a energia de ligacao gravitacional de um
objeto (ZAGLAUER, 1992). Para estrelas de néutrons, temos um valor tipico de

Sq ~ 0.2, j& para buracos negros s, = 1/2.

Substituindo as Equacoes (4.8), (4.9) e (4.10) na equacao do campo escalar (4.4) e

eliminando os termos de segunda ordem em d¢, obtemos:

(T —2(p0 + &p)(;i) : (4.13)

onde m; é definido como a massa do campo escalar dado por:

2 %o "
= — % . 4.14
s 2wo + 3 (90) ( )

Podemos ainda definir um termo fonte T;, para o campo escalar, dado por:

1 or
T,=———F———F|T -2 0p) = 4.15
o= sy (T~ 2ot 3L ). (4.15)
e reescrever a Equacao (4.13) da seguinte forma:
(O —m?)dp = —167T,. (4.16)

Utilizando a expansao da massa pelo campo escalar dado pela Equacao (4.11) na
definigao do trago do tensor energia-momento na Equagao (4.5), considerando até o

termo de primeira ordem em d¢ obtemos:

T=->m, (1 + sa&o> 6O (r —r,), (4.17)
a ©o

também estamos considerando um sistema nao relativistico, com v ~ 1. Substituindo

na Equagao (4.15):

1
T, =

0o | 3
’ W§ma[<l—28a>—8a]5“<r—ra>- (4.18)

®o

Podemos notar que os termos de ordem dy /¢, e superiores presentes no termo fonte
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estao relacionados a corregoes de natureza pés-newtoniana (WILL, 2018; MIRSHE-
KARI; WILL, 2013). Para uma primeira andlise, serd considerado apenas o termo

de ordem zero.

Para a equagdo do campo tensorial dada pela Equacao (4.3), considerando i =

po}ré 5 ~ & e eliminando os termos de segunda ordem e superior como 62, h? e
hép), obtemos:
8T dp
Guw=—Tw— nu,0-0,0,)—. (4.19)
%0 %0

Para obter as equagoes de campo para os invariantes de calibre hiTjT, O Ve =,
vamos utilizar as componentes do tensor de Einstein linearizado dado pela Equacao

(2.46). Primeiro, fazendo p = v = 0, temos:

8 )
Goo = —Too — (UOOD - 3030)£_ (4-20)
2] ®o

Utilizando o primeiro resultado da Equagao (2.46) e a componente Ty da decompo-
sicao do tensor energia-momento dado pela Equagao (2.40), obtemos a equagao de

campo para ¢, dado por:

16 4
% <<I> + “0> =) (4.21)
2 o %o

Tomando p = 0 e v = i, na Equagao (4.19), temos:

8T J
Goi = Roi = —Toi — (no:d — aO@i)ﬁ’ (4.22)
o %0

e novamente, utilizando as Equacgoes (2.40), (2.46) e (2.44):

16 . 1dp 4
Vs = n g 49 (b + 2P+ ). (4.23)
®o 2¢0 o

Aplicando 9" e tomando 0'Z = 0 e 9'S; = 0, obtemos:

. 1dp 4
V2 (@ +- WS) = 0. (4.24)
290 o
Como uma equacao de Laplace do tipo VZf(z) = 0, com condi¢ao de contorno
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lim f(x) =0, possui solucao f(z) =0 (MAGGIORE, 2018), entao:

T—00

d+-—C 4+ —5=0. (4.25)

Vg, = -——38;. (4.26)

Agora, para obter a equagao de campo para ¥, primeiro vamos aplicar 7, para
tomar o trago da Equagao (4.19), desta forma obtemos:
8T 5<p

—R=—T-310—

4.27
20 900 ( )

Verificando a decomposi¢ao do tensor energia-momento dado pela Equagao (2.40),
podemos verificar que seu traco é T' = n*'T),, = —p + 3p. Entao utilizando (2.45) e

reorganizando, obtemos:

2 op Am 1o¢ 9 1 [op
o (52)] - s (5 152) a1 ()] e

Por fim, observando as Equagoes (4.25) e (4.21), obtemos a equacao de campo

associada ao escalar U:

1dop

\V& (\If+
2 o

) iﬂ(p+3p 39). (4.29)

Agora, para obter a equacao de campo para hiTjT devemos fazer © =1 e ¥ = j na
Equagao (4.19):

1 5

Tomando as Equagoes (2.44),

16 . 8 8
th‘;T:—JO'TT—al (E]+7TO']> _a<—fz+ T )

[

Yo S go . %Yo (4.31)
—2818J<CI>+\I/+SO+7TJ>—W<S p—V2>5
Yo ¥o ®o 3
Aplicando &, e utilizando o fato de que as quantidades &’h[;", o/’ Z; se
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anulam, podemos encontrar as seguintes relacoes entre as componentes do tensor

energia-momento :

.2
p—S+ §V20 =0, (4.32)
. 1 9
8i = 5Vio (4.33)

Utilizando as relagoes (4.32) e (4.33) nas equagoes de campo (4.21), (4.29) e (4.26),

obtemos ainda que:

.8
Zit Lo =0, (4.34)
Yo
5o 8
o+ + 2450, (4.35)
¥o  ¥o

Desta forma, utilizando os resultados acima na Equacao (4.31) obtemos finalmente

a equacao de campo associada as polarizagoes tensoriais hg;T:

167 g

On)" = i
J ©o J

(4.36)

A partir das Equagoes (4.21), (4.29), (4.26) e (4.36), verificamos que a teoria de
Brans-Dicke possui quatro graus de liberdade radiativos, sendo dois associados a
componente tensorial h;fg-T e os outros dois as componentes escalares ® e ¥. O campo
vetorial =; admite uma solucdo estatica, assim como na Relatividade Geral, sendo

nulo na auséncia de matéria.

Note-se que as Equagoes (4.21) e (4.29) assumem a forma de uma equagao de Poisson,
o que implica solugoes estaticas — assim como ocorre com a equagao associada ao
campo =;. O carater estatico dessas solugoes esta relacionado a combinagoes entre a
perturbacao do campo escalar dp e os invariantes de calibre ® e W. Isso significa que
as solugoes das componentes escalares podem ser escritas como uma combinac¢ao de

um termo estatico com um termo de onda:

d = P8V 4 q)static’ U = psv 4 ‘;[jstatic, (437>

!Essas relacdes ocorrem na Relatividade Geral de forma geral, a partir da conservacdo de
energia-momento, V#T,,,, = 0. No entanto, como na teoria de Brans-Dicke essa condi¢do é modi-
ficada, as relagoes entre as componentes do tensor energia-momento estdo restritas ao regime de
teoria linearizada.
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em que,
1dp

2@0.

Como o objetivo é o estudo da emissdao de ondas gravitacionais, apenas o termo

PV = PEV = (4.38)

de onda serd considerado. Os detalhes desse resultado serao melhor explorados na

préxima segao.
4.2.1 Movimento de particulas pontuais na ordem Newtoniana

Para derivar as solugoes dos estados de polarizacao na teoria de Brans-Dicke, vamos
primeiro analisar as equacoes de movimento na ordem Newtoniana das particulas
que geram as ondas gravitacionais. Considerando o tensor energia-momento no limite
newtoniano, temos:

Too = p* + O(p*€?),

Toi = O(p"e), (4.39)

Ti; = O(p*€®).
Definimos a densidade p* = 3, mo0® (x — x,) (LIU et al., 2020). No limite newto-
niano, a solugao para o campo escalar dp é independente do tempo. Portanto, na

Equacao (4.13), temos que oy — V3
(V2 —m2)dp = —167T),. (4.40)

Considerando até a ordem zero da Equagao (4.18), temos:

8

2 2
_ o = —
(V m8> 14 2(,00 + 3

S ma(1 = 25,)6® (x — x,), (4.41)

cuja solugao é do tipo, conforme apresentado por Liu et al. (2020):

2

0p = mUs, (4.42)
onde U, é definido por:
U, = Z mTS_ Xi‘T“)e—msix—xﬂi. (4.43)
Para o invariante de calibre escalar ®, sua equagao, dada por (4.21), torna-se:
v? <<1> + ;f;j) = —i:p* — —:Z za:maé(3)(x —X,). (4.44)
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A solugao desta equagao é:

14
L (4.45)
200 %o
onde U é dado por:
Mg,
= . 4.4
MR (440

Por fim com as Equagoes (4.42) e (4.43), obtemos:

1 1
@Z(U— US). 4.47
©o 2wy + 3 (4.47)

De maneira analoga, para o escalar ¥ definido pela Equagao (4.29), obtemos:

16 4
% (qf + 90) =L (4.48)
2 o ®o

Observa-se que a solugao para o escalar ¥ apresenta uma forma semelhante aquela

obtida para o escalar ®, de modo que:

1 1
o (U + Us) . 4.49
Yo 2wo + 3 ( )
Para o invariante vetorial =;, temos:
VE =0 — Z;=0. (4.50)

No caso do invariante tensorial hg;T, dado pela Equagao (4.36), temos a mesma

situacdo apresentada no campo escalar dp, onde Elhl-TjT — V2hiTjT, resultando em:

VAT =0 — KT =0 (4.51)

Dessa forma, a perturbacao métrica h,,, no calibre newtoniano dado pela Equagao

(2.39), pode ser expressa da seguinte maneira:

2 1
hoo = — (U + US> :
S 2wo + 3
2 1
hij = — U—US> 8ij-
! 900( 2wo + 3 ’

Utilizando a defini¢do do tensor energia-momento fornecida pela Equacao (3.16),

obtemos uma equagao geodésica modificada devido a dependéncia da massa com o
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campo escalar:

dm,
o)+ T )90 = 0 (4.53)
No limite Newtoniano, temos:
d*z . 1dlnmg(p)
S S LN 2P 4.54
dt2 0TS dlng 7 (4.54)

Na teoria linearizada, os simbolos de Christoffel sdo dados pela Equagdo (2.6) e
podemos utilizar o resultado da perturbacao métrica na Equacao (4.52) para obter:
1
%0

g 1
Ty = =5 Oihon = — (U 4 U) . (4.55)

2w0—|—3 s

O segundo termo da Equagao (4.54), no limite newtoniano, considerando a defini¢ao

da sensibilidade s,, pode ser aproximado da seguinte forma:

ldlnme(p)  sa

) 4.56
¢ dlng ©0 (4.56)
Deste modo, a equacao geodésica ¢ dada por:
d*z 1 dp
2 =0; [ =hoo — Sa— | - 4.57
dt2 (2 00 5 @0) ( )

Substituindo o resultado do campo escalar dp no limite Newtoniano, dado pela

Equacao (4.42), e a componente hgy da perturbagdo métrica dada pela Equacao

(4.52), temos: L

o (72 B 902126002 ; )3> US) |
Substituindo as defini¢oes de Us e U, Equagoes (4.43) e (4.46), podemos identifi-
car o potencial newtoniano V', comparando com o resultado conhecido & = —0;V

(D’INVERNO, 2021), desta forma

1 my
V=-— <1+
SOO;Tab

(4.58)

(1= 281 - 2sb)emsw) , (4.59)

onde r,, = X, — Xp. Observamos que os termos de ordem newtoniana sao alterados
pela presenca de campos massivos, com o potencial newtoniano recebendo uma
corre¢ao no formato de Yukawa (ALSING et al., 2012).
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Por fim, obtemos a seguinte equacdo de movimento:

—MsTab

e

d’x, 1 MpTq
= —— Z b3 b1+ (1 —284)(1 — 28)(1 4+ mgrap)

= — . 4.60
dt? 0o G T 2wo + 3 (4.60)

Essa ¢ a equacao de movimento na ordem Newtoniana de uma particula pontual de
massa m, devido ao campo gravitacional gerado por um conjunto de particulas de

massa my a uma distancia rp, = X, — Xp.
4.2.2 Sistema binario descrevendo uma orbita quase-circular

Considerando um sistema bindrio composto por dois objetos de massa m(p) e
me (), localizados respectivamente em r; e ry, e separados por uma distdncia r =

ro — r1, obtemos as equagoes de movimento:

d2r1 1 mor e ms"
—— = ——— |1+ (1 —2s1)(1 —2s9)(1 ) ———|
dt? oo T3 * s1)( 52)(1 +myr) 2wy + 3
P ) . (4.61)
1)) mqr e s
—— = ———— {1+ (1 —2s1)(1 —2s9)(1 )———| .
T [ (1= 251)(1 - 285)( +mr)2w0+3]
Definindo a coordenada do centro de massa do sistema como,
royy = MaTLE ety (4.62)

m1+m2

Se a origem do sistema de coordenada for o préprio centro de massa, entao, roy = 0,

que resulta em:
my+m
r=———"2r, (4.63)
ma

desta forma:

—msr

d*r 1 mr e
2 (1= 260)(1 = 285)(1 + m, .
dt2 0o 13 + ( s51)( s2)(1 4+ myr) 2wy + 3

(4.64)

Onde m = my + ms é a massa total do sistema. E util definir alguns parametros,

conforme apresentado por Alsing et al. (2012):

1442
G=_— 2tz (4.65)
<p03+2w0
1
= 4.66
g 4“‘20)0, ( )
! (4.67)
a= —— .
2(,004‘3’
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de modo que:

1
G(1-¢) = 20 (4.68)
Definimos ainda a funcao:
g(r) =G -9 (1-Aw), (4.69)
onde,
A(r) = a(l —2s1)(1 — 289) (1 + mgr)e™ ™. (4.70)

Tomando o médulo da Equacao (4.64) e reescrevendo, temos

d’r  m mg(r)

= ﬁ(;@ —&)(1-A) = . (4.71)

Consideramos um sistema binario descrevendo uma oOrbita circular de raio » com
velocidade v e frequéncia angular w. Entdo, # = a. = v?/r = w?r. Substituindo na

equagao de movimento (4.71), obtemos a terceira lei de Kepler modificada:

Wt = M) %G(l ~&)(1-am). (4.72)

r3

1/3
Usando a relagao (4.72), também podemos deduzir que v = wr = (g(r)mw) / )

Consideremos também que o movimento do sistema binario, em um dado referencial,

é descrito por r = (z,y, z), onde:
r =rcos(Qt)), y=rsin(Qt)), z=0, (4.73)

sendo que (t) é: t
O(t) = / Wt (4.74)

Seja um observador na direcio 7 = R/R, com orientacdo definida pe-
los angulos (t,¢p) no referencial do sistema binario, de modo que: 7 =

(sin ¢ cos ¢y, sin L sin ¢g, cos ¢). Podemos identificar o seguinte produto escalar:
fi-r =rsinccos (2(t) — @) . (4.75)
O angulo ¢ esta diretamente ligado com a fase inicial do sistema e pode ser absorvido

pela definicao de Q(t) escolhendo o tempo inicial ¢, adequado. Por conveniéncia,
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escolhemos ty de modo que ¢ — Q(to) + 7/2,

™

n -1 = rsin¢cos (Q(t) — 2> = rsin¢sin (Q(t)), (4.76)

como consequeéncia,

fl - T = rwsin ¢ cos (Q(t>)7 (4.77)

>

- = —rw?sin cos (Q(t))

Aqui, utilizamos que w = d2/dt. Essas relagoes serao uteis para determinar a solugao
do campo escalar dp na préxima se¢do. Observe também que estamos considerando

7 < rw, conforme estabelecido no regime quase-circular.
4.3 Solugao para os estados de polarizagao escalar

As duas polarizagoes escalares, ® e O, sdo determinadas a partir da solucao das
equagoes de campo (4.21) e (4.29). Essas equagoes, por sua vez, dependem direta-
mente da solugdo do campo escalar dy, obtida a partir da Equagao (4.16). A seguir

mostramos como obter a solugao para dep.
4.3.1 Evolucao dinadmica da perturbagao escalar

Primeiro, definimos uma fungdo de Green G(z) que satisfaz a equacao diferencial

associada ao operador ((J —m?), de modo que:
(O —m?)G(z) = —4mdW (z). (4.78)
A fungao de Green adequada é dada por (POISSON et al., 2011):

ms.Jq (msvt2 — RQ)
Nz R

onde J;(z) representa a fungao de Bessel de primeira espécie e ordem um, e H(x) é

5(t — R)
R

G(t,R) = — H(t—R) (4.79)

a funcao degrau de Heaviside, definida como H(x) = 0 para « < 0 e H(z) = 1 para
x > 0. Utilizando a funcao de Green, podemos expressar a solugao geral da Equagao

(4.16) da seguinte forma:
dp = 4/G(t —t' R —1)T,(t',v)d*dt. (4.80)
Utilizando a Equagao (4.79), podemos reescrever a solucao de dp em duas partes,

0 = 6B + 6pm, (4.81)
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onde:

dpg = 4/ d3 "dt 4.82
= |R—r’| man (482)

5oy = _4/ msT,(t', 1) J; (ms\/(t —t)2— R - r,|2)

H(t—t —|R —r|)d®’dt.
\/(t — )2 — |R —1|?

(4.83)
Podemos ainda definir z = mj \/(t — )2 — |[R — 1/|?, e reescrever dyp:
2
T (t - \/|R — 1|2 — mi) ,r’> Ji (2)
— 4 / & / dz. (4.84)
: JR-rp o+ (2

(=)

Vamos considerar que a fonte de ondas gravitacionais, onde 7}, # 0, estd confinada
em uma regiao de volume V', cujas dimensoes sao tipicamente muito menores do que
o comprimento de onda da radiagao emitida (BAMBI, 2018). Além disso, assumimos
que o observador esta localizado em uma regiao distante da fonte, na zona radiativa,
onde |R| > |r|. Aplicando a aproximagao de baixas velocidades, podemos utilizar
uma expansao multipolar para dgp e dp,, (ALSING et al., 2012; LIU et al., 2020),

obtendo assim:

4131 ak 3,./ N (A Nk
5g03:R;:%k!w/drﬂp(t—l%,r)(n-r), (4.85)
4210 4 — Ru,1') Ji(2)
OPm = "R Z < &l Ot /d A / dz uk+1 ' (4.86)
Definimos u = /1 + (mz R)2. Considerando o termo fonte T, de ordem zero, con-

forme dado pela Equagao (4.18), podemos calcular os termos da expansao multi-
polar para dp. Comegamos analisando o termo de monopolo (k = 0), dado por
Spo = 0ph0 + d¢r=0. Substituindo o primeiro termo da Equagdo (4.18) nas Equa-
goes (4.85) e (4.86) para k = 0, obtemos:

= — Z ma(1 —2s,), (4.87)

2 00
Spk=0 — _ﬁa > ma(1— 25(1)/0 dz h(2) : (4.88)

(1+ ()
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Observamos que o termo de monopolo do campo escalar gera uma contribuicao

estatica no tempo, nao influenciando a forma de onda associada ao campo escalar.

O termo de dipolo (k = 1) sera dado por dp; = dh ! + §pk=1. Considerando agora
k = 1 nas Equagoes (4.85) e substituindo a Equacao (4.18), obtemos:

k=1 _ 2a 0

bl =5 (Zma — 25,) n~ra)> (4.89)

t—R

Para um sistema binario, conforme descrito na Se¢ao 4.2.2, o termo em parénteses

¢ dado por:

5 (Z ma(1 — 28,) (7 - ra)> =my(1—2s1)(R-T1) +ma(l —2s9)(N - Tg). (4.90)

Considerando r; = —(mg/m)r, ro = (my/m)r e m = my + mg, obtemos:
mym ..
o (Z Ma(1 — 254) (7 - ra)> = :n 22(sy — s2) (R - F). (4.91)

Usando as relagoes definidas na Equagao (4.77), definindo a massa reduzida p =

mlmg/m e o parametro S = sy — $1, temos:

e (Z ma(1 —2s,) (7 - ra)> = —2uS rw sin ¢ cos (Q(t)) (4.92)

Desta forma, o termo de dipolo de dpp é dado por:

4
St = " S rew sin e cos (4.93)
R t—R

Tomando k£ = 1 na Equagao (4.86), obtemos o termo dipolar para d@,,:

sph=t = 20 Z Ma(l — 25,)(7t - Ta) (4.94)
" "R u2 82& ol o) (7 - Ta '
t—Ru
Utilizando a Equagao (4.92) resulta em:
_ dap [0 S rw sin¢cos ()

spit = =2 [T az 4.95
Pm R b z 1(Z) u2 . ( )
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Por fim, o termo dipolar do campo escalar dp; é dado por:

4
S = a'uS(gm) 3 sin ¢ ( 3 cos Q 3cosQ

) . (4.96)

t—Ru

onde foi utilizada a Equacao (4.72) para eliminar,de forma explicita, a distancia

orbital 7.

O termo de quadrupolo (k = 2) é dado por dps = 0k 2 + 60F=2. Para k = 2, a
Equacao (4.85) é dada por:

(4.97)

J = _ 0O > ma(1 —2s,)(n-r,)?
SOB _Ratz a a a

t—R

Utilizando o sistema binario definido na Secao 4.2.2, o termo entre parénteses pode

Ser expresso por:

o (Zma — 25,) n-ra)2> =2ul ((n-1)(n - ¥) + (n- 1)), (4.98)

onde p é a massa reduzida e foi definido o pardmetro I' = my(1 —2s1) +mq (1 —2s5).

Substituindo as relagoes dadas pela Equacao (4.77), obtemos:

prel (Z ma(1 —2s,)(n - ra)2> = 2ul’ r?w? sin? ¢ cos (29(25)) (4.99)

Desta forma, o termo de quadrupolo para dpp é:

e
R

T 202 sin? 1 cos 292

Sph=? (4.100)
t—R

Ja o termo de quadrupolo para d¢,,, fazendo k = 2 na Equagao (4.86), temos:

"R / u3 atz (Z Ma(1 = 2s,)(n - ra)2> : (4.101)

Substituindo a Equacao (4.99), obtemos:

(4.102)

2 o T 2,,2
590'“:2:—%/0 dz Ji(2) " gin? 1 cos 20

t—Ru
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O termo de quadrupolo do campo escalar d¢ é dado por, dps = dp%2 + k=2

t—Ru>

(4.103)

entao:

2
Sy = %F(gm)wg sin? ¢ <w2/3 cos 212

— /OO dz Jl(:)uﬂ/?’ cos 282
0

u

t—R

Os termos de dipolo e quadrupolo da solugao de d¢ dados pelas Equagoes (4.103) e
(4.96) dependem do resultado das integrais associadas a fungao de Bessel J;(z). Para
avaliar essas integrais vamos analisar o comportamento assintotico em que R — oo

(LIU et al., 2020; LIU et al., 2018), neste regime obtemos os seguintes resultados:

I :/ dzJ1<2Z>w1/3 cos €2
0 u

t—Ru

2 (4.104)
~wPeos Q) — w3 Jw? — m2cos L ,
t—R WQ - mg t—Rv1
o J
Iy :/ dz#oﬂ/?’ cos 2f)
0 u t—Ru
o oo ” (1 m2> 2R . (4.105)
~w*'? cos —w — —=cos | —————+ ,
t-R A V Aw? — mg t—Rvg
onde v,, é definido por:
nw
U= | (4.106)
\/nPw? —m2li_g

Substituindo os resultados das integrais (4.104) e (4.105) nas solugoes de dipolo e

quadrupolo para o campo escalar dp dado pelas Equagoes (4.96) e (4.103), obtemos:

4 2 R
k=t = —%S(gm)w Sin L CL)1/13\/@&)8 (\/% + Q) H(w —m,)
w w* — g t—Ruv1

(4.107)

2 2 2R
5S0k:2 = ﬂf@m)w?’ sin? ., w?/? <1 _ s ) COS (ms + 29) H(2w—m,)

R 42 4002 — m?2

t—Ruvs

(4.108)

Um sistema binario pode emitir ondas escalares apenas quando a frequéncia orbital

w for maior que a frequéncia de corte w,, definida a partir da massa do campo
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escalar m,. Caso contrario, os modos escalares sao rapidamente atenuados. Essa
condigao é controlada pela fungdo de Heaviside (LIU et al., 2020). Considerando
uma massa escalar de m, = 2.5 x 1072° eV, valor estimado como limite superior em
Alsing et al. (2012), obtemos um comprimento de onda de Compton associado Ay =
h/(msc) = 4.95 x 10 m e uma frequéncia de corte w, = 2mc/\, & 3.81 x 107° Hz,

que correspondem a um valor bem abaixo da banda dos interferometros atuais.

A fase da onda escalar satisfaz a relagao de dispersao:

2 2
9, (msp” + Q) o (mR + Q) —m?. (4.109)

w? —m? w? —m?

Se considerarmos uma frequéncia orbital constante ou que varie lentamente, entao

a fase assume uma forma bem conhecida:
m2R

2 _ 2
w? —m?

+ Q = wt — kR + constant, (4.110)

onde k = /w? —m?2 é o numero de onda (LIU et al., 2020).
4.3.2 Modo de polarizacao escalar-transversal ¢

Com a solugdo do campo escalar dp dado pelas Equagoes (4.107) e (4.108), pode-
mos obter os estados de polarizacao escalar na teoria de Brans-Dicke. Para o modo

escalar-transversal ® dado pela Equagao (4.21), temos:

15 4
v ((I) 4= “0> -y (4.111)
2 ¢ ®o

A solugao da equagao de Poisson pode ser obtida utilizando a fun¢ao de Green do
Laplaciano (BARAUSSE; COAUTHORS, 2024), dada por:

1
Gg(r) = —, (4.112)
T
que satisfaz
V2G(r) = —4m6® (r). (4.113)
O que leva a seguinte solugao geral:
L (4.114)
2 ©®o |R — I‘/|
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Usando a aproximacao da zona radiativa, em que |R| > 1/, entao:

1dp 1 P
+»f——f::———f/" £ )dr 4115
Y20~ 7oR p(t,r') ( )

Podemos identificar a integral como a massa total do sistema, m = [ p(t,r")d>r’.
Por fim, a solugao geral para o estado de polarizacao ¢ é dada por:
1p m

O— -4

—_ 4.116
2¢p0 ok ( )

O primeiro termo corresponde a solucao do campo escalar d¢ e contém toda a
informacao sobre a variagao temporal do modo escalar-transversal. O segundo termo
é estatico, representando o potencial newtoniano ~ m/R, e ndo contribui para a
emissao de radiagao na forma de ondas gravitacionais. A Equagao (4.116) pode ser
interpretada como ® = ®8Y 4 ®static Degcartando o termo estatico e utilizando a
solugdo para o campo escalar dp das Equagoes (4.107) e (4.108), obtemos que a

parte radiativa do modo escalar-transversal ® é dada por:
O =0, + Py (4.117)

onde @, ¢ a contribuicao dipolar escalar, dada por:
2G 2 ’R
(I>1:ﬁS(f]m)l/gsianl/gwl—%Cos L0 H(w —my)
R w? w2 — m2

e ®, é a contribuicao de quadrupolo escalar, dada por:

)

G 2 ’R
®y = —ﬂf(gm)wz)’ sin?; w?/? (1 L > cos (ms + 29) H(2w—my)
t—Ruvay

R 4?2 402 — m?2
(4.119)

onde, por meio da defini¢do de G, £ e «, dadas pelas Equagoes (4.65), (4.66) e (4.67),

respectivamente, podemos mostrar que G§ = a/py.
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4.3.3 Modo de polarizagao escalar-longitudinal ©

Agora solucdo para o invariante de calibre escalar ¥ segue de maneira analoga,

partindo da Equacao (4.29), obtemos:

160 1 [(p+3p—3S) 5, 1 ‘N o3
‘ll—i—f—:—/—dr%—/ 1 3p — 39)d% 4120
290 o R — 1| ol (o+3p ) ( )
definindo m = [(p + 3p — 359)d%, temos:
1dp m
V=s—-—4—. 4.121
200  poR ( )

Utilizando a Equagao (4.32), podemos verificar que:
m = /(p +3p— 35)d3 "= /pd37“’ — 2/V20d3r' =m. (4.122)

Na segunda integral podemos aplicar o teorema de Gauss, sendo 0V a superficie
fechada que contorna o volume V. Considerando que a fonte estd completamente
confinada no interior da superficie, o tensor energia-momento deve ser nulo na su-

perficie T}, = 0, entao temos:

/Vv2ad3 'Z/VV-(Va)d?’ ':/av(vg)dszo. (4.123)

O resultado m = m leva a conclusao de que os dois invariantes de calibre escalares
sdo iguais, ou seja, ¥ = ®. Assim, o escalar ¥ também pode ser decomposto em
uma parte que contém toda a informacao sobre sua variagao temporal, associada
ao campo escalar dp, e em um termo estatico correspondente ao potencial New-
toniano m/R. Da mesma forma que no caso de ®, ao estudar a emissao de ondas

gravitacionais, desprezamos o termo estatico de W.

Com a solugao dos escalares ® e ¥ em maos, podemos determinar a solu¢ao para o
estado de polarizagao escalar-longitudinal © dado pela definigao da Equagao (2.50).
Como encontramos que ¥ = @, isso significa que eles possuem a mesma relagdo de
dispersao:

Ne =Ny = wl:w' (4.124)
O nimero de onda k e, como consequéncia, a relacdo de dispersao serao diferentes

para as contribui¢oes de dipolo e quadrupolo. Para a contribuicdo dipolar, k =
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\/Waw — m3 e a relagao de dispersao é:
w2, — m? 2
W@Iﬁwz\/gzdl—<ms>. (4.125)

Wew Wew

Aplicando na defini¢do da Equacao (2.50) e usando o fato de que ¥ = @, temos:

0, = — (m)2 o). (4.126)

w

Para a contribuigdo de quadrupolo o nimero de onda é k = /4w? — m?2 entdo a

relacao de dispersao é dada por:
\/Aw? — m? Mo 2
—pg = 4+—— " 1= (2] . 4.127
e = T 2w ( 2w ) ( )

Entao o termo de quadrupolo para o modo escalar-longitudinal © é:

2
Oy = — (g;) . (4.128)

Deste modo, o estado de polarizacao escalar-longitudinal é dado por:

m; m;
O=0+6,= 2 — P, (4.129)

onde ¢, e P, sao as contribuigoes de dipolo e quadrupolo do estado de polarizacao

escalar-transversal, dadas pelas Equagoes (4.107) e (4.108), respectivamente.
4.4 Solucgao para os estados de polarizagao tensorial

Os modos tensoriais representados por h;.ro sao obtidos através da solucao da Equa-
¢ao (4.36), que podemos escrever através da transformacao inversa da decomposicao

por helicidade do tensor momento-energia dada por, agT = Njj w7k, entdo temos:

167 gy _l6r

Oh.t = = —— Ny T 4.130
17 ©o 1) ©o Jikl4 Kl ( )
A funcao de Green para o operador [ é:
ot—R
G(t,R) = - R) 7 ), (4.131)
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onde,
0G(x) = —4m0W (z). (4.132)

Desta forma, a solugao para hg;T é dada por:

Tu(t',r)o(t—t,|R —1'|)

d3r'dt. 4.1
R 1| r (4.133)

4
hi = %Az‘j,kl

Como mencionado durante a expansao multipolar do campo escalar d¢, vamos con-
siderar que a fonte esta contida em uma regiao de volume V', com dimensoes muito
menores que o comprimento de onda gravitacional emitido, e que |R| > r. Dessa

forma, podemos reescrever a Equagao (4.133) da seguinte maneira:

4

hil = —
! ok

Aij / Tt — R,x')d. (4.134)
Na equacao de conservacao de energia para a teoria de Brans-Dicke, dada pela
Equacao (4.7), podemos utilizar a seguinte aproximac¢do na teoria linearizada:
VT, — O*T),, e O, — 0,(6p). Assim, obtemos:

oT

0T = 5-00¢) = 0. (4.135)

Agora, ao considerar v — 1 = 1,2, 3 na Equagao (4.135), multiplicar por 27 e integrar

sobre o volume da fonte V', obtemos:
ki g 33 0i . j 3 T ; i 13
/ T o d’x = —80/ TV 2/ &’z + / —0'(dp)r’ d°x. (4.136)
v 1% dp

Na primeira integral do termo a esquerda da equagao, podemos inicialmente aplicar

integracao por partes,

o o Oxd
/3kT]“ @’ d3x:/ 8k(Tk’xj)d3x—/ Tklaid?’x,
v v v OxF
- / T4 4, — / T 6] 4z, (4.137)
av v

1o
|4

Utilizamos o teorema de Gauss e o fato de que o tensor energia-momento se anula na

superficie que limita o volume V. Deste modo, substituindo o resultado da Equacgao
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(4.137) na Equagao (4.136) obtemos:

/ TV d*r = 60/ T 27 dPz — / a—T@i(&p)mj d*z. (4.138)
1% 1% Op

Usando o fato de que o tensor energia-momento 7% é simétrico, fazendo i <+ j e

somando os dois resultados obtemos:

, o o oT ;. , : .
33 0z .5 07 .2\ 43, % J J 7 3
2/VT dx-@o/V(T 2T o) P /890 (0/(5p)a? + 0 (Sp)a’) dPx. (4.139)

Retornando a Equagao (4.135), mas agora fazendo v = 0, multiplicando por z'z’? e

integrando sobre o volume V', temos:
/ T2 d¥x = —0y / Tz dPx — / —80 (dp)x's! dPx. (4.140)
Da integral do lado esquerdo, temos:

- - oz’ . Oz
kO i 73 _ kO i g 73 kO 3
/\/ng xxjdx_/vak(T Iwg)dx_/vT <3xk ]+$8xk> e

= TH2 27 dSy, —/ (Tkoé,ixj + Tkoxiﬂ) d*x (4.141)
v

)%

= —/ (T 27 +TY 2") d°x.
.
Substituindo a integral acima na Equagao (4.140) e aplicando dy, obtemos:

80/ (T 27 + TV 2") P’z = 82/ Tz 2! d*x + 80/ —80 (Sp)a'a? d®x.  (4.142)

Por fim, comparando as Equagoes (4.139) e (4.142), identificamos que:

o T , . ) ) )
2/ T Py = 82/ T d3x+80/ —80 590)xza73d3:v—/ ggp ((’91(5<p)x3 + 8](590)961) dx.
(4.143)

Definimos Q“, denominado tensor momento de quadrupolo da fonte, dado por:

Q¥ (¢) / TO(t, x) wiad dPa, (4.144)
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e 0Q% representando “termos de correcao” do tensor momento de quadrupolo:

5@” = 80/ —80 (dp)x'a! d®x — / e 8’ (8p)a? + & (5p)x ) . (4.145)

Desta forma: X
TV d’x = - g J 4.146
| = (WQ +6Q ) (4.146)

Substituindo este resultado na Equagao (4.134) , obtemos:

2 .
hij = m/\ij,kl (Qz‘j + 5Q2’}) (4.147)

t—R

Adiantamos que o termo 6prj contém apenas corregbes de ordem (dp/pg) < 1,
como serd mostrado mais adiante, a partir da definicdo da perturbagao do campo

escalar dp. Da Equagao (4.17), obtemos:

O _ M sy
a(p a (24

I —Ta). (4.148)

Entao a Equacao (4.145) é

5Q = Zmasa [ao (ao (‘;0) x x]> (af (iﬁ) vl 4§ @Z) xﬂ (4.149)

Desta forma, 5@3 ¢é importante para correcoes pos-Newtonianas. Na nossa aproxi-
magao 5@:'2 ~ 0. Entao vamos considerar que a solugao para o modo tensorial hg;T
¢ dada por:
2 ;
"
hiy = Sor Mo Qu (t = R). (4.150)

Usando a defini¢ao do tensor energia-momento (3.16) considerando um sistema nao-

relativistico com v, ~ 0, obtemos que a componente T &,
T(t Z ma(p)0 (r — r,(1)). (4.151)

Desta forma, usando z* — 7%, obtemos que o tensor momento de quadrupolo é dado

por:

Q" () Zma )yrird, (4.152)

Observe que mg () é dado pela Equacao (4.11). Podemos desprezar os termos do
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tipo dp /o para obter o tensor momento de quadrupolo em sua ordem mais baixa.
Considerando um sistema binario, conforme descrito na Secao 4.2.2, encontramos
que:

QY(t) = ur'(t)r (1), (4.153)

onde p é a massa reduzida do sistema. Utilizando r(t) = (z, ¥, 2), dado pela Equagao
(4.73), temos que:

1
Qu = §,u7“2(1 — cos 29)),

1
Qa2 = 5/17"2(1 + cos 292), (4.154)
1
Q12 = —i/ﬂ’2 sin 2€).

Observe que todas as demais componentes sao nulas e que ()12 = (J2;. Derivando
duas vezes no tempo,
Q11 = 2ur?w? cos 29,
D20 = —2pur’w? cos 29, (4.155)
Qm = 2ur2w2 sin 2€).
Observe que novamente estamos considerando 7 < rw, conforme estabelecido no

regime quase-circular.

Por fim, substituindo na Equacdo (A.12), obtemos as amplitudes plus e cross da
onda gravitacional gerada pelo sistema binario em uma dire¢ao arbitraria n = R/ R,

definida pelos angulos ¢ e ¢y. O resultado obtido é:

Y

4 ) <1 + cos? L
R (4.156)

hy = %—RMWQT 5 ) cos (29 + 2¢y)

4
hy = ——pw’r? cos §sin(202 + 2
x sD()R,ucu % cos 0sin(292 + 2¢y)

t—R

Como mencionado na Se¢ao 4.2.2, o angulo ¢ esta relacionado com a fase inicial do
sistema, e pode ser escolhido de modo que ¢y — §2(ty) + 7/2. Na Equagao (4.156)
ainda podemos eliminar a distdncia orbital r utilizando a Equagao (4.72), assim

podemos obter:

2
helt) = — (1= )Y (G - M) L oo
A =R (4.157)
hoc(t) = =5 (1 = A2 (G(1 — €)M, w?? cos 1 sin(29)
t—R
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Onde usamos a definigao de § = G(1—¢)(1 —A) dada pela Equagao (4.69), também
usando que G(1 — &) = 1/ e foi introduzida a chirp mass, M., definida por:

(m1m2)3/5

M, = 3/5,,2/5 _ .
wrm (m1+m2)1/5

(4.158)

A Equagao (4.157) mostra que as solugoes para os modos de polarizagao tensorial na
teoria de Brans-Dicke sao muito semelhantes as da Relatividade Geral. As principais
diferengas estdo no aparecimento do termo (1 — A) e do termo G — G(1 —¢). No
limite em que w — oo, obtemos A — 0 e & — 0, recuperando assim os resultados

dos modos de polarizacao tensorial da Relatividade Geral.
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5 FORMA DE ONDA GRAVITACIONAL EMITIDA POR UM SIS-
TEMA BINARIO

Em resumo, do capitulo anterior vimos que, na teoria de Brans-Dicke, um sistema bi-
nario composto por corpos de massas m; e my emite ondas gravitacionais em quatro
estados de polarizagao: o modo escalar-transversal ®, o modo escalar-longitudinal

O e os dois modos tensoriais usuais hy e hy.

Podemos reescrever a solugao dos modos tensoriais dada pela Equacao (4.157), como:

Ay Ay
hy = ——cos(2Q)| hy = ——sin(2Q)| . (5.1)
R t-R - R t—R

Onde A, e A, sao dadas por:

2
Ay =401 APP GO - M AP I (5.2)
Ay = 4(1 = AP G(1 — €)M w3 cos . (5.3)

O modo escalar-transversal, dado pelas Equagoes (4.118) e (4.119), pode ser reescrito

da seguinte forma, primeiro para a contribuicao de dipolo:

Adip m2R
Dyip = —2— cos = + Q| H(w —my) : (5.4)
’ R ( \/ w2 - mg ) t—R’Ul
e para a contribuicao de quadrupolo:
A%uad m2R
D uad = — cos S +2Q | H(2w — my) , (5.5)
4 R \/Aw? —m? t— Ruy

onde AY®/R e AX*/R representam as amplitudes de dipolo e quadrupolo, respec-

tivamente. Partindo das Equagoes (4.118) e (4.119) podemos escrever que:

w?

dip 2/3 5/3 13 m; vz
AP = 208D(1 = A)PIG1 - M| w1 sin (5.6)

onde D = [(1 —A)G(1-¢ )m} T um parametro definido para descrever a ampli-

tude do termo de dipolo, tornando-o muito similar ao termo de quadrupolo:

quad __ 2/3 5/3 93 miy\
AP = ol (1 - ARG - M) w L= o5 ) sin’ (5.7)
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Ja 0 modo escalar-longitudinal © é dado pela seguinte relacdo com o modo escalar-
transversal:
mS

2 2
Ouaip = — (> Daip, Oquad = — (2w> Dquad- (5.8)

O sinal dos quatro modos de polarizacao (®,0,h,hy) decai com 1/R e depende
da inclinacao da orbita do sistema em relagdo ao observador, através do angulo .
A dependéncia de ¢ aparece de forma distinta em cada polarizacido: para os mo-
dos tensoriais, temos hy ~ (1 + cos?t) e hy ~ cost; para os modos escalares, o
termo de dipolo satisfaz ®gi,, O4p ~ sin¢, enquanto o termo de quadrupolo segue
D quad; Oquad ~ sin? ¢. Dessa forma, sistemas bindrios nao apresentam modos de po-
larizacao escalar na direcao ¢ = 0, enquanto os modos tensoriais contribuem em

qualquer diregdo, atingindo apenas um valor minimo em ¢ = /2.

Além disso, dependem das massas das componentes do sistema bindrio, (mq,ms),
e de suas combinagoes, como a massa total m = mq; + mo e a chirp mass M..
Especificamente, as contribuigoes de quadrupolo (tanto tensorial quanto escalar)
seguem a dependéncia M 05/ 3 enquanto a contribuicao de dipolo nos modos escalares
aparece na forma M?>/3/m!/3. Também h4 uma dependéncia com as massas no fator

I' no caso de sistemas binarios que contém estrelas de néutrons.

A dependéncia das componentes com as sensibilidades s; e s, surge nos parametros

S e I' e na fungdo A = A(r), definidos como:

8 = S9 — 851,
(1 — 231)m2 + (]_ — 282)7’”1
m ’ (5.9)
(1 +mgr)e ™",
a(l —2s1)(1 — 2sy).

r
A
4]

Aqui, definimos o pardmetro § para separar os termos que dependem das sensibili-

dades do termo que é uma funcao da distancia orbital r.

A frequéncia angular w do sistema binario aparece tanto na amplitude dos modos de
polarizacao escalares e tensoriais quanto na fase da onda, por meio de Q(t), definida

CO1mo:

o) = [ "oyt (5.10)

to
Dessa forma, a determinacao da evolucao temporal da frequéncia angular é essencial

para obter as formas de onda associadas aos quatro estados de polarizagao. A funcao
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w(t) serd determinada na Se¢ao 5.3. Além disso, sendo f a frequéncia orbital do
sistema bindrio, podemos definir a relagao f = w/2m ou, equivalentemente, w = 27 f.
Manteremos a frequéncia angular w para o desenvolvimento das equagoes, contudo,

para a analise de tabelas e graficos, utilizaremos a frequéncia f.

Considerando um sistema bindrio em uma 6rbita circular de frequéncia w constante,
obtemos €(t) = wt 4 €. Verificamos que o modo tensorial, dado por um termo de
quadrupolo, apresenta uma frequéncia angular wé?vuad) igual ao dobro da frequéncia

angular do sistema binario, wé‘évuad) = 2w. Em termos da frequéncia fg(;lv“ad), temos

(quad)
(quad) _ “gw ~ _ W 5.11
fgw o T (5.11)

J& os modos escalares apresentam um termo de dipolo com frequéncia angular wg(;‘vivip)

igual a frequéncia angular do sistema, ou seja, wécvlvip) = w. Em termos de frequéncia,

temos (dip)
: Waw? w
Ja == (5.12)

além de um termo de quadrupolo com frequéncia igual a frequéncia do modo tenso-

rial.

Os parametros associados a teoria de Brans-Dicke sdo a massa do campo escalar my e
a fungao de acoplamento w(y), que, neste caso, consideramos constante, w(y) = wy,
assumindo apenas o primeiro termo da expansao em torno da perturbagdao do campo
escalar dg, conforme dado pela Equagao (4.10). Usualmente, o termo constante

também recebe o indice BD, wy — wpp.

A massa do campo escalar estd relacionada com o comprimento de onda Compton,
dado por A\; = h/(msc), onde h é a constante de Planck e ¢ é a velocidade da luz.

Além disso, essa grandeza define uma frequéncia de corte associada:

msC

h

f.= (5.13)

Como ja mencionado, um sistema binario s6 pode emitir radiagao escalar em frequén-
cias superiores a frequéncia de corte. Dessa forma, a contribuicao de dipolo da ra-
diacao escalar ocorre apenas para sistemas binarios cuja frequéncia orbital satis-
faca f > f. ou, em termos da frequéncia do termo dipolar da onda gravitacional,
fg(fvip) > f.. Enquanto isso, a contribuicao de quadrupolo se manifesta para 2f > f.,

ou, equivalentemente, em termos da frequéncia das contribui¢des de quadrupolo da
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onda gravitacional, f{a»d) > f

Em Alsing et al. (2012), foram analisados o atraso de Shapiro, o efeito Nordtvedt e o
decaimento orbital devido a emissao de radiacao gravitacional em sistemas binérios
compactos com orbitas quase circulares. Ao comparar com dados observacionais,
esse trabalho determinou limites no espago de parametros bidimensional da teoria
de Brans-Dicke, (ms,wpp). Os principais resultados obtidos foram: para o atraso
de Shapiro no Sistema Solar (missao Cassini), wgp > 40.000 para massas escalares
ms < 2,5x 1072 eV; para o efeito Nordtvedt, wgp > 1000 quando m, < 2,5 x 1072
eV; e para o decaimento do periodo orbital da binaria PSR J10124-5307, wgp > 1250
para mg, < 10720 eV.

Dessa forma, adotaremos os valores limites m, = 2,5 x 1072° eV e wy = 40000.
Nessa faixa, os parametros associados a teoria de Brans-Dicke, que aparecem nas
equagoes dos estados de polarizagdo, sao apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2. As
duas tabelas apresentam os valores dos limites impostos ao espaco de parametros
(ms,wpp), obtidos por Alsing et al. (2012). A partir desses valores, calculamos os

respectivos parametros associados.

Tabela 5.1 - Massa do campo escalar m. Tabela 5.2 - Parametro de acoplamento wy.
ms (eV) As(m) fe(Hz) wo o ¢

2.5 x 10_20 4.96 x 1013 6.05 x 10_6 1000 4.99 x 10—4 4.99 x 10—4

10X 10720 1.24 x 10" 242 x 107° 1950 4.00 x 104 3.99 x 10—4

2.5 x 10_20 4.96 x 1013 6.05 x 10_6 40000 1.25 x 10—5 1.25 x 10—5

Fonte: Alsing et al. (2012).

Uma maneira de classificar os sistemas bindrios é de acordo com o valor do para-
metro S, conforme é apresentado na Figura 5.1. Assim, identificamos dois grupos:
O primeiro grupo consiste em sistemas formados por objetos do mesmo tipo, como
bindrias de estrelas de néutrons (NSNS) e bindrias de buracos negros (BHBH). O
segundo grupo corresponde as bindrias mistas, compostas por objetos de naturezas
diferentes, como sistemas formados por um buraco negro e uma estrela de néutrons
(BHNS). A principal diferenga entre esses dois grupos estd no pardmetro S, respon-

savel pela contribuicao dipolar da radiacao escalar, que apenas para binarias mistas
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nao é nula.

Figura 5.1 - Diagrama - Sistemas binarios na teoria de Brans-Dicke.

Grupo 1: §=0 Grupo 2: S #0
/ \
BHBH NSNS BHNS
'=0ed=0 ['#A0ed#0 '#0ed=0
Sem radiacao escalar Apenas radiacao escalar Radiacao escalar
de quadrupolo e dipolo de quadrupolo de quadrupolo e dipolo

O diagrama descreve as caracteristicas gerais referentes a emissao de ondas gravitacionais
por sistemas binarios de objetos compactos na teoria de Brans-Dicke.

Fonte: Autor.

No caso de um sistema bindrio composto por dois buracos negros, temos s; = sy =
1/2. A partir das Equagoes (5.9), observamos que os parametros associados as contri-
buigoes de dipolo e quadrupolo dos modos escalares se anulam, ou seja, S =1 = 0.
Dessa forma, nao ha emissao de radiagao escalar na forma de onda gravitacional para
bindrias de buracos negros, considerando as contribui¢oes de dipolo e quadrupolo
no regime de érbitas quase circulares. Além disso, a Equacao (5.9) também mostra
que 0 = 0, o que implica que os modos tensoriais apresentam resultados analogos
aos da Relatividade Geral, com a substituicdo M, — M (1 — &) (WILL, 1994).

Este resultado ja era esperado, uma vez que a teoria de Brans-Dicke prevé buracos
negros com geometria idéntica a geometria de Schwarzschild, com o campo escalar
© = o constante em todo o exterior do horizonte, sendo responsavel apenas por

definir o valor da constante gravitacional (WILL, 2018).

Deste modo, nao podemos distinguir a dinamica de um sistema binario de bura-

cos negros daquela prevista pela Relatividade Geral. Essa é uma consequéncia do
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teorema de no-hair da Relatividade Geral, que também se aplica a teoria de Brans-
Dicke, segundo o qual um buraco negro estacionério e neutro é caracterizado unica-
mente por sua massa e momento angular. Em Will e Zaglauer (1989), essa proprie-
dade de no-hair é estendida para um par de buracos negros em 6rbita, assumindo
que a separacao orbital seja suficientemente grande para que as deformacgoes de maré

possam ser ignoradas.

Portanto, para o estudo dos estados de polarizacao escalar na teoria de Brans-
Dicke, é necessario que, pelo menos, uma das componentes do sistema binario seja
uma estrela de néutrons. Nesse contexto, o evento GW170817 é particularmente
relevante para a investigacao de ondas gravitacionais escalares, pois corresponde a

um sistema binario confirmado de estrelas de néutrons.

Em uma binaria de estrelas de néutrons, onde s; = so = 0.2, nao ha contribuicao
dipolar dos modos escalares, pois & = 0. Dessa forma, apenas as contribuicoes de
quadrupolo estao presentes tanto nos modos escalares quanto nos tensoriais. Por
outro lado, em um sistema binario misto, composto por uma estrela de néutrons e
um buraco negro, ha contribui¢oes tanto dipolares quanto quadrupolares nos modos
escalares, o que pode levar a uma evolu¢ao mais complexa da frequéncia orbital.
Além disso, observa-se que § = 0, resultando em modos tensoriais andlogos aos da
Relatividade Geral, com a relacao M. — M.(1 —¢&).

Na Tabela 5.3, apresentamos alguns dos parametros associados a emissao de ondas
gravitacionais para sistemas binarios dos tipos NSNS, BHBH e NSBH, considerando
valores tipicos de massa para estrelas de néutrons e buracos negros de massas este-

lares.
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Tabela 5.3 - Parametros tipicos para alguns sistemas bindrios.

Parametro NSNS BHBH NSBH

my (M) 1.40 5.00 1.40
ma (M) 1.40 5.00 5.00
s1 0.20 0.50 0.20

$9 0.20 0.50 0.50
m(Mpg) 2.80 10.00 6.40
(M) 0.70 2.50 1.09
M.(Mg) 1.22 4.35 2.22
S 0.00 0.00 0.30

r 0.60 0.00 0.47

) 4.50 x 1076 0.00 0.00

Fonte: Autor.

Na Tabela 5.4, calculamos os valores das amplitudes dos quatro modos de po-
larizacdo para um sistema tipico NSNS, cujos parametros sao dados pela Ta-
bela 5.3, considerando um sistema binario com frequéncias orbitais tipicas de
f = 6.05 x 1075,0.1 x 1073,10,100 Hz. Lembramos que as frequéncias da onda

gravitacional sao fg“p(’lo — f para o termo de dipolo e fg“ad

W W

= 2f para o termo de
quadrupolo. Além disso, assumimos uma inclinagao orbital de ¢« = 7/4 para evitar
anular as amplitudes dos modos escalares e consideramos uma distancia da fonte de
R = 40 Mpc =~ 1.23 x 10** m. Nas Tabelas 5.5 e 5.6 fazemos o mesmo procedimento

para sistemas BHBH e binarias BHNS, respectivamente.
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Tabela 5.4 - Amplitude dos estados de polarizacao - sistema binario NSNS.

Frequéncia (Hz) f =6.05x10"% f=1.00x107* f=10.0 f =100.0
Ay 1.64 x 10727 1.06 x 10726 229 x 10723 1.06 x 10722
Ay 1.54 x 10727 1.00 x 10726 2,16 x 1072 1.00 x 10722
Aduad 2.03 x 10733 1.33x 10732 286 x 107% 1.33 x 10728
dipol
AgPo® 0 0 0 0
A /Ay 0.943 0.943 0.943 0.943
A(iipolo / A%uad 0 0 0 0
Adwad 4 1.24 x 107° 1.25 x 107° 1.25x 107¢  1.25 x 1076
AGP/A, 0 0 0 0
AL A, 1.24 x 107¢ 1.25 x 1076 1.25 x107%  1.25 x 107°
Odip/ Paip - - - -
Oquad/Pquad 0.25 9.16 x 10~* 9.16 x 10~ 9.16 x 10716

Para os valores apresentados nesta tabela consideramos ¢ = 7/4 e R = 40 Mpc.

Fonte: Autor.

Tabela 5.5 - Amplitude dos estados de polarizacao - sistema binario BHBH.

Frequéncia (Hz) f =6.05x10"% f=1.00x10"* f=10.0 f =100.0

Al 1.37 x 10726 8.86 x 10726 1.91 x 10722 8.86 x 10722

Ay 1.29 x 10726 8.35x 10726 1.80 x 10722 8.35 x 10722
Agad 0 0 0 0
Agpere 0 0 0 0

Ay AL 0.943 0.943 0.943 0.943

A(iipolo / A%uad _ _ _ _
Admad g 0 0 0 0
Agipolo 4, 0 0 0 0
Odip/ Paip - - - -
Oquad/ Pquad - - - -

Para os valores apresentados nesta tabela consideramos ¢ = 7/4 e R = 40 Mpc.

Fonte: Autor.
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Tabela 5.6 - Amplitude dos estados de polarizacao - sistema binario BHNS.

Frequéncia (Hz) f=6.05x107% f=100x10"*  f=10.0  f=100.0
Al 4.44 x 10727 2.88x 10726 6.20x 10723 2.88 x 10722
Ay 4.18 x 10727 2.71x 10720 584 x 1072 2.71 x 10722
Aduad 4.30 x 1073 281 x 1073 6.05 x 10729 2.81 x 107
Agpole 7.29 x 10~% 1.88x 107  8.73x10°% 1.88x10~%
Ay /AL 0.943 0.943 0.943 0.943
Adipolo / gquad 1.69 x 10° 669 14.4 6.69
Adwad 4 9.70 x 1077 9.77 x 1077 9.77x 1077 9.77 x 1077
Adivolo 4 1.64 x 1073 6.54x107% 141 x107° 6.54 x 107°
Adad g 9.70 x 10~7 9.77 x 1077 9.77 x 1077 9.77 x 1077
Oudip/Paip 1.00 3.66 x 1072 3.66 x 1071%  3.66 x 10717
Oquad/Pquad 0.25 9.16 x 107*  9.16 x 10714 9.16 x 10716

Para os valores apresentados nesta tabela consideramos ¢ = 7/4 e R = 40 Mpc.

Fonte: Autor.

Analisando a Equagao (4.72), podemos avaliar a variagao da frequéncia orbital w em
funcao da distancia orbital r do sistema. Devido a dependéncia de A com r, através
do termo (1+mgr)e~™" a obtengao da evolugao temporal da frequéncia, devido ao
decaimento da orbita, pode se tornar complexa. Para simplificar a anélise, podemos
considerar o regime em que m,r < 1. Para justificar essa aproximacao, verificaremos
a evolugao da frequéncia em funcao da distancia orbital e identificaremos em que
valores de r o sistema entra na banda de deteccdo dos interferometros terrestres

atuais, que operam na faixa de 10 Hz a 1000 Hz.

Considerando os trés sistemas descritos na Tabela 5.3 e os pardmetros da Tabela 5.2,
com wpp = 40.000, obtemos! os resultados apresentados na Figura 5.2. Observamos
que, nos casos analisados, os sistemas binarios entram na banda de detec¢ao dos
interferometros terrestres quando a separacao orbital esta entre 600 km e 1200 km, o
que significa que podemos considerar 7 ~ 10° m ou r ~ 10® m. Como o comprimento

de onda de Compton associado & massa do campo escalar m, = 2.5 x 10720V ¢

1Utilizamos a Equacdo (4.72) e as relagdes entre a frequéncia de onda gravitacional com a
frequencial angular do sistema orbital apresentadas nas Equagoes (5.11) e (5.12).
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aproximadamente \; = 4.97 x 10 m, podemos estimar a razao m,r como:

mer ~ Al ~ 107", (5.14)

S

Dessa forma, no regime de érbitas quase circulares, avaliando a emissao de ondas
gravitacionais na faixa de detecc¢ao dos interferdmetros terrestres, podemos conside-

rar a aproximagao mgr < 1 como valida.

Figura 5.2 - Evolugao da frequéncia gravitacional com a distancia orbital.

Frequéncia da Onda Gravitacional fgy,

10° 7 —— NSNS fgu(quadrupolo)
—— BHBH fg{quadrupolo)
—— NSBH fgw(quadrupolo)
——- NSBH fg(dipolo)

% Banda dos detectores terrestres

102 7

Frequéncia fgw (Hz)

101

T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200
Separacdo orbital r (km)

O grafico ilustra a evolucao da frequéncia da onda gravitacional fg em funcao da se-
paragao orbital dos sistemas binarios apresentados na Tabela 5.3. Também utilizamos os
resultados para ms = 2.5 x 10720 eV e wgp = 40000, conforme apresentados na Tabela
5.2. A escala do grafico estd definida para frequéncias proximas da banda dos detectores
terrestres entre 10 Hz < f < 1000 Hz

Fonte: Autor.

Outro regime de interesse ¢ determinar a distancia orbital minima na qual um sis-
tema bindrio comeca a emitir radiacao escalar. Como mencionado anteriormente, a

frequéncia da onda gravitacional deve ser maior que a frequéncia de corte associada
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a massa do campo escalar mg,. Na Figura 5.3, observamos que, para os sistemas
considerados na Tabela 5.3, a emissao de radiacao escalar ocorre apenas quando a

distancia orbital é da ordem de r ~ 10 m ou menor.

Figura 5.3 - Frequéncia de corte para radiagio escalar.

le—6 Frequéncia da Onda Gravitacional fy,

—— NSNS fyw(quadrupolo)

—— BHBH fg(quadrupolo)

—— NSBH fgw(quadrupolo)

—-=- NSBH fg(dipolo)

frequéncia de corte: ,=6.05e-06 Hz

Frequéncia fgy (Hz)

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Separacao orbital r (km) 1le7

O gréfico é semelhante ao apresentado na Figura 5.2, porém em uma escala préxima a
frequéncia de corte f. = 6.05 x 107 Hz. Observe que, para os modos de polarizacio
escalares, a emissao de radiacdo gravitacional ocorrerd apenas para frequéncias superiores
a frequéncia de corte.

Fonte: Autor.

No caso limite em que a frequéncia gravitacional se aproxima da frequéncia de corte,
faw ~ 107%, temos msr ~ 1072, A frequéncia de corte, embora esteja bem abaixo
da faixa de deteccao dos interferometros terrestres, encontra-se proxima da regiao
observavel pela técnica de pulsar timing, no caso de campos escalares mais leves,

com mg ~ 1.27 x 1072 eV, resultando em f, ~ 1079 Hz.
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5.1 Energia orbital de um sistema binario

A energia total do sistema E é dada basicamente pela soma da energia cinética com
a energia potencial do sistema, £ = E. 4+ E,. A energia cinética para um sistema

binério é dada por:

E. = ;mﬂ"f + ;mﬂ"g = ;m? (5.15)

Considerando uma érbita circular, temos que 7 = rw e utilizando a relagdo (4.72),
obtemos:

B, = gu(gme)* = Lp(G1 — Omu)(1 - AP (5.16)

A energia potencial pode ser obtida utilizando a Equagdo (4.59) para calcular o
potencial atuando em uma particula de massa my, gerado por uma tunica particula

de massa mo a uma distancia r:

vz—m2<1+

51— 231 - 232)6—"%7“) . (5.17)

A energia potencial ¢ dada por E, = m;V, desta forma, utilizando as defini¢oes de
a, G e &, (4.65),(4.66) e (4.67), obtemos:

myms

B, =—— G- O(1+a(l = 251)(1 = 2s)e™"). (5.18)

Utilizando a Equagao (4.72) para eliminar r e definindo a funcao A’(r), dada por:
A'(r) = a(l — 2s1)(1 — 2sp)e™ ™" = de ™", (5.19)

também encontramos a relagao:

A(r) = (1 +mgr)A'(r), (5.20)
por fim, obtemos:
B, = - (11 ji) UG — muf(1 — A)3 (5.21)

Desta forma, a energia total de um sistema binario é dada por:

E= B - (11:2)1 G- o)1 - 8)] " ap, (5.22)

onde foi utilizada a Equacio (4.158) para identificar M>3 = pm?3. Observamos
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que, com o resultado da (5.22), ndo serd possivel eliminar a distancia orbital r
quando for calculado o decaimento da energia orbital E devido a emissdo de ondas
gravitacionais, uma vez que as fungoes A e A’ contém termos do tipo A(r) ~

(1 +mgr)e ™" e A'(r) ~ e ™",

Considerando um regime em que o termo mgr < 1, condicao compativel com a
faixa de frequéncia dos detectores terrestres, podemos adotar as aproximagoes (1 —

mgr)e """ &~ e”™" & 1. Desta forma, obtemos que:
ArnA~§=a(l—2s)(1—2s). (5.23)

Assim, dentro dessa aproximacao, a energia total pode ser expressa como:

E= —; G- o)1 - o) mrus, (5.24)

A partir da Equacao (5.24), observamos que, a medida que a energia total diminui
devido a emissao de ondas gravitacionais, tornando-se cada vez mais negativa, a
frequéncia orbital w deve aumentar progressivamente. Pela Equacao (4.72), verifica-
se que um aumento na frequéncia orbital w corresponde a uma reducgao da distancia
orbital r, o que intensifica ainda mais a perda de energia do sistema. Esse processo

é instavel e, consequentemente, leva ao colapso do sistema.

Dessa forma, a érbita do sistema binario sofre um desvio significativo em relagao
a uma Orbita perfeitamente circular. Para caracterizar um regime quase-circular,
tomamos a derivada da Equagao (4.72), considerando o limite em que myr < 1.
Assim, obtemos: ' '

F=—-r—=—=(wr)—. (5.25)

Observamos que, se & < w?, entdo |7*| ¢ muito menor que a velocidade tangencial wr .
Isso indica que o raio da orbita varia lentamente ao longo do tempo, caracterizando

um regime quase-circular?.

20 regime de 6rbita quase-circular ja foi previamente considerado na solucio dos modos de
polarizacao escalar e tensorial.
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5.2 Energia emitida por onda gravitacional

O tensor energia-momento associado a emissao de ondas gravitacionais na teoria de
Brans-Dicke é dado por (SAFFER et al., 2018):

w 00 o 1ij A TT | PO 9u(0¢) 9, ()
Tev = ( 299 b 9,hTT 4+ L0 (3 4 o) T ATE 5.26
" <327T whir Ovhig =+ 167r( + 2wo) © ( )
onde os termos entre (...) representam uma média sobre varios comprimentos de

onda.?

Para calcular a luminosidade de uma onda gravitacional, consideramos inicialmente
o fluxo de energia da radiacdo gravitacional, definido como a quantidade de energia
dE que atravessa um elemento de area dA em uma esfera de raio R ao redor da
fonte, durante um intervalo de tempo dt. Supondo uma onda se propagando na
diregao do eixo z = R, o fluxo de energia é dado pela componente T§; do tensor

energia-momento, conforme a Equagao (5.26):

dE dFE
S - » 24y KA 5.27
dtdA 0" dtdQ 0 (5.27)
onde utilizamos a definicdo de angulo sélido dA = R*d). O sinal negativo indica
que a onda gravitacional, ao se propagar para fora, transporta energia para longe

da fonte.

No caso de ondas gravitacionais escalares e tensoriais sem massa, podemos utilizar
a relagao Towt = T, + O(R™%). No entanto, ao considerar um campo massivo com

50 g ; - OR 00 -3
massa 1, essa relagao nao se mantém, ou seja, T,* # Toy + O(R™7).

Desta forma, a poténcia por unidade de angulo sélido da radiagdo em onda gravita-
cional emitida na teoria de Brans-Dicke é dada por (LIU et al., 2020):

dP  dE  dE, N dE,
dQ  dtdQ)  dedQ T didSY’

(5.28)

onde o primeiro termo do lado direito esta relacionado a energia emitida pelos termos

tensoriais, dado por:

dE; Y0 2 ij T

3Em (SAFFER et al., 2018), é utilizada a quantidade Op = hpuw — %nwh - i—“snm,. No entanto,
pode-se demonstrar que, no calibre T'T, temos 9;‘9T = h,?jT.
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e o segundo termo esta relacionado com a energia carregada pelos modos escalares,

dado por:
dBs _ _ $o

dtdQ) 167

(5.30)

(3+2w0)R2<W8R(M>.

2
%0
Deste modo, para determinar a poténcia por unidade de angulo sélido emitida por
um sistema binario na forma de onda gravitacional, é necessario calcular separada-

mente as contribui¢oes escalar e tensorial.
5.2.1 Radiacao tensorial

Utilizando a solugao para o modo tensorial apresentada na Equacgao (5.1), observa-
mos que as polarizagoes hy e hy dependem do tempo retardado ¢ — R. Isso implica

que, se h};" = £ fi;(t — R), entdo:

1 1
aRh;ST = _ﬁfij(t - R) + EaRfij(t - R). (5.31)

Aplicando a regra da cadeia, Orf;j(t — R) = —0ofi;(t — R), obtemos a seguinte
relacdo (MAGGIORE, 2007):

Orhl" = —0oh);" + O(1/R?), (5.32)

onde eliminamos os termos O(1/R?). Desta forma, a contribui¢io dos modos tenso-

riais para a poténcia por unidade de angulo sélido é:

dFE; Yo 12 ij TT %o R2( i jIT %o R2(j2 1 i)
—_ — h” h = — h,l‘? h = — h h .
dtds} 327TR Ol Orhi; 327 TT ™ 167 < +F X>’ (5.33)

em que utilizamos a relacdo f(t) = dyf. Substituindo a Equacéo (5.1), considerando

que a média (cos®) = (sin?) = 1/2, obtemos:

dE,  2(1—A)%3 10/3

a2 ~ 7 G(1—¢) 9(v). (5.34)

G(1— ) Mw|

onde a fungdo ¢(¢) que dé a dependéncia angular da distribuicdo da poténcia irra-

g(t) = (H;OSL) + cos?(1). (5.35)

diada é definida por:

Como mostrado na Figura 5.4, a radiagdo é maxima quando ¢ = 0, e minima quando

¢ = 7/2, mas nunca se anula.

Para obter a poténcia total irradiada, devemos integrar a Equagao (5.34) sobre
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Figura 5.4 - Distribuicao angular da radiacdo gravitacional.

Distribuigao angular g(1) = (1£224)2 + cos? (1)

Distribuigdo angular definida pela fun¢do g(¢), onde ¢ estd definido em relacdo ao eixo
vertical.

Fonte: Adaptado de Maggiore (2007).

todo angulo sélido, o que basicamente significa integrar a fungao ¢(¢). Usando que
dS) = sin v dv d¢, obtemos:

ds) 4
Tty =:. (5.36)
Portanto, a poténcia total irradiada por um sistema binario nos modos tensoriais é
dada por:
dE,  32(1— A)*3 0/3 32,
_ @By o2 G(1— €)M, = 25860 — MBS (5.37
= =5 anog |CAmOMe] T = 50 - L. (5.37)

Podemos ainda corrigir as unidades restaurando o valor da velocidade da luz c:

dE, 32 (1—A)"3 10/3
Pl e (G(1 — &) Mw)"*. (5.38)
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5.2.2 Radiagao escalar

Utilizando a relacao ¢ = —%(5@, podemos reescrever a contribuicao escalar para a

poténcia por unidade de angulo sélido da radiacao gravitacional em funcao do modo

invariante de calibre escalar-transversal:

00(0¢p) Or (6

W> =23+ 2w0)R2<80<I> aRq>>. (5.39)
o

7

dEs - %0 2
did0 ~ 16r 0 T 20l <

Desta forma, podemos substituir as Equacoes (5.4) e (5.5) para calcular as contri-
buigoes de dipolo e quadrupolo para a poténcia irradiada. Observamos também que
os modos escalares apresentam a dependéncia temporal dada por ¢t — v, R, onde n

indica o termo da expansdo em multipolo (dipolo n = 1 e quadrupolo n = 2) e v, é

dado por:
I L (5.40)
\/n2w? —m?
Fazendo a seguinte generalizacao:
A m2R
P, = 2 cos | —————+nQ | H(nw —my) : (5.41)
R ( In202 — m? ) ' Ro.

onde n = 1, 2. Calculando a derivada temporal desprezando qualquer variagao para

a A, ou w e também utilizando o fato de que Jy§2 = w, obtemos:

m2R
\/n2w? —m?

Agora, tomando a derivada com relagao a varidavel R, distancia da fonte, obtemos:

0P, = —Ij%nnw sin ( + nQ) H(nw — my) (5.42)

t—Rvn,

A 2
Op®,, = — — cos R +nQ | H(nw — my)
R n2w? — m?2 1~ Ru,

A, ’R ’R
— — sin (ms + nQ) Or (ms + nQ) H(nw —my)

\/nPw? —m?

t—Ruvn,

(5.43)

Utilizando a definicao de v, verificamos que:

a
dR

m2R

2

2\ 1/2
+n8(t — Ru,)| = — <n2w2 — m?)l/2 = —nw (1 _ M ) :

n

2 _ 2
w* — m:
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Por fim, encontramos que a derivada dg®,, é dada por:

A 2\ 1/2 2
Or®, zfnnw (1— e > sin m#R—l—nQ H(nw —my)

n2w? /n2002 — m?2 .
, ’ " (5.45)
A miR
— =2 cos | ———=——+nQ | H(nw — my) :
R2 ( \/ n2w2 - mg > t—Rvp,
Deste modo, identificamos a seguinte relacao:
2\ 1/2
m; )
Or®, = — (1 - n2w2> 0y, + O(R?). (5.46)

Desta forma, constatamos que 9y® # —0r® + O(R?) para uma onda escalar com
massa. No caso particular da teoria de Brans-Dicke sem massa, onde m, = 0, veri-
ficamos que v, = 1, o que leva a relagao o = —p g + O(R?). As formas de onda
associadas a sistemas binarios nesta condigao foram obtidas em Berti et al. (2012),
sendo baseadas nos resultados de Alsing et al. (2012). Contudo, a consideragao de

um campo escalar massivo (m, # 0) foi abordada apenas em Liu et al. (2020).

Dessa forma, a poténcia por unidade de angulo sélido associada a contribui¢ao do

termo n da radiagdo escalar, desprezando os termos de ordem O(1/R?), é dada por:

dE, m2 \ /2
(dtdQ> — %(3 + 2wo) R? (1 - n%sﬂ) <aoc1>n (90<I>n>. (5.47)

Considerando a contribuigao dipolar, com n = 1, para a radiac¢ao escalar, observamos

que, a partir da Equagao (5.42), encontramos que:

9 2\ 1/2
O0Pap = = SD(1 = AP G(1 = )M, s (1 - Z;) sin
(5.48)
2
X sin LR—FQ H(w —my)
(,UQ - mg t—Rv1

Desta forma, a contribuigao dipolar para poténcia por unidade de angulo sélido para

a radiacao escalar é dada por

B\ @ (=N o g omNE
(dtdQ)l N 27r8 D G(1—¢) [G(l é)Mc} w 1 2 sin® ¢ H(w—my)
(5.49)
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Agora, considerando a contribuicao de quadrupolo, n = 2, da radiacao escalar, da

Equacao (5.42), temos:

AP quaa = —QEm — ARG = M) WP (1 - Y 2,
0 * quad R c A2

(5.50)

t— Ruvo

2
X sin (msR + QQ) H (2w — my)

\/Aw? — m?

Entao, a poténcia por unidade de angulo sélido devido a contribuicao de quadrupolo

da radiacao escalar é:

dEs \ _ «a o (1= A)Y3 10/3 103 m? o2 4
(dtdQ>2 = ol G (CU—OM] W (1T ) sin s H(2w—m,)
(5.51)

Na Figura 5.5, apresentamos a distribuigdo angular g(:) da poténcia irradiada de-
vido a radiagdo escalar da onda gravitacional, considerando os termos de dipolo (a
esquerda) e de quadrupolo (a direita). Observamos que a dependéncia com o &n-
gulo de observacao ¢ é dada pela fungdo sin¢ em ambos os casos. Dessa forma, para
sistemas bindrios situados em um angulo ¢ = 0 em relagao ao observador, nao hé

emissao de radiacao escalar na direcao do observador.

Agora, para obter a poténcia irradiada na forma de ondas gravitacionais devido
a contribuigdo escalar, vamos integrar as Equacoes (5.49) e (5.51) sobre todo o
angulo sélido, o que basicamente significa integrar os termos que dependem de sin ¢.

Utilizando os seguintes resultados:

/sm2 L d) = 8;,
5.52)
5 (
/sm4 L dS) = 3—7T
15

Obtemos, a poténcia para o termo dipolar,

dE,\ 4 (1— A3 10/3 m2\*?
(), = s m g gy oo —om] " (1-52) o —m)
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Figura 5.5 - Distribuicao angular da radiacdo gravitacional.

Distribuicao angular g{t) = sin? (1) Distribuicao angular g(1) = sin* (1)

(_ -

Distribuicao angular definida pela fungao ¢(¢), onde ¢ estd definido em relagdo ao eixo
vertical. A figura do lado esquerdo apresenta a distribuicdo angular para o termo de dipolo
para a radiagdo escalar. A figura do lado direito apresenta a distribuicdo angular para o
termo de quadrupolo.

Fonte: Autor.

Para a contribuicao quadrupolar:

dE,\ 16 ,(1—A) 2\ ¥
(5.54)

Por fim, somando as contribui¢oes de dipolo e quadrupolo, obtemos a poténcia

irradiada devido a radiagao escalar da onda gravitacional emitida por um sistema

binéario:
dE (1—A)3 10/3 4 o o g m2\*/?
S = 1—&)M, “SD2WB 11— = H(w-—ms
a a1 —¢) Ga-om] 38D 2 (w—m,)
16 2 5/2
I 1—5F2w10/3 (1 — Z}E) H(2w —my)|.

(5.55)
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Corrigindo as unidades, escrevendo a velocidade da luz ¢, temos:

dbs o (1 - A)4/3 4 o2 2 83 m i

10/3
w

16 m2\>?
208 (1 =) H(Qw — .
+ Tk 2 (2w — my)

(5.56)
5.3 Evolucgao da frequéncia

Para calcular a back-reaction da onda gravitacional, devemos determinar o decai-
mento da energia orbital do sistema binario devido a emissao de ondas gravitacionais.
Para isso, inicialmente consideramos o regime em que mgr < 1 e, por consequéncia,
A = §. Desta forma, podemos utilizar a Equacao (5.24) para descrever a energia
orbital do sistema. Derivando-a com relacao ao tempo, obtemos:

dE 1

2/3
o _ _ _ /3 —1/3 -
= 3%%1 §)(1 6% MBBy=13 . (5.57)

Uma vez que a perda de energia orbital é devido a emissao de ondas gravitacionais,
entao devemos ter a seguinte relacgao:
dEg,  dE

= (5.58)

onde dE,, /dt é a poténcia irradiada na forma de onda gravitacional dada pelas con-
tribuicoes tensorial e escalar obtidas nas Equagoes (5.38) e (5.55), respectivamente.

Assim, temos:
dEg,  dE;  dE;
b 4 + s (5.59)

Por fim, substituindo as Equagoes (5.38), (5.55) e (5.57), obtemos:

=2 (1= ) (G — M)

2

4 m2\*?
212, 3 s
55 D w (1 - ) H(w —my) (5.60)

w?

+3a(1 -8 (G(1 - o)™

16 m2\ 2
ey R B O H (2w — .
+ B w 2 (2w — my)

Além de considerar o regime em que myr < 1, também podemos considerar a
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frequéncia da onda gravitacional dentro da banda dos detectores terrestres, onde
10 Hz < f < 1000 Hz. Isso implica que a frequéncia f = w/27 é muito maior que
a frequéncia de corte f., ou seja, estamos no regime em que w > my, de modo
que (ms/w)? < 1 e (my/2w)? < 1. Além disso, as fungoes de Heaviside podem ser
omitidas, pois ja temos a condi¢do necessaria para H(w —mg) = H(2w — my) = 1,
entao:
5/3 2
96 al’ 5
w="=(1-0)*3G(1 - &M, 1— — w3+ ZaS?D%?| . (5.61)
5 6 24
Observe que para o caso limite quando wgp — 00, temos que os parametros «, o e

& se anulam, reproduzindo assim um resultado igual a relatividade geral.

Da equagao diferencial (5.61), observamos que a solugdo para w(t) nao ¢ trivial.
Porém, podemos considerar um sistema binario composto por dois objetos do mesmo
tipo, como, por exemplo, duas estrelas de néutrons, onde s; = s = S = 0. Dessa

forma, obtemos:

5/3 9
W= 956(1 — )3 [G(l — g)Mcl (1 — O‘g) w!'t/3, (5.62)

Integrando, obtemos o seguinte resultado:

3/8 —5/8 ol —3/8
wlt) = (22602) (G(l—f)MC> <1—g> (1—6)Y4  (5.63)

onde C' é uma constante de integragao. Verificamos que w diverge para infinito no
instante em que o tempo for igual a constante de integracao, quando isso acontece,
o sistema entra na fase de coalescéncia. Podemos escrever C' = t.oa1, onde tepa € 0
instante de tempo que marca a coalescéncia do sistema binario. Definindo o tempo

para a coalescéncia como T = t..a — t, a Equagao (5.63) pode ser reescrita como:
5 1N\Y3 (G — M.\ ® al2\ /®
=(—=—- — = c 1+ — 1+0)" V4 5.64
w(r) (256r> < 3 MG (1+9) (5.64)

A Equacao (5.64) descreve a evolugao temporal da frequéncia da onda gravitacional,
mostrando um crescimento até o momento de coalescéncia definido em 7 = 0. Para
obter a evolucao temporal para a distancia orbital do sistema, vamos reescrever a

Equacao (5.25), da seguinte forma:

r_ 2w 1 (5.65)



Integrando, obtemos que:

r(1) =19 <T>1/4 =Ty (tcoal_t>l/4. (5.66)

tcoal - tO

Verificamos que rg é o valor de r no tempo inicial gy, e 79 = teoa1 — to. Na Figura 5.6,
¢ mostrada a evolucao temporal da distancia orbital r. Inicialmente, observamos um
decaimento lento, porém, a medida que nos aproximamos da coalescéncia, onde t =
teoal, @ distancia diminui rapidamente, marcando a fase de mergulho. Neste estagio,
a aproximacao de drbita quase circular nao ¢ mais valida. Em sistemas bindrios
compostos por estrelas de néutrons ou buracos negros, a aproximacgao do espago-

tempo plano também se torna inadequada na fase de mergulho (MAGGIORE, 2007).

Figura 5.6 - Decaimento da distancia orbital R(t).

R(1)

coal

Fonte: Maggiore (2007).

Utilizando a Equagao (5.64) na defini¢ao de €2(t) dada pela Equacao (4.74), podemos

calcular a integral e encontrar a solugdo para €(7), lembrando que dt = —dr:

o) = | "ot = — [ wlryar (5.67)

to 0

Integrando a Equagao (5.64) obtemos,

-5/8 -3/8
Q1) = — <5G(1 — OMC) (1 + O‘gQ) (14675 +Q,  (5.68)

3
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em que g = Q(7 = 0) é a constante de integragao.
5.4 Forma de onda

O resultado para a evolugao temporal da frequéncia do sistema binario, obtido na
Equacao (5.64), foi determinado dentro de um regime bem definido. Primeiramente,
assumimos que mgr < 1. Para sistemas binarios cujos parametros estdo descritos
na Tabela 5.3, e considerando a faixa de frequéncia dos interferémetros terrestres
atuais, 10 Hz < fg < 1000 Hz, encontramos que mgr ~ 1077, Além disso, levando
em conta que a emissao de ondas gravitacionais ocorre acima da frequéncia de corte
para os modos escalares, com f, = 6.05 x 107% Hz, verificamos que se f > f., entao
mer < 1073, Isso indica que, mesmo em frequéncias proximas a f., ainda podemos

considerar valida a aproximacao mgr < 1.

Além disso, para simplificar a Equagao (5.60), consideramos um sistema bindrio
emitindo ondas gravitacionais na banda dos detectores terrestres, 10 Hz < fo, <
1000 Hz, de modo que fgyw > f.. Também assumimos um sistema bindrio composto
por dois objetos idénticos, ou seja, binarias de estrelas de néutrons ou binarias de

buracos negros, fazendo s; = s, e, consequentemente, S = 0.

Essas duas simplificagoes foram adotadas pois a Equagao (5.60) envolve uma inte-
gragao complexa, cuja solugao nao permite obter uma expressao explicita para w(t).

Assim, possivelmente serd necesséario recorrer a métodos numéricos para resolvé-la.

Entao, considerando o regime imposto acima para binarias de estrelas de néutrons
ou binarias de buracos negros, podemos reescrever os quatro modos de polariza-
¢ao apresentados nas Equagoes (5.1), (5.5) e (5.8). Primeiramente, para os modos

tensoriais hy e hy, temos:

2
b= — (L= PP G0 — M W O a0y
) =R (5.69)
hy = _E(l — PG = M) W3 cos Lsin(202)
t—R

onde a tunica simplificacdo é A ~ §. Para o modo escalar-transversal, temos:

2
P = —%F(l —6)*/? [G(l - ﬁ)Mcr/S w?3sin’ 1 cos (msR + 29)
t—Ruva

\/Aw? —m?
(5.70)

Onde utilizamos A ~ ¢ e (m;/w) < 1. Nao fizemos a simplificagdo do termo de fase
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da onda, pois estamos considerando R ~ 40 Mpc ~ 10** m. Além disso, como temos
apenas o termo de quadrupolo, fizemos ® = ®g,.q. Observe ainda que, como sé
existem termos de quadrupolo para os modos escalares e tensoriais, entao s6 temos

uma frequéncia para a onda gravitacional, dada por fgy = 2f = w/7.

J& o0 modo escalar-longitudinal © é dado pela seguinte relacao com o modo escalar-

transversal, Equagao (4.128):

2
m
0=-— (8) o. 5.71
o (5.71)
Como estamos interessados na faixa de frequéncia f ~ 10? Hz, encontramos que
2
(%) ~ 1071, o que significa que, no regime dos detectores terrestres, o modo
escalar-longitudinal © ¢ significativamente menor que o modo escalar-transversal ®

e, consequentemente, menor que os modos tensoriais hy e hy.

Utilizando a Equagao (5.64) para calcular a frequéncia angular w e a Equagao (5.68)
para calcular a fase da onda gravitacional (), podemos representar graficamente a
forma de onda dos estados de polarizacao da onda gravitacional emitida por um
sistema bindrio. Observe que a defini¢do de 7 permite escrever as Equagoes (5.69) e

(5.70) em funcdo do tempo para a coalescéncia .

Para os sistemas binarios apresentados na Tabela 5.3, podemos analisar dois casos:
um sistema do tipo BHBH e outro do tipo NSNS. Em ambos, a evolugao temporal
da frequéncia da onda gravitacional é dada por fy, = 2f = w/7 em funcao do tempo

até a coalescéncia do sistema.

Na Figura 5.7, apresentamos a evolucao da frequéncia para os sistemas BHBH e
NSNS. Em ambos os casos, foram utilizados os parametros « e £ dados pela Tabela
5.2. Além disso, consideramos um sistema que sofrera coalescéncia em 30 s, também
demarcamos a frequéncia ISCO para indicar até onde a aproximagao de 6rbita quase-

circular é valida.

Na Figura 5.9, apresentamos a evolugao da forma de onda dos modos tensoriais h, e
h. até instantes antes de o sistema alcangar a érbita ISCO e entrar em coalescéncia
para a bindria BHBH. J4 na Figura 5.8, mostramos a evolugao temporal da forma
de onda dos estados de polarizacdo da onda gravitacional para o sistema binario
de estrelas de néutrons. Nesse caso, além dos modos tensoriais hy e hy, também
temos o modo escalar-transversal ®. Observamos que, nos instantes finais antes da

coalescéncia, esse modo escalar é aproximadamente seis ordens de grandeza menor
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que os modos de polarizagao tensorial.

Observamos que, no caso de binarias de buracos negros, nao ha emissao de radiagao
escalar. Dessa forma, esse tipo de sistema nao é relevante para o estudo de modos
de polarizagao escalares. Como estamos considerando apenas sistemas cujos com-

ponentes sao do mesmo tipo, restam-nos apenas as binarias de estrelas de néutrons

para essa analise.

Figura 5.7 - Evolucao frequéncia da onda gravitacional - Sistema binario BHBH.

Frequéncia da onda gravitacional fy,(T) (Hz)

Frequéncia da onda gravitacional fy,(T) (Hz)

O gréafico mostra a evolucao da frequéncia para os sistema binarios BHBH e NSNS apresen-
tados na Tabela 5.3, utilizando a Equagao (5.64), na qual fazemos fyw = w/7. Além disso,
consideramos os valores dos parametros ¢ e « conforme seus valores para wgp = 40000,

Frequéncia da onda gravitacional fg,(T) (Fonte: BHBH)

102 4

— fou(T)
---' Frequéncia ISCO = 4.40e+02 Hz

103 4

102

Tempo para a coalescéncia T (s)

Frequéncia da onda gravitacional fgy(T) (Fonte: NSNS)

— fyu(T)
--- Frequéncia ISCO = 1.57e+03 Hz

;
30 25 20 15 10 5 0
Tempo para a coalescéncia T (s)

conforme apresentado na Tabela 5.2.

Fonte: Autor.
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Figura 5.8 - Forma de onda para os estados de polarizagdo: hx, h4+ e ® - Sistema binario
NSNS.

Modo de polarizagao tensorial h (1) (Fonte: NSNS)
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Modo de polarizagéo tensorial h, (T) (Fonte: NSNS)

Modo de polarizagao escalar ®(t1) (Fonte: NSNS)
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Tempo para a coalescéncia 1 (s)

Os gréficos apresentam a evolucao temporal dos modos de polarizagdo da onda gravitaci-
onal na teoria de Brans-Dicke para o sistema NSNS da Tabela 5.3. Nota-se que o modo
escalar @ é aproximadamente seis ordens de grandeza menor que os modos tensoriais.

Fonte: Autor.
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Figura 5.9 - Forma de onda para os estados de polarizacdo: hyx e hy - Sistema binario
BHBH.

hx (1)

hs (@)
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Modo de polarizacao tensorial h  (T) (Fonte: BHBH)
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Os graficos apresentam a evolucao temporal dos modos de polarizagdo da onda gravitaci-
onal na teoria de Brans-Dicke para o sistema BHBH da Tabela 5.3. Observe que, binarias

de buracos negros nao emite radiagao escalar no regime avaliado.

Fonte: Autor.

5.4.1 Sistema GW170817

Um sistema que ja foi detectado e que se encaixa nas condigoes impostas para a forma

de onda apresentada nas Equacoes (5.69) e (5.70), e que seja comprovadamente uma

binédria de estrelas de néutrons, é o sistema GW170817.

O evento GW170817, detectado em 2017, marcou a primeira observacao de ondas

gravitacionais associadas a uma contrapartida eletromagnética (gamma-ray burst),
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inaugurando a era da astronomia multi-mensageira com ondas gravitacionais (AB-
BOTT et al., 2017a; ABBOTT et al., 2017b). Além de confirmar a fusdo de estrelas
de néutrons como fonte de explosdes de raios gama curtos, a detecgao revelou a pro-
ducao de elementos pesados, como ouro e platina, reforcando o papel dessas colisoes
na nucleossintese (ABBOTT et al., 2017b).

Na Tabela 5.7 sao apresentadas algumas das propriedades do sistema binario que
deu origem ao evento GW 170817, sendo apenas um recorte da tabela apresentada
em Abbott et al. (2017a).

Tabela 5.7 - Propriedades do evento GW170817.

Priores de baixo spin Priores de alto spin

(Ix| < 0.05) (Ix] < 0.89)
Massa primaria my 1.36-1.60 Mg 1.36-2.26 Mg
Massa secundéria ma 1.17-1.36 Mg 0.86-1.36 Mgy
Massa do chirp M, 1.188%9:9094 M, 1.1887 0 00s Mo
Razao de massa mgy/m; 0.7-1.0 0.4-1.0
Massa total miotal 2.7470:04 0, 2.827007 My,
Energia radiada E,.q > 0.025M@02 > 0.025M@62
Distancia de luminosidade Dy, 40, Mpc 40*%, Mpc
Angulo de visao © < 5h° < 56°

Propriedades do sistema binario responsavel pelo evento GW170817.

Fonte: Abbott et al. (2017a)

Com base na Tabela 5.7 vamos definir um sistema binario de estrelas de néutrons
com massas m; = my = 1.36 M, de modo a construir a Tabela 5.8. Utilizando os
dados identificados nesta tabela, apresentamos na Figura 5.10 a evolucao temporal
da frequéncia da onda gravitacional para o sistema. Na Figura 5.11 temos a evolugao

da forma de onda instantes antes da fusdo do sistema binario.
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Tabela 5.8 - Parametros para o sistemas binarios GW170817.

Parametro Valor Parametro Valor
my(Mg) 1.36 M.(Mg) 1.18
ma(Mg) 1.36 ) 0.00

S1 0.20 r 0.60

$9 0.20 § 4.50 x 1076
m(Mg) 2.72 L 55°
w(Mg) 0.68 R 40 Mpc

Fonte: Adaptado de Abbott et al. (2017b).

Figura 5.10 - Evolugao frequéncia da onda gravitacional - Sistema binario GW170817.

Frequéncia da onda gravitacional fg,(t) (Fonte: GW 170817)
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30 25 20 15 10 5 0
Tempo para a coalescéncia T (s)

O gréfico mostra a evolugao da frequéncia para o sistema bindrio GW170817. Utilizamos
os parametros da Tabela 5.8 na Equacao (5.64), na qual fazemos fyw = w/m. Além disso,
consideramos os valores dos pardmetros ¢ e « conforme seus valores para wgp = 40000,
conforme apresentado na Tabela 5.2.

Fonte: Autor.
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Figura 5.11 - Forma de onda para os estados de polarizacao: hy, h4 e ® - Sistema binario
GW170817.
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Modo de polarizagao escalar ®(t) (Fonte: GW 170817)

Os gréficos apresentam a evolugao temporal dos modos de polarizagdo da onda gravitaci-
onal na teoria de Brans-Dicke para o sistema GW170817, com os pardmetros dados pela
Tabela 5.8. Note que o modo escalar ¢ é aproximadamente seis ordens de grandeza menor
que os modos tensoriais.

Fonte: Autor.
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A partir de uma anélise preliminar da Figura 5.11, verifica-se que a amplitude do
modo escalar ® é aproximadamente seis ordens de grandeza menor do que a dos
modos tensoriais hy e hy, no regime de frequéncia dos detectores interferométricos
atuais. Isso indica que a deteccao de modos de polarizagao escalares, nesse contexto,
é inviavel com os detectores atualmente disponiveis. Diante disso, torna-se necessario
investigar outros regimes fisicos, como determinados sistemas astrofisicos ou faixas
especificas de frequéncia, nos quais a contribuicdo do modo escalar ® possa ser mais

significativa e, eventualmente, detectavel.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, investigamos a emissao de ondas gravitacionais por sistemas bindrios
de objetos compactos, considerando tanto a Relatividade Geral quanto teorias alter-
nativas da gravitacao, com énfase nas teorias escalares-tensoriais. O estudo incluiu
a modelagem da forma de onda gravitacional e a andlise das polarizagoes adicionais

previstas nessas teorias.

Mostramos como definir a perturbacao métrica em termos de invariantes de calibre
para perimir uma melhor visualizacdo dos graus de liberdade fisicos. Além disso,
pudemos identificar os seis modos de polarizagdo que uma onda gravitacional pode
apresentar através de uma perturbacao métrica, sendo dois modos escalares, dois

vetoriais e dois tensoriais.

Apresentamos que, na Relatividade Geral, as ondas gravitacionais possuem ape-
nas duas polarizagoes tensoriais (hy e hy ), enquanto em teorias escalares-tensoriais,
estados adicionais de polarizagao podem surgir. Especificamente, na teoria de Brans-
Dicke, identificamos modos escalares-transversais e longitudinais (®, ©). Verificamos
que, na teoria de Brans-Dicke, os modos tensoriais dependem de um termo de qua-
drupolo, assim como na Relatividade Geral. No entanto, os modos escalares, além do
termo quadrupolar proporcional a I', apresentam também uma contribuicao dipolar
proporcional a §. A emissao dipolar, porém, s6 ocorre em sistemas binarios mistos,

como aqueles compostos por uma estrela de néutrons e um buraco negro.

Para as contribuigoes quadrupolares, a frequéncia da onda gravitacional é o dobro

da frequéncia orbital do sistema, f4%sd = 2 f enquanto, para a contribuicdo dipolar,

gw

as frequéncias coincidem, ou seja, fgvivp = f.

Um sistema binario s6 emite radiacao escalar quando a frequéncia da onda gravita-
cional, fgw, € superior a frequéncia de corte f, associada a massa do campo escalar
ms. No caso limite discutido em Alsing et al. (2012), para m, = 2.5 x 10729 &V,
obtemos f. = 6.05 x 1075 Hz.

Além disso, considerando sistemas binarios em Orbitas quase circulares de raio r e
emitindo ondas gravitacionais dentro da faixa dos interferdmetros terrestres, temos o
regime mgr < 1. Isso permite simplificagoes nas equagodes de movimento do sistema e
na expressao para sua energia orbital. Nesse mesmo regime, como fo, > f, algumas

expressoes podem ser ainda mais simplificadas.

Por outro lado, sistemas binarios compostos exclusivamente por buracos negros nao
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emitem radiacdo escalar, nem por dipolo nem por quadrupolo, no regime de orbita
quase circular. Isso ocorre devido ao teorema no-hair da Relatividade Geral, que es-
tabelece que um buraco negro neutro é completamente caracterizado apenas por sua
massa, momento angular e carga, esse resultado se estende a sistemas binarios dis-
tantes da coalescéncia. Na teoria de Brans-Dicke, buracos negros possuem a mesma
geometria prevista pela solu¢ao de Schwarzschild, com um campo escalar constante

em seu exterior. Portanto, o teorema de no-hair também se aplica.

Dessa forma, para estudar os estados escalares de polarizacao de uma onda gravi-
tacional na teoria de Brans-Dicke, é necessario que o sistema binario contenha pelo
menos uma estrela de néutrons, como em binarias compostas por duas estrelas de

néutrons ou em sistemas mistos.

Contudo, em binarias mistas, a presenca da contribuicdo dipolar para a radiagao
escalar dificulta a obtencao analitica da evolugao da frequéncia orbital do sistema.
Assim, além de restringir a andlise ao regime em que m,r < 1 e foy > f., para
modelar a forma de onda, impusemos também a condicao S = 0, desconsiderando a

andlise de sistemas binarios mistos.

Nesse contexto, como binarias de buracos negros nao apresentam radiacao escalar,
os sistemas binarios compostos por duas estrelas de néutrons sao os mais relevantes.
No entanto, até o momento, houve poucas detecgoes desse tipo de sistema, sendo
o principal exemplo o evento GW170817, que foi comprovadamente uma fusao de

estrelas de néutrons e teve uma contrapartida eletromagnética observada.

Todavia, ainda existem aspectos que nao foram explorados até o momento da defesa
desta dissertagao de mestrado, mas que serao continuados ao longo do doutorado.
Entre eles, destaca-se o estudo da modelagem da forma de onda em outros regimes,
uma vez que o sinal da onda gravitacional na teoria de Brans-Dicke pode apresentar
um desvio mais significativo em relagao ao previsto pela Relatividade Geral quando
a frequéncia se aproxima da frequéncia de corte, ou seja, fow ~ f.. Além disso,
também é necessario investigar o comportamento de sistemas binarios mistos, cuja

forma de onda nao pdde ser obtida neste trabalho.

Outro aspecto que deve ser explorado em trabalhos futuros diz respeito aos parame-
tros associados a teoria de Brans-Dicke, wgp e m. Neste trabalho, utilizamos valores
disponiveis na literatura, mas uma analise mais detalhada do espago de parametros
é fundamental para compreender melhor a emissao de ondas gravitacionais na te-

oria de Brans-Dicke. O parametro wgp esta relacionado com £ e a, que modulam
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a amplitude dos modos escalares e descrevem os desvios em relagao aos resultados
previstos pela Relatividade Geral. J4 a massa do campo escalar, m, é essencial para
caracterizar os regimes de emissao de ondas gravitacionais, pois define a frequéncia

de corte para as polarizacoes escalares.

Como a amplitude do modo escalar ¢ é seis ordens de magnitude menor do que a
amplitude dos modos tensoriais, concluimos que esses modos nao poderiam ser de-
tectados pelos atuais interferometros. No entanto, andlises mais detalhadas precisam
ser realizadas nesse sentido, como, por exemplo, avaliar em quais tipos de sistemas

e faixas de frequéncia a amplitude do modo escalar ® poderia ser mais significativa.

Outros estudos que podem ser de interesse para trabalhos futuros incluem a andalise
dos termos pos-newtonianos e a exploragao de outras teorias alternativas a Rela-
tividade Geral, além da teoria de Brans-Dicke. Entre elas, destacam-se as teorias
f(R), teorias quadraticas e abordagens mais gerais, como a teoria de Horndeski.
Também ¢ interessante avaliar a detectabilidade dos modos de polarizagao para de-
tectores que operam em frequéncias mais baixas do que os interferdmetros como
LIGO, Virgo e KAGRA. Por exemplo, pode-se considerar a analise para o detector

LISA ou utilizando a técnica de Pulsar Timing Arrays.

Dessa forma, este trabalho contribui para o entendimento da emissao de ondas gravi-
tacionais na teoria de Brans-Dicke e suas implicagoes fisicas. Estudos futuros pode-
rao explorar a detecgao de polarizacoes adicionais, refinando ainda mais as previsoes

tedricas e os testes experimentais da gravitagao.
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APENDICE A - AMPLITUDE DA ONDA GRAVITACIONAL EM
UMA DIRECAO ARBITRARIA

Para obter a solugdo da Equagdo (4.150) para uma dire¢ao arbitréria 7, devemos
calcular o termo Qg;T = Nij Q. Para isso, utilizamos a forma do operador proje-
tor dada pela Equagdo (2.25) e realizamos a contragdo com o tensor momento de

quadrupolo Q.

Inicialmente, vamos considerar a propagacao da onda gravitacional ao longo do eixo
z. Em seguida, realizamos uma rotacao no sistema de coordenadas para generalizar

o caso para uma dire¢do arbitraria, definida pelos dngulos (6, ¢).

Para a diregdo de propagagao da onda gravitacional dada por n = 2 = (0,0, 1),
obtemos, a partir da Equagdo (2.26), que o operador projetor é dado por P,; =
diag(1,1,0). Esse resultado indica que a projegdo ocorre no plano (x,y), o que é
esperado, pois a onda se propaga ao longo do eixo z, tornando a frente de onda

paralela ao plano (z,y).

Entao o tensor momento de quadruplo no calibre T'T pode ser calculado como,

1 1
QI = NijuQu = | PPy — ipz‘jpkl Qu = (PQP);; — §PijTT(PQ)v (A1)

]
como resultado obtemos que,

(Qu1 — Q22)/2 Q12
;Tro = NijuiQr = Q21 —(Qu — Q22)/2 0. (A.2)
0 0 0

Utilizando o resultado da Equagao (A.2) na Equacao (4.150), e considerando que,
devido & simetria do tensor momento de quadrupolo, temos Q12 = (91, concluimos
que a perturbacao métrica no calibre T'T para uma onda gravitacional que se propaga

na direcao do eixo z é dada por:

he hye O
hi'=|h. —hy 0], (A.3)
0 0 0

hy e hy sao as amplitudes das polarizacoes plus e cross da radiagao gravitacional,
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respectivamente, e sao expressas por:

h+ = ;g(Qn - Q22), (A-4)
2G -
hX - E;QIQ. (A5)

Agora, considerando uma dire¢do genérica 7, definimos dois vetores unitarios @ e
0, ortogonais a 7, de forma a constituirem um sistema de coordenadas com eixos
(z',y, 2') alinhados com as diregdes (4,0, 7). Dessa maneira, a onda gravitacional

propagando-se na direcao do eixo z nesse sistema de coordenadas ¢ dada por:

1G . .
h+(ta ﬁ) = §9<Q/11 - Q’22)a (A-G)
2 G -
hX(t»ﬁ) - Eg@'m (A-7)

em que a ' indica uma transformagdo de coordenadas. Seja um segundo referencial
definido pelos eixos (x,y, z) rotacionado em relagdo ao referencial (z/,y’, ') pelos

dngulos (0, ¢), como mostrado na Figura A.1. Desta forma, identificamos que a

Figura A.1 - Relacdo dos eixos do referencial (x,y, z) e do referencial definido pelos vetores
unitarios (4,0, 7).

2 X

Fonte: Maggiore (2007).

100



direcao de propagacao da onda gravitacional no referencial (z,y, z) é dada por:
n; = (sin @ sin ¢, sin 6 cos ¢, cos 0). (A.8)

Isso implica que a diregao de propagacao no referencial (2',y/, 2), denotada por n},

estd relacionada com o referencial (z,y, z) pela transformacao

onde R;; ¢ a matriz de rotagao dada por:

cos¢p sing 0) (1 0 0
R=|—-sin¢g cos¢p 0| |0 cosf sinf (A.10)
0 0 1) \0 —sinf cosé

De modo semelhante, podemos relacionar as componentes do tensor momento de
quadrupolo @Qj; no referencial (2',3',2’) com as componentes (Qi; no referencial

(x,y, z) através da matriz de rotacao, de modo que:
Qij = RuRuQy  — Qi = (RTQR)y;. (A.11)

RT ¢ a matriz de rotacdo transposta. Entdo, calculando as componentes de ng em

funcdo das componentes de @);; e substituindo o resultado nas equagoes (A.6) e
(A.7), temos:

1G,

hy(t,n) = ;E[Qll(COSQ ¢ — sin? ¢ cos? 0) + Qaa(sin® ¢ — cos® ¢ cos? )

+ Q33 8in® 0 — Q1o sin 2¢(1 + cos® )

+ Q13 5in ¢ sin 26 + Qa3 cos P sin 26] (A.12)
hy(t,n) = ig[(@u — (a2) 5in 26 cos B + 2Q15 cos 2¢) cos O

— 2Q13 cos ¢sin O + 2(Qa3 sin ¢ sin 6]

A Equagao (A.12) permite obter as amplitudes plus e cross de uma onda gravi-
tacional se propagando em uma dire¢do qualquer definida pelos angulos 6 e ¢, e
calcular a distribuicao angular da radiacao gravitacional uma vez que o momento

de quadrupolo @);; ¢ conhecido.
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