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Apresentacao

O Grupo de Trabalho 1 do Comité Conjunto para Guias em Metrologia (The Working
Group 1 of the Joint Committee for Guides in Metrology — JCGM), 6rgao assessor
do Bureau Internacional de Pesos e Medidas (BIPM), publica uma série de
documentos com a referéncia genérica: Avaliagdo de dados de medi¢do. Essa série
¢ composta pelo GUM (Guide to the expression of uncertainty in measurement)
e por diversos suplementos que o complementam. Cinco desses suplementos foram
j& concluidos, aprovados e publicados, havendo ainda outros em diferentes estagios
de preparagdo. Os suplementos auxiliam a interpretagdo do GUM, aprimoram seu
emprego nas areas tradicionais e ampliam as possibilidades de aplicacdo em areas
por ele ainda ndo abrangidas, ou em que seu uso se encontra em estidgio ainda
incipiente.

Este Suplemento (JCGM 102:2011) € o quarto a ser traduzido no Brasil. Estende e
aprimora a abordagem de modelos de medigdo multivariados, isto €, modelos com
um namero plural de grandezas de saida, os quais sdo tratados de maneira pouco
aprofundada no GUM em apenas dois exemplos: H.2 e H.3.

O Inmetro se constitui como o principal repositério do saber e do fazer metrologico
no Brasil. Sendo este um componente fundamental da sua ampla missdo
institucional, deve ele incluir, complementarmente, um ingente esforco de
disseminacao dessa Ciéncia para o ambito da Sociedade. Com mais essa publicacao,
que ora colocamos a disposi¢dao da sociedade, avulta em mim a certeza de que
estamos cumprindo adequadamente também esse importante papel — o de
divulgadores e incentivadores da ja extensa cultura metroldgica no Brasil.

Marcio André Oliveira Brito
Presidente do Inmetro

Maio de 2024
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Prefacio da primeira edicao brasileira

O presente Suplemento ¢ parte de uma série de documentos correlatos do JCGM, designados

genericamente sob o titulo unificador Avaliacdo de dados de medicao. Esta série é composta, até
a presente data, pelos seguintes documentos:

JCGM 100:2008. Evaluation of measurement data — Guide to the expression of uncertainty in
measurement (GUM) (ver Capitulo 2). [Avaliagcdo de dados de medicdo — Guia para a expressao de
incerteza de medicao (GUM)],

JCGM 101:2008. Evaluation of measurement data— Supplement 1 to the “Guide to the expression of
uncertainty in measurement" — Propagation of distributions using a Monte Carlo method (ver Capitulo
2). [Avaliacdo de dados de medicdo — Suplemento 1 do “Guia para a expressdo de incerteza de
medicdo” — Propagacao de distribui¢des usando um método de Monte Carlo],

JCGM 102:2011. Evaluation of measurement data — Supplement 2 to the “Guide to the expression of
uncertainty in measurement" — Extension to any number of output quantities. [Avaliagdo de dados de
medicdo — Suplemento 2 do “Guia para a expressao de incerteza de medi¢cao” — Extensao a um
numero qualquer de grandezas de saida] (este documento),

JCGM GUM-6:2020. Guide to the expression of uncertainty in measurement — Part 6: Developing
and using measurement models,

JCGM 104:2009. Evaluation of measurement data — An introduction to the “Guide to the expression
of uncertainty in measurement" and related documents. [Avaliagdo de dados de medigdo — Uma
Introdugdo ao “Guia para a expressao de incerteza de medi¢do” e documentos correlatos],

JCGM 105. Evaluation of measurement data — Concepts and basic principles,

JCGM 106:2012. Evaluation of measurement data — The role of measurement uncertainty in
conformity assessment, [Avaliacdo de dados de medi¢do — O papel da incerteza de medicao na
avalia¢do da conformidade],

JCGM 107. Evaluation of measurement data — Applications of the least-squares method,

Dentre os documentos acima citados, seis podem ser obtidos no site do BIPM, sendo que quatro deles
foram ja traduzidos e publicados pelo Inmetro (JCGM 100:2008, JCGM 101:2011, JCGM 104:2009 e
JCGM 106:2012). Os suplementos JCGM 105, JCGM 107 encontram-se em diferentes estagios de
desenvolvimento.

Este Suplemento 2 descreve uma generalizacio do método de Monte Carlo apresentado no
Suplemento 1, o qual, da mesma maneira que o préprio GUM, aborda apenas modelos com uma tinica
grandeza de saida escalar. Trata-se, neste presente Suplemento, de estender a metodologia do
Suplemento 1 para obter uma representacao discreta da distribui¢ao de probabilidade conjunta para as
grandezas de saida de um modelo multivariado. Essa representacao discreta ¢ entdo usada para fornecer
estimativas das grandezas de saida, permitindo entdo uma avaliagdo das incertezas padrao e das
covaridncias associadas a essas estimativas. E de se esperar que um uso adequado do método de Monte
Carlo forneca resultados validos mesmo em casos em que a aplicabilidade da abordagem de incerteza
do GUM seja questionavel, isto é, casos em que (a) a linearizagdo do modelo fornece uma
representacao inadequada, ou (b) a distribui¢do de probabilidade para a grandeza (ou grandezas) de
saida se afasta sensivelmente de uma distribuicao gaussiana (multivariada).

Para uma melhor compreensao do texto ou do contexto, em algumas passagens mais problematicas
julgamos conveniente remeter o leitor para o final do documento, onde se apresentam algumas notas
explicativas (NT — Nota dos Tradutores). No entanto, com o fito de propiciar uma leitura mais suave
e sem interrupgdes dispersivas, tentou-se evitar uma profusdo de NTs. Optou-se, assim, quando
necessaria uma melhor explicagdo do contexto, e sempre que possivel e mais conveniente, por
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acrescentar um texto curto (por vezes uma Unica palavra) complementar ou explicativo, na cor
vermelha, em vez de uma NT adicional.

Nos casos em que o documento informa que um texto (em geral uma defini¢do) ¢ retirado de uma
referéncia, e tendo sido esta ja traduzida por orgdo oficial brasileiro, optou-se por adotar o
correspondente texto da traducao brasileira ipsis litteris. Neste caso, o documento entdo referido € o
documento brasileiro. Quando ¢ mencionado que o texto em questdo ¢ uma adaptagdo de algum
documento, procedeu-se com o trabalho normal de traducdo do trecho adaptado.

Achamos por bem justapor, aos termos e expressdes constantes do indice Alfabético, os respectivos e
correspondentes termos e expressoes do indice alfabético original. Os termos em Portugués estao em
fonte Times New Roman negrito. Os termos correspondentes em Inglés estdo em fonte Arial Narrow.
Isso foi feito com o objetivo de facilitar aos leitores, sempre que julguem necessario ou apropriado,
proceder a verificagdo especulativa ou critica da tradug@o aqui utilizada para importantes termos ou
conceitos.

Textos formatados em vermelho, ou sdo acréscimos legitimos ao documento original, ou serao
reconsiderados apos finalizada a Consulta Publica. Assim também a numeragao de paginas do proprio
documento.

Os tradutores
Marco/2024
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Prefacio

Em 1997, as sete organizagdes internacionais que haviam anteriormente (1993) elaborado o “Guia para
a expressao de incerteza de medicao (GUM)” e o “Vocabulario internacional de metrologia - conceitos
fundamentais e gerais e termos associados” (VIM) criaram um Comité Conjunto para Guias em
Metrologia (Joint Committee for Guides in Metrology — JCGM), presidido pelo Diretor do Bureau
Internacional de Pesos e Medidas (Bureau International des Poids et Mesures - BIPM)). O JCGM
assumiu a responsabilidade por estes dois documentos do Grupo Consultivo Técnico 4 da ISO (ISO
Technical Advisory Group - TAG4).

O JCGM ¢ formado pelo BIPM conjuntamente com a Comissdo Eletrotécnica Internacional
(International Electrotechnical Commission — IEC), a Federagdo Internacional de Quimica Clinica e
Medicina Laboratorial (International Federation of Clinical Chemistry and Laboratory Medicine —
IFCC), a Cooperagdo Internacional para Acreditagdo de Laboratorios (International Laboratory
Accreditation Cooperation — ILAC), a Organizagao Internacional de Normalizacao (International
Organization for Standardization — 1SO), a Unido Internacional de Quimica Pura e Aplicada
(International Union of Pure and Applied Chemistry — ITUPAC), a Unido Internacional de Fisica Pura
e Aplicada (International Union of Pure and Applied Physics — ITUPAP) e a Organizacdo Internacional
de Metrologia Legal (International Organization of Legal Metrology — OIML).

O JCGM possui dois Grupos de Trabalho. O Grupo de Trabalho 1, "Expressdo de incerteza em
medicao", tem a incumbéncia de promover o uso do GUM e preparar Suplementos e outros
documentos para a sua ampla aplicagdo. O Grupo de Trabalho 2, "Grupo de Trabalho para o
Vocabulario internacional de termos fundamentais e gerais em metrologia (VIM)”, tem a incumbéncia
de revisar e promover o uso do VIM.

Documentos como este sao planejados para agregar valor ao GUM, fornecendo orientagdes sobre
aspectos da avaliagdo e do uso de incerteza de medi¢do que ndo sdo tratados de forma explicita no
GUM. Essas orientagdes serao sempre, € tanto quanto possivel, consistentes com a base probabilistica
geral do GUM.

O presente Suplemento 2 ao GUM foi elaborado pelo Grupo de Trabalho 1 do JCGM, tendo recebido

a contribui¢ao de cuidadosas revisdes por parte das organizagdes membro do JCGM e de Institutos
Nacionais de Metrologia.
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Introducao

O “Guia para a expressdo de incerteza de medicdo” (GUM) [JCGM 100:2008] apresenta um
tratamento ligado mais estreitamente a modelos com uma unica grandeza de saida escalar. Contudo,
modelos com mais de uma grandeza de saida estdo também presentes na Metrologia. O GUM inclui
exemplos, da metrologia elétrica, com trés grandezas de saida [JCGM 100:2008 H.2], e da metrologia
térmica, com duas grandezas de saida [JCGM 100:2008 H.3]. Este Suplemento ao GUM faz uma
abordagem de modelos de medigao multivariados, isto ¢, modelos com qualquer nimero de grandezas
de saida. Frequentemente, tais grandezas sdo mutuamente correlacionadas, ao dependerem de
grandezas de entrada comuns. Uma generalizacgio da metodologia de incerteza do GUM
[JCGM 100:2008 5] ¢ usada para prover estimativas das grandezas de saida, das incertezas padrdo
associadas as estimativas, e das covariancias associadas a pares de estimativas. As grandezas de
entrada ou de saida no modelo de medi¢do podem ser reais ou complexas.

O Suplemento 1 do GUM [JCGM 101:2008] trata da propagagdo de distribui¢cdes de probabilidade
[JCGM 101: 2008:5] por meio de um modelo de medigdo como base para a avaliacao da incerteza de
medi¢do, sendo sua implementagado feita por um método de Monte Carlo [JCGM 101:2008 7]. Assim
como o GUM, ele se preocupa apenas com modelos com uma tnica grandeza de saida escalar [JCGM
101:2008 1].

Este presente Suplemento apresenta uma generaliza¢cdo do método de Monte Carlo, o qual, no caso, ¢
usado para obter uma representagdo discreta da distribuicdo de probabilidade conjunta para as
grandezas de saida de um modelo multivariado. A representacdo discreta ¢ entdo usada para fornecer
estimativas das grandezas de saida, e as incertezas padrdo e covaridncias associadas aquelas
estimativas. Espera-se que o uso apropriado do método de Monte Carlo forneca resultados validos
quando a aplicabilidade da abordagem de incerteza do GUM seja questionavel, isto ¢, quando (a) a
lineariza¢do do modelo fornece uma representacdo inadequada, ou (b) a distribui¢cdo de probabilidade
para a grandeza (ou grandezas) de saida se afasta consideravelmente de uma distribuicdo Gaussiana
(multivariada).

E fornecida também orientagdo para a determinagdo de uma regido de abrangéncia para as grandezas
de saida de um modelo multivariado, a contrapartida de um intervalo de abrangéncia para uma tnica
grandeza de saida escalar, correspondente a uma probabilidade de abrangéncia estipulada. A orientagao
inclui a provisdo de regides de abrangéncia que assumem as formas de hiperelipsoides ou de hiper-
retangulos. Descreve-se também um procedimento de célculo que utiliza resultados fornecidos pelo
método de Monte Carlo para obter uma aproximagao para a menor regido de abrangéncia.
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Avaliagcao de dados de medicao — Suplemento 2 do
“Guia para a expressao de incerteza de medi¢cao” —
Extensdo a um numero qualquer de grandezas de saida

1 Escopo

Este Suplemento do “Guia para a expressao da incerteza de medi¢do” (GUM) trata de modelos de
medicao tendo qualquer nimero de grandezas de entrada (como no GUM e no seu Suplemento 1) e
qualquer niimero de grandezas de saida. As grandezas envolvidas podem ser reais ou complexas. Duas
abordagens sdao consideradas para o tratamento de tais modelos. A primeira abordagem ¢ uma
generalizacdo da metodologia de incerteza do GUM. A segunda ¢ um método de Monte Carlo como
uma implementacdo da propagacao de distribui¢des. Espera-se que o uso apropriado do método de
Monte Carlo forneca resultados véalidos quando a aplicabilidade da metodologia de incerteza do GUM
for questionavel.

A abordagem baseada na metodologia de incerteza do GUM ¢ aplicavel quando as grandezas de
entrada sdo resumidas (como no GUM) em termos de estimativas (por exemplo, valores medidos) e
incertezas padrao associadas a essas estimativas e, quando apropriado, covariancias associadas a pares
dessas estimativas. Formulas e procedimentos sdo fornecidos para obter estimativas das grandezas de
saida e para avaliar as incertezas e covaridncias-padrdo associadas. Variantes das formulas e
procedimentos referem-se a modelos para os quais as grandezas de saida (a) podem ser expressas
diretamente em termos das grandezas de entrada como func¢des de medi¢do, e (b) s@o obtidas através
da resolu¢ao de um modelo de medi¢ao, que liga implicitamente as grandezas de entrada e de saida.

As contrapartidas das formulas no GUM para a incerteza padrdo associada a uma estimativa da
grandeza de saida seriam algebricamente incomodas. Tais formulas sdo fornecidas de forma mais
compacta em termos de matrizes e vetores, cujos elementos contém variancias (incertezas padrao ao
quadrado), covariancias e coeficientes de sensibilidade. Uma vantagem dessa forma de apresentacao ¢
que essas formulas podem ser prontamente implementadas em muitas linguagens de computador e
sistemas que suportam a algebra matricial.

O método de Monte Carlo ¢ baseado (i) na atribui¢do de distribui¢des de probabilidade as grandezas
de entrada no modelo de medi¢ao [JCGM 101:2008 6], (i1) na determinagdo de uma representacao
discreta da distribui¢do de probabilidade (conjunta) para as grandezas de saida, e (iii) na determinagao,
a partir desta representacao discreta, de estimativas das grandezas de saida e a subsequente avaliagao
das incertezas e covariancias-padrdo associadas. Esta abordagem constitui uma generalizagdo do
método de Monte Carlo apresentado no Suplemento 1 do GUM, o qual se aplica a uma unica grandeza
escalar de saida.

Para uma probabilidade de abrangéncia prescrita, este Suplemento pode ser usado para fornecer uma
regido de abrangéncia para as grandezas de saida de um modelo multivariado, a contrapartida de um
intervalo de abrangéncia para uma unica grandeza de saida escalar. A provisdo de regides de
abrangéncia inclui aquelas que assumem a forma de um hiperelipsdide ou um hiper-retangulo. Essas
regides de abrangéncia sao produzidas a partir dos resultados das duas abordagens aqui descritas. Um
procedimento para fornecer uma aproximagao para a menor regido de abrangéncia, obtida a partir dos
resultados fornecidos pelo método de Monte Carlo, também ¢ dado.

Este Suplemento contém exemplos detalhados para ilustrar as orientagdes fornecidas.
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Este presente documento ¢ um Suplemento do GUM e deve ser usado em conjunto com ele e com o
Suplemento 1 do GUM. O publico deste Suplemento ¢ o mesmo do GUM e seus Suplementos. Veja
também JCGM 104.

2 Referéncias normativas

Os seguintes documentos referenciados sdo indispensaveis para a aplicagao deste documento. Para
referéncias datadas, aplica-se apenas a edi¢do citada. Para referéncias ndo datadas, aplica-se a edig@o
mais recente do documento referenciado (incluindo quaisquer alteracdes). Estdo indicados os
documentos ja traduzidos e publicados oficialmente, os quais podem ser baixados no site do Inmetro.

JCGM 100:2008. Guia para a expressao de incerteza de medigao (GUM). Guide to the expression
of uncertainty in measurement (GUM).

JCGM 101:2008.  Avaliacdo de dados de medigao — Suplemento 1 do “Guia para a expressao da
incerteza de medi¢ao” — Propagacao de distribui¢des usando um método de Monte Carlo. Evaluation
of measurement data. Supplement 1 to the “Guide to the expression of uncertainty in measurement”
— Propagation of distributions using a Monte Carlo method.

JCGM 104:2009. Avaliagao de dados de medicdo — Uma introdugdo ao “Guia para a expressao
da incerteza de medi¢d0” e documentos relacionados. Evaluation of measurement data [— An
introduction to the \Guide to the expression of uncertainty in measurement" and related documents.

JCGM 200:2008. Vocabulario Internacional de Metrologia—Conceitos Basicos e Gerais e Termos
Associados (VIM). International vocabulary of metrology — Basic and general concepts and
associated terms (VIM3).
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3 Termos e definicoes

Para efeitos deste Suplemento, aplicam-se as definigdes do GUM e do VIM, salvo indicacdo em
contrario. Algumas das definicdes mais relevantes desses documentos, adaptadas ou generalizadas
quando necessario, sdo fornecidas abaixo. Outras defini¢des, especialmente importantes para este
Suplemento, sao dadas também, incluindo defini¢des retiradas ou adaptadas de outras fontes.

Um glossério dos principais simbolos usados ¢ fornecido no anexo D.

3.1

grandeza real

grandeza cujo valor numérico ¢ um numero real

3.2

grandeza complexa
grandeza cujo valor numérico ¢ um numero complexo

NOTA  Uma grandeza complexa Z pode ser representada por duas grandezas reais na forma cartesiana
Z=Zg,72)" =Zg +iZ,

onde T significa “transposta”, i2 = —1 e Zg e Z; sio, respectivamente, as partes real ¢ imaginaria de Z, ou na
forma polar

Z=(Z,Z9)" = Z,(cosZy + isinZy) = Z,.e'?s,

onde Z, e Zy sdo, respectivamente, a magnitude e a fase de Z.

3.3

grandeza vetorial

conjunto de grandezas dispostas como uma matriz contendo uma tnica coluna

3.4
grandeza vetorial real
grandeza vetorial com componentes reais

EXEMPLO Uma grandeza vetorial real X contendo N grandezas reais X3, ..., Xy expressa como uma
matriz de dimensdo N X 1:

X1

Xn

X = == (Xl,...,XN)T.
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3.5

grandeza vetorial complexa

grandeza vetorial com componentes complexos

EXEMPLO  Uma grandeza vetorial real Z contendo N grandezas complexas Z+, ..., Z, expressa como uma
matriz de dimensao N X 1:

Zy

Zy

Z= =(Zy, ..., Zy)".

3.6

mensurando vetorial
grandeza vetorial que se pretende medir

NOTA  Generalizado de JCGM 200:2008 defini¢ao 2.3.

3.7

modelo de medicao

modelo

relacdo matematica entre todas as grandezas que se sabe estarem envolvidas numa medigao
NOTA 1 Adaptado de JCGM 200:2008 definigdo 2.48.

NOTA 2 Uma forma geral de um modelo de medigéo ¢é a equagdo h(Y, Xy, ...,Xy) = 0, onde Y, a grandeza
de saida no modelo de medigdo, ¢ o mensurando, cujo valor deve ser inferido de informagdes sobre as grandezas
de entrada X4, ..., Xy no modelo de medigéo.

NOTA 3 Nos casos em que ha duas ou mais grandezas de saida em um modelo de medigdo, o modelo de
medigdo consiste em mais de uma equacao.

3.8

modelo de medi¢cao multivariado

modelo multivariado
modelo de medigdo em que hd um ntimero qualquer de grandezas de saida

NOTA 1 A forma geral de um modelo de medi¢ao multivariado é composta pelas equagoes

hl(Yl’ ey le Xll "'IXN) - 0, - hm(Yll ey Ym,Xl, . 'XN) == O,
onde Y;, ..., Y, as grandezas de saida, m em nimero, no modelo de medicdo multivariado, constituem o
mensurando, cujos valores devem ser inferidos a partir de informagdes sobre as grandezas de entrada X1, ..., Xy
no modelo de medi¢ao multivariado.
NOTA 2 Uma representacdo vetorial da forma geral do modelo de medigao multivariado é

h(Y,X) =0,

ondeY = (Yy,...,Y,)" e h = (hy, ..., h;,) T sdo matrizes de dimensdes m x 1.
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NOTA 3 Se,naNOTA 1, m, o nlimero de grandezas de saida, for unitario, o modelo ¢ conhecido como modelo
de medigdo univariado.

3.9

fun¢ao de medi¢cao multivariada
fungdo multivariada

fun¢do, em um modelo de medi¢ao multivariado, para o qual as grandezas de saida sdo expressas em
termos das grandezas de entrada

NOTA 1 Generalizado de JCGM 200:2008 definigao 2.49.

NOTA 2 Se um modelo de medigao h(Y,X) = 0 pode ser explicitamente escrito como ¥ = f(X), onde
X = (X4,..,Xy)" sdo as grandezas de entrada e ¥ = (Yi,..,Y,,)" sdo as grandezas de saida, f =
(fi, -, fin)" € a fungdo de medigio multivariada. De forma mais geral, f pode simbolizar um algoritmo,
gerando para valores de grandezas de entrada x = (x4, ...,Xy)' um conjunto nico correspondente de valores
de grandezas de saida y; = f;(X), ..., ym = fin(%).

NOTA 3 Se, na nota 2, m, o numero de grandezas de saida, for unitario, a fungdo ¢ conhecida como uma
funcdo de medicgdo univariada.

3.10

modelo de medicao real
modelo real

modelo de medigdo, geralmente multivariado, envolvendo grandezas reais

3.11

modelo de medicao complexo
modelo complexo

modelo de medigdo, geralmente multivariado, envolvendo grandezas complexas

3.12

modelo de medi¢ao de varios estagios
modelo de varios estagios

modelo de medi¢do, geralmente multivariado, consistindo em uma sequéncia de submodelos, nos quais
as grandezas de saida de um submodelo tornam-se grandezas de entrada para um submodelo
subsequente

NOTA  Somente no estagio final de um modelo de medicao de varios estagios pode ser necessario considerar
uma regido de abrangéncia para as grandezas de saida com base na func¢do densidade de probabilidade conjunta
para essas grandezas.
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EXEMPLO  Uma instancia comum em metrologia ¢ o seguinte par de submodelos de medi¢do no contexto
de calibragdo. O primeiro submodelo possui grandezas de entrada cujos valores medidos sdo fornecidos por
padrdes de medigao e valores de indicacdo correspondentes, e como grandezas de saida os pardmetros em uma
funcdo de calibragdo. Este submodelo especifica a maneira pela qual as grandezas de saida s3o obtidas a partir
das grandezas de entrada, por exemplo, resolvendo um problema de minimos quadrados. O segundo submodelo
tem como grandezas de entrada os parametros na funcao de calibragdo e uma grandeza realizada por um valor
de indicagdo adicional, e como grandeza de saida a grandeza correspondente a essa grandeza de entrada.

3.13
funcao distribuicio conjunta

func¢ao distribuicao

fungdo que fornece, para cada valor & = (&, ...,&y) ", a probabilidade de que cada elemento X; da
variavel aleatéria X seja menor que, ou igual a ¢;

NOTA A distribui¢do conjunta para a variavel aleatoria X ¢ denotada por Gx(§), onde

GX(E) = Pr(Xl < flr '":XN < gN)

3.14

funcio densidade de probabilidade conjunta
funcdo densidade de probabilidade

fun¢do ndo negativa gy (§) que satisfaz
1 éN
Gx(§) = j f gx(z)dzy ...dz,

3.15

funcio densidade de probabilidade marginal

para uma variavel aleatéria X;, um componente de X tendo fun¢do densidade de probabilidade gx(£),
a fun¢do densidade de probabilidade para X; apenas é:

x (&) = j f 9x(8) dEy . dEiy1dE s .. dE,

NOTA  Quando os componentes X; de X sdo independentes,

9x() = Ix, (fl)gxz (§2) ---gXN(fN)-
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3.16

esperanca

propriedade de uma varidvel aleatoria X;, uma componente de X com funcdo densidade de
probabilidade gx(§), dada por

)= | o; | O:ofigx(f) g diy = | ZagXi(a-) ¢,

NOTA 1 Generalizado de JCGM 101:2008 defini¢do 3.6.

NOTA 2 A esperanga da variavel aleatoria X ¢ E(X) = (E(Xy), ..., E(Xy)) T, uma matriz de dimensio N x 1.

3.17
variancia

propriedade de uma variavel aleatéria X;, uma componente de X com fungdo densidade de
probabilidade gx(§), dada por

V(X)) = f f [a-—E(Xl-)]ng(f)di...dfl=f [, — ECX)]2gx,(6) d&,

NOTA  Generalizado de JCGM 101:2008 defini¢do 3.7.

3.18

covariancia

propriedade de um par de varidveis aleatorias X; e X;, componentes de X com fun¢do densidade de
probabilidade gx(§), dada por

Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;) = f f (& — EXDI[E; — E(X)]gx(§) dEy .. dE,
- J-_ .[_ (5 = EGDIS; - E(Xj)]gxi,xj(fi,fj) dé;d¢;

onde gxi,xj(fi; ¢;j) € a fungdo densidade de probabilidade (FDP) conjunta para as duas varidveis
aleatorias X; e X;.
NOTA 1 Generalizado de JCGM 101:2008 defini¢do 3.10.

NOTA 2 A matriz de covariancia da varidvel aleatoria X ¢ V(X), uma matriz semidefinida positiva simétrica
de dimensdo N x N contendo as covariancias COV(X i XJ) Certas operacoes envolvendo V(X) requerem
definitividade positiva.
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3.19

correlacao

propriedade de um par de varidveis aleatorias X; e X;, componentes de X com fun¢do densidade de
probabilidade gy (£), dada por

Cov(X;, X;)

/V(Xl-)V(Xj)

Corr(Xi,Xj) = Corr(Xj,Xi) =

NOTA Corr(X X j) ¢ uma grandeza de dimensao um.

3.20

matriz de covariancia de medicao

matriz de covariancia

matriz semidefinida positiva simétrica de dimensao N x N associada a uma estimativa de uma grandeza
vetorial real de dimensao N x 1, contendo em sua diagonal os quadrados das incertezas padrao
associadas aos respectivos componentes da estimativa da grandeza, e, em suas posi¢des nao diagonais,
as covariancias associadas aos pares de componentes dessa estimativa

NOTA 1 Adaptado de JCGM 101:2008 defini¢do 3.11.

NOTA 2 Uma matriz de covariancia U, de dimensdo N x N associada a estimativa x de uma grandeza X tem
a representacao

u(xy, %) o u(xq, xy) u? (x1) o u(xg, xy)
U, = : : = : : )
u(xy,x1) - u(xy,xy) u(xy,x1) - uz(xN)

onde u(x;, x;) = u?(x;) ¢ a variancia (incerteza padrio ao quadrado) associada a x; e u(x;, X;) € a covariancia
associada a x; e xj. Quando os elementos X; € X; de X ndo sdo correlacionados, u(xi, xj) = 0.

NOTA 3 No Suplemento 1 do GUM [JCGM 101:2008], a matriz de covariancia de medigdo ¢ chamada de
matriz de incerteza.

NOTA 4 Algumas dificuldades numéricas podem ocasionalmente surgir ao trabalhar com matrizes de
covariancia. Por exemplo, uma matriz de covariancia U, associada a uma estimativa vetorial x pode ndo ser
definida positiva. Essa possibilidade pode ser resultado da forma como U, foi calculada. Como consequéncia,
o fator de Cholesky de U, pode ndo existir. O fator de Cholesky ¢ usado para trabalhar numericamente com U,
[7]; veja também o anexo B. Além disso, a varidncia associada a uma combinac¢ao linear dos elementos de x
pode ser negativa, quando, de outra forma, seria de se esperar que fosse pequena e positiva. Em tal situagio,
existem procedimentos para “reparar” U, de modo que a matriz de covariancia reparada seja definida positiva.
Como resultado, o fator de Cholesky existiria e as variancias de tais combinagdes lineares seriam positivas
conforme o esperado. Tal procedimento é dado, na referéncia [27], pela seguinte variante. Forme a
autodecomposi¢ao

U, = QDQT;
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onde Q ¢ ortonormal ¢ D é a matriz diagonal dos autovalores de U,. Construa uma nova matriz diagonal, D’
por exemplo, que seja igual a D, mas com elementos menores que d,;, substituidos por din. Aqui, dpin €
igual ao produto do arredondamento da unidade do computador usado e o maior elemento de D. Célculos
subsequentes usariam uma matriz de covariancia reparada U’,, formada por

U,=QD'Q".

NOTA 5 Certas operagdes envolvendo U, requerem definitividade positiva.

3.21

matriz de correlacao

matriz semidefinida positiva simétrica de dimensdo N x N associada a uma estimativa de uma grandeza
vetorial real de dimensdo N x 1, contendo as correlagdes associadas a pares de componentes da
estimativa

NOTA 1 Uma matriz de correlagdo R, de dimensdo N x N associada a estimativa x de uma grandeza X tem
a representagao

r(xy,%1) o T(X1,XN)
R, = : . :

)

r(xy,x1) - (XN, XN)

onde r(x;, x;) = 1, e r(x;, xj) ¢ a correlagdo associada a x; € x;. Quando os elementos X; ¢ X; de X ndo sdo
correlacionados, r(xl-, xj) =0.

NOTA 2 As correlacdes também sdo conhecidas como coeficientes de correlacio.
NOTA 3 R, estarelacionado a U, (veja 3.20) por
Uy = DxR,D,,

onde D, ¢ uma matriz diagonal de dimensdo N x N com elementos diagonais u(x,), ..., u(xy). O elemento
(i,j) de U, ¢é dado por

u(xg, x;) = r(xg,x)ule)ulx)).

NOTA 4 Uma matriz de correlagdo R, ¢ definida positiva ou singular, se ¢ somente se a matriz de covariancia
U, correspondente for definida positiva ou singular, respectivamente. Certas operagdes envolvendo R,
requerem definitividade positiva.

NOTA 5 Ao apresentar valores numéricos dos elementos fora da diagonal de uma matriz de correlagdo, o
arredondamento para trés casas decimais geralmente ¢ suficiente. No entanto, se a matriz de correlag@o estiver
proxima de ser singular, mais digitos decimais precisam ser retidos para evitar dificuldades numéricas ao usar
a matriz correlagdo como entrada para uma avaliacdo de incerteza. O numero de digitos decimais a ser retido
depende da natureza do calculo subsequente, mas, como orientagdo, pode ser tomado como o nimero de digitos
decimais necessarios para representar o menor autovalor da matriz de correlagdo com dois digitos decimais
significativos. Para uma matriz de correlagdo de dimensdo 2 x 2, os autovalores Apax € Apin s80 1 £ ||, 0
menor, Ayin, sendo 1 — |r|, onde r é o elemento fora da diagonal da matriz. Se uma matriz de correlagdo for
singular antes do arredondamento, o arredondamento para zero reduz o risco de que a matriz arredondada ndo
seja semidefinida positiva.
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3.22

matriz de sensibilidade

matriz de derivadas parciais de primeira ordem para um modelo de medicao real em relagdo as
grandezas de entrada ou as grandezas de saida, avaliadas nas estimativas dessas grandezas

NOTA  Para N grandezas de entrada e m grandezas de saida, a matriz de sensibilidade com relag@o a X tem
dimensao m x N e aquela com relagdo a ¥ tem dimensdo m x m.

3.23

intervalo de abrangéncia

intervalo contendo o valor verdadeiro da grandeza com uma probabilidade declarada, com base nas
informacdes disponiveis

NOTA 1 Adaptado de JCGM 101:2008 definigdo 3.12.

NOTA 2 O intervalo de abrangéncia probabilisticamente simétrico para uma grandeza escalar ¢ o intervalo tal
que a probabilidade de que o valor verdadeiro da grandeza seja menor que o menor valor no intervalo ¢ igual a
probabilidade de que o valor verdadeiro da grandeza seja maior que o maior valor no intervalo [adaptado de
JCGM 101:2008 3.15].

NOTA 3 O menor intervalo de abrangéncia para uma grandeza ¢ o intervalo de menor comprimento entre
todos os intervalos de abrangéncia para aquela grandeza com a mesma probabilidade de abrangéncia [adaptado
de JCGM 101:2008 3.16].

3.24
regido de abrangéncia

regido contendo o valor verdadeiro da grandeza vetorial com uma probabilidade declarada, com base
nas informacdes disponiveis

3.25

probabilidade de abrangéncia

probabilidade de que o valor verdadeiro da grandeza esteja contido em um intervalo de abrangéncia
ou regido de abrangéncia especificados

NOTA 1 Adaptado de JCGM 101:2008 definigdo 3.13.

NOTA 2 A probabilidade de abrangéncia ¢, por vezes, chamada de “nivel de confianga” [JCGM 100:2008
6.2.2].

3.26

menor regido de abrangéncia

regido de abrangéncia para uma grandeza vetorial com (hiper-)volume minimo entre todas as regides
de abrangéncia para essa grandeza com a mesma probabilidade de abrangéncia
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NOTA  Para uma Unica grandeza escalar, a menor regido de abrangéncia ¢ o menor intervalo de abrangéncia
para a grandeza. Para uma grandeza bivariada, ¢ a regido de abrangéncia com a menor area entre todas as regioes
de abrangéncia para aquela grandeza com a mesma probabilidade de abrangéncia.

3.27

distribuicdo gaussiana multivariada

distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria X de dimensao N %1 tendo a fun¢ao densidade
de probabilidade conjunta

1 1
9x(&) = @[ det ()12 exp(-5E~wW'VI(E - w)

NOTA  péaesperanca e V ¢ a matriz de covariancia de X, que deve ser definida positiva.

3.28

distribuicao-7 multivariada

distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria X de dimensao N x 1 tendo a funcao densidade
de probabilidade conjunta

v+ N
r(z) 1

r&ye e V)]

1 —(V+N)/2
[1+-G-wVE-w ,

gx(§) =

com parametros i, V e v, onde V ¢é simétrico positivo definido e
oo
r'(z) = f t?~te~tdt, z>0,
0

¢ a fungdo gama

NOTA 1 A distribuigdo-f multivariada é baseada na observagdo de que se uma variavel aleatéria vetorial Q
de dimensdao N x 1 e uma variavel aleatoria escalar W sao independentes e t€m, respectivamente, uma
distribuicdo gaussiana com esperanga zero ¢ matriz de covariancia definida positiva V de dimensdo N x N, e

uma distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade, ¢ (v/W)¥/2Q = X — p, entdo X tem a distribuigdo de
probabilidade dada.

NOTA 2 gx(§) ndo é fatoravel no produto de N fungdes densidade de probabilidade mesmo quando V é uma
matriz diagonal. Geralmente, os componentes de X sdo variaveis aleatorias estatisticamente dependentes.

EXEMPLO  Quando N =2,v =5 ¢V ¢ amatriz identidade de dimensdo 2 x 2, a probabilidade de que X; > 1
¢ de 18 %, enquanto a probabilidade condicional de que X; > 1 dado que X, > 2 ¢ de 26 %.
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4 Convencoes e notacoes

Considerando os propdsitos deste documento, sdo adotadas as seguintes convengdes € notagdes.

4.1 No GUM [JCGM 100:2008 4.1.1 nota 1], para economia de notacdo, o mesmo simbolo
(maiusculas) ¢ usado para

(1) agrandeza (fisica), que se supde ter um valor verdadeiro essencialmente tnico, e
(1) avariavel aleatoria correspondente.

NOTA A variavel aleatoria tem fungoes diferentes nas avaliagdes de incerteza Tipo A e Tipo B. Em uma
avaliacdo de incerteza do Tipo A, a variavel aleatdria representa ... o resultado possivel de uma observagado da
grandeza”. Em uma avaliac@o de incerteza do Tipo B, a distribuicdo de probabilidade para a variavel aleatoria
descreve o estado de conhecimento sobre a grandeza.

Essa ambiguidade no simbolo ¢ inofensiva na maioria das circunstancias.

Neste Suplemento, assim como no Suplemento 1, para as grandezas de entrada sujeitas a uma avaliagao
de incerteza Tipo A, o mesmo simbolo (maiusculo) ¢ usado para trés conceitos, a saber

a)  agrandeza,
b)  avariavel aleatoria que representa o resultado possivel de uma observagdo da grandeza, e

c)  avariavel aleatdria cuja distribuicdo de probabilidade descreve o estado de conhecimento sobre
a grandeza.

Essa ambiguidade adicional entre duas varidveis aleatdrias distintas ndo esta presente no GUM e ¢ uma
fonte potencial de mal-entendidos. Em particular, pode-se acreditar que o procedimento de Monte
Carlo adotado neste Suplemento, bem como no Suplemento 1, estd de acordo com o procedimento
sugerido na nota do item 4.1.4 do GUM. Embora os dois procedimentos sejam analogos em principio,
na medida em que ambos se baseiam na avalia¢do repetida do modelo para valores de grandeza de
entrada individuais extraidos de uma distribuicao de probabilidade, eles sao diferentes na pratica, pois
as tomadas de valores sdo feitas a partir de diferentes distribuicdes. Na nota do item 4.1.4 do GUM, as
tomadas de valores sdo feitas a partir da distribui¢dao de frequéncia para a variavel aleatoria b). Nos
Suplementos, as tomadas de valores sdo feitas a partir da distribui¢do de probabilidade para a variavel
aleatoria c). A primeira abordagem nao ¢ recomendada na maioria das situagdes experimentais [2].

4.2  As grandezas de entrada em um modelo de medicdo sdo genericamente denotadas por
X1, ..., Xy, e coletivamente por X = (Xg, ..., Xy) ", uma matriz de dimensdo N x 1, com T denotando
“transposta’.

4.3 Da mesma forma, as grandezas de saida em um modelo de medicdo sdo genericamente
denotadas por Y, ..., Y,,, € coletivamente por ¥ = (Y1, ..., ¥,,) T, uma matriz de dimensdo m x 1.

4.4  Quando os Y; sdo expressos diretamente como féormulas em X, o modelo de medi¢ao pode ser
escrito como

Y = f(X), (1)
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onde f ¢ a funcdo de medi¢do multivariada. Equivalentemente (ver 3.9), o modelo de medigdo pode
Ser eXpresso como

Yl = fl(X)r ] ) Ym = fm(X);
onde f;(X), ..., fm(X) sdo componentes de f(X).

4.5  Quando os Y; ndo sdo expressos diretamente como formulas em X, o modelo de medicao ¢
representado pela equacao

h(Y,X) =0, )

ou, de forma equivalente (ver 3.8), por
h,(Y,X) =0, wr o hp(Y,X) =0.

4.6  Uma estimativa de X ¢ denotada por x = (x4, ..., Xy) ', uma matriz de dimensdo N x 1. A
matriz de covariancia associada a x ¢ denotada por U,, uma matriz de dimensao N x N (ver 3.20).

4.7  Uma estimativa de ¥ ¢ denotada pory = (4, ..., ¥») ', uma matriz de dimensdo m x 1. A
matriz de covaridncia associada a y € denotada por U,, uma matriz de dimensdo m x m.

NOTA U, ¢ a contraparte, para m grandezas de saida, da variancia u?(y) associada a y no contexto dos
modelos de medi¢do univariada do GUM e GUM Suplemento 1. No GUM, u(y) é denotado por u.(y), o
subscrito “c” denotando combinado. Assim como no Suplemento 1, o uso de “c” neste contexto ¢ considerado
supérfluo pelas razdes expostas em 4.10 daquele Suplemento. Consequentemente, “c” também nao ¢ usado
neste Suplemento.

4.8 Quando as estimativas das grandezas de saida em um modelo de medicdo forem usadas
individualmente, cada uma dessas grandezas pode ser considerada como a grandeza de saida no
modelo de medicdo univariado (escalar) correspondente. Quando as grandezas de saida forem
consideradas juntas, usadas, por exemplo, em um calculo subsequente, quaisquer correlagdes
associadas a pares de estimativas das grandezas de saida precisam ser levadas em consideragao.

4.9 O simbolo adotado para a incerteza padrao associada a um valor de grandeza x ¢ u(x). Quando
o contexto € tal que nao ha possibilidade de mal-entendidos, a notagdo alternativa u, pode ser adotada.
A notacdo alternativa ndo ¢ recomendada quando um valor de grandeza ¢ indexado ou adornado de
outra forma, por exemplo X; ou X.

4.10 x pode ser descrito como ‘“‘estimativas das grandezas de entrada” ou “uma estimativa da
grandeza de entrada (vetorial)”. A ultima descricdo ¢ usada mormente neste Suplemento (e
similarmente para as grandezas de saida).

4.11 Como nas subsegdes 4.2 a 4.10, uma grandeza ¢ geralmente indicada por uma letra maitscula
e uma estimativa ou algum valor fixo da grandeza (como a esperanga) pela letra minuscula
correspondente. Embora valiosa para consideragdes genéricas, tal notacao ¢ bastante inapropriada para
grandezas fisicas, devido ao uso estabelecido de simbolos especificos, por exemplo T para temperatura
termodinamica e t para tempo. Portanto, em alguns dos exemplos, uma notagdo diferente ¢ usada, na
qual uma grandeza ¢ denotada por seu simbolo convencional e sua esperan¢a ou uma estimativa dela
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por esse simbolo adornado com *. Por exemplo, a grandeza que representa a amplitude de uma corrente
alternada (exemplo 1 de 6.2.2) é denotada por I e uma estimativa de I por I [JCGM 101:2008 4.8].

4.12 Uma excecdo ¢ feita no uso dos simbolos frequentemente usados para fun¢ao densidade de
probabilidade (FDP) e fun¢do distribuicdo. O GUM usa o simbolo genérico f para se referir a um
modelo e a uma FDP. Alguma confusao surge no GUM como consequéncia desse uso. A situacao
neste Suplemento ¢ diferente. Os conceitos de funcdo de medi¢do, FDP e fun¢do distribuicdo sdo
fundamentais para seguir e implementar as orientagdes fornecidas. Portanto, no lugar dos simbolos f
e F para denotar uma FDP e uma func¢ao distribuicao, respectivamente, sao usados os simbolos g ¢ G.
Esses simbolos sdo indexados adequadamente para denotar a grandeza em questdo. O simbolo f ¢
reservado para uma funcio de medigdo. Contrapartes vetoriais desses simbolos também sdo usadas.

4.13 Uma PDF ¢ atribuida a uma grandeza, que pode ser uma unica grandeza escalar X ou uma
grandeza vetorial X. No caso escalar, a FDP para X ¢ denotada por gy (¢), onde ¢ € uma variavel que
descreve os possiveis valores de X. Este X ¢ considerado como uma varidvel aleatoria com esperanca
E(X) e variancia V (X).

4.14 No caso vetorial, a FDP para X ¢ denotada por gx(§), onde § = (&, ...,&y)" é uma variavel
que descreve os possiveis valores da grandeza X. Este X ¢ considerado como uma variavel aleatoria
com esperanca E (X) e variancia V(X).

4.15 Analogamente, no caso escalar, a FDP de Y ¢ denotada por gy (n) e, no caso vetorial, a FDP de
Y ¢ denotada por gy(n).

4.16 Conforme Resolugao 10 da 22* CGPM (2003) *“... o simbolo para o marcador decimal deve ser
o ponto na linha ou a virgula na linha ...”. O JCGM decidiu adotar, em seus documentos em inglés, o
ponto na linha. Na presente versao brasileira adotou-se a virgula na linha.

5 Principios basicos
5.1 Generalidades

5.1.1 No GUM [JCGM 100:2008 4.1], um sistema de medi¢ao ¢ modelado em termos de uma fungao
envolvendo grandezas reais de entrada X3, ..., Xy € uma grandeza de saida real Y na forma da expressao
(1), ou seja, Y = f(X), onde X = (X, ..., Xy)" é referido como a grandeza de entrada vetorial real.
Esta fun¢ao ¢ conhecida como uma fun¢do de medicao univariada real (ver 3.9 nota 3).

5.1.2 Na pratica, nem todos os sistemas de medi¢do encontrados podem ser modelados como uma
funcdo de medigdo em uma unica grandeza de saida escalar. Esses sistemas podem, em vez disso,
envolver

a) um numero de grandezas de saida Y, ..., Y, (denotado coletivamente pela grandeza de saida
vetorial real ¥ = (Y3, ..., Y;) 7), assumindo a forma (1), ou seja, ¥ = f(X), ou

b)  aforma mais geral de modelo de medigdo, assumindo a forma (2), ou seja, h(¥ ,X) = 0.

5.1.3 Além disso, alguns ou todos os componentes de X ¢ ¥ podem corresponder a componentes
(parte real e parte imaginaria, ou magnitude e fase) de grandezas de entrada complexas. Portanto, todos
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os modelos de medicdo podem ser considerados (sem perda de generalidade) como reais. No entanto,
um tratamento mais simples do que o tratamento correspondente envolvendo partes reais e imaginarias
se aplica ao caso complexo [14]. O tratamento fornece expressdes matriciais sucintas para a lei de
propagacao de incerteza quando aplicada a modelos de medi¢do com grandezas complexas (modelos
complexos). Ver 6.4 e anexo A.

5.1.4 Este Suplemento do GUM considera os modelos de medi¢dao mais gerais em 5.1.2 ¢ 5.1.3.

5.2 Principais etapas da avaliacio da incerteza
5.2.1 As principais etapas da avaliacdo da incerteza constituem formulagdo, propagacao e resumo:

a)  Formulagdo:

1) definir a grandeza de saida Y , a grandeza que se pretende medir (o vetor mensurando);
2) determinar a grandeza de entrada X da qual Y depende;
3) desenvolver uma fun¢do de medi¢ao [f em (1)] ou modelo de medi¢do (2) relacionando X e Y;

4) com base no conhecimento disponivel, atribuir FDPs — gaussianas (normais), retangulares
(uniformes), etc. — aos componentes de X. Alternativamente, atribuir uma FDP conjunta aos
componentes de X que ndo sao independentes dos pares;

b)  Propagagdo:
propagar, por meio do modelo, as FDPs atribuidas para os componentes de X, para obter a FDP
(conjunta) para ¥;

¢)  Resumo:

use a FDP de Y para obter
1) aesperancga de Y, tomada como uma estimativay de Y,

2) amatriz de covaridncia de Y, tomada como a matriz de covariancia U, associadaa y, e

3) uma regido de abrangéncia contendo ¥ com uma probabilidade especificada p (a probabilidade
de abrangéncia).

5.2.2 Os passos da etapa de formulacao sdo realizados pelo metrologista. A orientagdo sobre a
atribuicdo de FDPs (passo 4 da etapa a) em 5.2.1) ¢ fornecida no Suplemento 1 do GUM para alguns
casos comuns ¢ em 5.3. As etapas de propagacao e resumo, b) e ¢), para as quais orientacdes detalhadas
sdo aqui fornecidas, ndo requerem informacdes metroldgicas adicionais e, em principio, podem ser
executadas com qualquer tolerancia numérica necessaria para o problema especificado na etapa de
formulacao.

NOTA  Uma vez realizada a etapa de formulacdo a) em 5.2.1, a FDP para Y ¢ completamente especificada

matematicamente, mas geralmente o calculo da esperanga, da matriz de covariancia e de regides de abrangéncia
requerem métodos numéricos que envolvem um grau de aproximacao.
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5.3 Funcoes densidade de probabilidade para as grandezas de entrada
5.3.1 Generalidades

O Suplemento 1 do GUM fornece orientagdo sobre a atribuicdo, em algumas circunstancias comuns,
de FDPs as grandezas de entrada X; na etapa de formulacdo da avaliagdo da incerteza
[JCGM 101:2008 6]. A unica distribuicao multivariada considerada no Suplemento 1 do GUM ¢ a
gaussiana multivariada [JCGM 101:2008 6.4.8]. Essa distribui¢ao ¢ atribuida a grandeza de entrada X
quando a estimativa x e a matriz de covariancia associada U, constituem a iinica informagao disponivel
sobre X. Uma outra distribui¢ao multivariada, a distribui¢do-7 multivariada, ¢ descrita em 5.3.2. Essa
distribui¢do surge quando uma série de valores indicados, considerada como sendo obtida
independentemente de uma grandeza vetorial com esperanca desconhecida e matriz de covariancia
desconhecida com uma distribui¢do gaussiana multivariada, ¢ a inica informag¢ao disponivel sobre X.
Ver também 6.5.4.

5.3.2 Distribuicao-f multivariada

5.3.2.1 Suponha que uma série de n valores indicados xy, ..., x,, cada um de dimensdo N x 1, esta
disponivel, com n > N, considerada como tendo sido obtida independentemente de uma grandeza
com esperanca desconhecida g e matriz de covariancia X de dimensdao N x N tendo a distribuicao
gaussiana multivariada N (u, X). A grandeza de entrada desejada X de dimensdo N x 1 ¢ tomada como
sendo igual a u. Entdo, atribuindo uma distribuicao a priori conjunta nao informativa a g ¢ X, e usando
o teorema de Bayes, a FDP marginal (conjunta) para X ¢ uma distribui¢do-¢ multivariada t,, (X, S/n)
comv = n — N graus de liberdade [11], onde

G = D = DT 4t (= D) (0 = D).

1
Y = — cee , S:-
X n(x1+ + x,,) o

NOTA A distribuigdo a priori pode ser atribuida de outras formas, o que influenciaria os graus de liberdade
ou mesmo a distribuicéo.

53.2.2 AFDPparaX¢

rm/2)
r'(v/2)(mv)N/2

1 s\ 2
9x(®) = x [det(S/m)] 2 [1 +-E-07T(2) @- f)] ,

onde I'(z) ¢ a fungdo gama com argumento Z.

5.3.2.3 X possui esperanga e matriz de covariancia

S
v—2n

EX)=x, VX)=

onde E(X) ¢ definido apenas parav > 1 (ou seja, paran > N + 1) e V(X) apenas parav > 2 (ou seja,
paran > N + 2).

5.3.2.4 Pararealizar uma amostragem a partir de t, (X, $/n), tome aleatoriamente N valores z;, i =

1, ..., N, da distribui¢do gaussiana padrdo N(0, 1) e um tnico valor aleatério w de yZ, a distribui¢io
qui-quadrado com v graus de liberdade e obtenha
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v
f=f+LZ\/%, Z=(Zl,...,XN)T,

onde L ¢ a matriz triangular inferior de dimensdo N x N dada pela decomposi¢ao de Cholesky §/n =
LLT [13].

NOTA A matriz L pode ser determinada como na referéncia [13], por exemplo.
5.3.3 Construcao de fun¢oes densidade de probabilidade multivariadas

Quando as grandezas de entrada Xj, ..., Xy estdo correlacionadas, as informagdes que normalmente
estao disponiveis sobre elas sdo as formas de suas FDPs (por exemplo, uma ¢ gaussiana, outra ¢
retangular, etc), estimativas x4, ..., Xy, usadas como suas esperancgas, incertezas- padrao associadas
u(xq), ..., u(xy), usadas como seus desvios-padrdo, e covariancias associadas aos pares de x;. Um
dispositivo matematico conhecido como cdpula [20] pode ser usado para produzir uma FDP para X
consistente com tais informagdes. Tal FDP ndo ¢ unica.

5.4 Propagaciao de distribuicoes

5.4.1 A Figura 1 (esquerda) apresenta uma ilustragdo de um modelo de medicdo no qual existem N
= 3 grandezas de entrada mutuamente independentes X = (X;,X,,X3)" e m = 2 grandezas de saida
Y = (Y1,Y,)". A fungio de medigio ¢ f = (fy, fo)". Parai=1,2, 3, X; ¢ atribuido a FDP gy, (§;), e Y
¢ caracterizado pela FDP conjunta gy(n) = gy, v,(1,72). A Figura 1 (a direita) adapta este exemplo
para o caso em que X; ¢ X, sdo mutuamente dependentes e caracterizados pela FDP conjunta

Ix.,x%, (§1,¢2).

5.4.2 Pode haver uma grandeza de saida adicional, por exemplo @Q, dependente de Y. Y seria
considerado como uma grandeza de entrada para um outro modelo de medicao representado em termos
de uma funcao de medicao ¢, digamos:

Q = t(Y).

Como exemplo, ¥ pode ser o vetor de massas em um conjunto de padrdes de massa, ¢ Q a soma de
alguns deles.

gx,(§1) —
Y1 = fi(X1, Xy, X3) 9x,x%,182) =1 Yy = fi(Xy, X3, X3)

Ix,(§2) — — Jy,v,(M1,1M2) — gy, v,(M1,12)
Y, = fo(X1, X2, X3) gx. (€3) — Y, = fo(X1, X2, X3)
3

9x, (§3) —

Figura 1 — Propagacio de distribuicdes para N = 3 grandezas de entrada e m = 2 grandezas de saida
quando as grandezas de entrada X1, X, e X3 sio mutuamente independentes e (a direita) quando X, e
X, sio mutuamente dependentes (5.4.1)

5.4.3 A composi¢do das funcdes de medigdo f e t, que sdo consideradas como submodelos, gera Q
como uma funcao de X. Pode, no entanto, ser desejavel manter os submodelos individuais quando eles
se relacionam com estagios funcionalmente distintos. Esses dois submodelos constituem uma instancia
de um modelo de varios estagios (ver 3.12).
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5.4.4 O caso em que o estagio final de um modelo de varios estagios tem uma grandeza de saida que
¢ uma grandeza escalar singela, sendo essa grandeza a tunica grandeza de saida de interesse, pode ser
tratado usando o Suplemento 1 do GUM.

5.5 Obtendo informacgoes resumidas

5.5.1 Uma estimativa y da grandeza de saida Y ¢ a esperanga E(Y). A matriz de covariancia U,
associada a y é a matriz de covariancia V(Y).

5.5.2 Para uma probabilidade de abrangéncia p, uma regido de abrangéncia Ry para Y satisfaz

J r,av()dn =p.

NOTA 1 Embora variaveis aleatorias correspondentes a algumas grandezas possam ser caracterizadas por
distribui¢cdes que ndo possuem esperanga ou matriz de covariancia (ver, por exemplo, 5.3.2), uma regido de
abrangéncia para Y sempre existe.

NOTA 2 Geralmente ha mais de uma regido de abrangéncia para uma probabilidade de abrangéncia p
declarada.

5.5.3 Nao existe contrapartida multivariada direta do intervalo de abrangéncia probabilisticamente
simétrico de 100p % considerado no Suplemento 1 do GUM. Existe, no entanto, uma contrapartida
do menor intervalo de abrangéncia de 100p %. E a regido de abrangéncia de 100p % para ¥ de menor
hipervolume.

5.6 Implementac¢oes da propagacio de distribuicoes
5.6.1 A propagacdo de distribui¢des pode ser implementada de varias formas:
a)  métodos analiticos, os quais fornecem uma representacdo matematica da FDP para ¥;

b)  propagagdo de incerteza baseada na substituicdo do modelo por uma aproximacao da série de
Taylor de primeira ordem (uma generalizagdo do tratamento no GUM [JCGM 100:2008 5.1.2])
— a lei (geral) de propagacao de incerteza;

¢)  métodos numéricos [JCGM 100:2008 G.1.5] que implementam a propagac¢do de distribuicdes,
especificamente utilizando o método de Monte Carlo (MMC).

NOTA 1 Solugdes expressas analiticamente s3o ideais porque ndo introduzem nenhuma aproximagdo. No
entanto, elas sdo aplicaveis apenas em casos simples. Esses métodos ndo serdo mais considerados neste
Suplemento, exceto nos exemplos para fins comparativos.

NOTA 2 O MMC, como aqui tratado, ¢ considerado como um meio para fornecer uma representacao numeérica
da distribuicao para uma grandeza de saida vetorial, em vez de um método de simulagao propriamente dito. No
contexto da etapa de propagacdo da avaliagdo da incerteza, o problema a ser resolvido ¢ deterministico, ndo
havendo nenhum processo fisico aleatdrio a ser simulado.

5.6.2 Na propagacgao de incertezas, a estimativa x = E(X) de X e a matriz de covariancia associada
U, = V(X) sdo propagadas através (de uma lineariza¢do) do modelo de medigdo. Este Suplemento
fornece procedimentos para fazer isso para os varios tipos de modelo considerados.
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5.6.3 A Figura 2 (esquerda) ilustra a lei (geral) de propagacdo de incerteza para um modelo de
medi¢do com N = 3 grandezas de entrada mutuamente independentes X = (X1, X,,X3)T e m = 2
grandezas de saida Y = (3, Y5)T. X é estimado por x = (x4, X5, X3)T com incertezas padrio associadas
u(xy), u(x;) e u(xz). Y € estimado por y = (y;,y,)" com matriz de covaridncia associada U,. A
Figura 2 (direita) se aplica quando X; e X, s3o mutuamente dependentes com covariancia u(xy, x5)
associada as estimativas x; € x.

Y1 = fi(Xy, Xo, X3) u(zy), u(x2) —= Yy = fi (X, X5, X3)
. .

Ys = fo(X1, X2, X3) Yo = fo( X1, X2, X3)

T3, u(rs) — 3, u(rs) —

Figura 2 -- Lei geral da propagacao de incerteza para N = 3 grandezas de entrada mutuamente
independentes X1, X, e X3 e m = 2 (quase invariavelmente) grandezas de saida mutuamente
dependentes, e (direita) como esquerda, mas para X, e X, mutuamente dependentes (5.6.3)

5.6.4 No MMC, uma representacdo discreta da distribuicdo de probabilidade (conjunta) para X ¢
propagada através do modelo de medigao para obter uma representacao discreta da distribuicdo de
probabilidade (conjunta) para Y a partir da qual a informacao resumida ¢ determinada.

6 Metodologia de incerteza do GUM
6.1 Geral

6.1.1 A propagacao de incertezas para modelos de medi¢ao que sao mais gerais do que a forma Y =
f(X) tratada no GUM esté descrita abaixo (ver 6.2 e 6.3). Embora tais modelos de medi¢ao ndo sejam
diretamente considerados no GUM, os mesmos principios subjacentes podem ser utilizados para
propagar estimativas das grandezas de entrada e as incertezas associadas as estimativas através do
modelo de medi¢ao para obter estimativas das grandezas de saida e as incertezas associadas.
Expressdes matematicas para a avaliacdo de incerteza sdo declaradas utilizando a notagdo de matriz-
vetor, em vez dos somatorios subscritos dados no GUM, porque geralmente tais expressdes sao mais
compactas e mais naturalmente implementadas em modernos pacotes de software e linguagens de
programacao.

6.1.2 Para a aplicacdo da lei de propagacao de incerteza, sao utilizadas as mesmas informagdes
referentes as grandezas de entrada, como tratadas no GUM para o modelo de medi¢ao univariado:

a) uma estimativa x = (x4,...,xy)" da grandeza de entrada X

b) a matriz de covariancia U, associada a x contendo as covariancias u(xl-,xj),i =1,...,N,j =
1,...,N, associada a x; € x;.

6.1.3 A descrigcdo da propagacdo de incerteza dada em 6.2 ¢ 6.3 ¢ para modelos de medigao reais,

incluindo modelos de medicdo complexos que sdo expressos em termos de grandezas reais. Um
tratamento para modelos de medi¢do complexos ¢ dado em 6.4. Veja também 5.1.3.
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6.1.4 Em 6.5 ¢ descrita a forma de obtencdo de uma regido de abrangéncia para uma grandeza de
saida vetorial.

6.2 Propagacao de incerteza para modelos de medi¢ao multivariados explicitos

6.2.1 Geral

6.2.1.1 Um modelo de medi¢do multivariado explicito especifica uma relagdo entre uma grandeza
desaida ¥ = (V3,...,Y,)" e uma grandeza de entrada X = (X3,...,Xy)" e assume a forma

Y=fX), f=0 "
Onde f denota a funcdo de medi¢ao multivariada.

NOTA  Qualquer fungdo particular f;(X) pode depender de apenas um subconjunto de X, com cada X;
aparecendo em pelo menos uma fungdo.

6.2.1.2 Dada uma estimativa x de X, uma estimativa Y ¢é

y = f(x).
6.2.1.3 A matriz de covariancia de dimensdao m x m associadaa y ¢
ULy o uLYm)
U, = : : ,
UWm Y1) o U Ym)
onde cov(y;, y;) = u*(y;) e é dado por

U, = C,U,C,,

Onde C, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensdo m X N dada pela avaliagao

[24 i
ox, 70Xy
m  Ofm
ox, 70Xy

em X = x [19, pagina 29].

6.2.2 Exemplos
EXEMPLO 1 Resisténcia e reatancia de um elemento de circuito [JCGM 100:2008 H.2]

A resisténcia R ¢ a reatdncia X de um elemento de circuito sdo determinadas medindo-se a amplitude V de uma
diferenga de potencial alternada senoidal a ele aplicada, a amplitude I da corrente alternada que passa por ele e
o angulo de fase ¢ entre as duas. O modelo de medi¢@o bivariado para R e X em termosde V, [ e ¢ ¢

14 14
R=fi(V,I,¢) = S cose, X=£LWV1¢)= — seng. 4)
Em termos de notagdo gera, N =3, m =2, X=f,(V,[,§)" e Y = (R, X)".

Uma estimativa y = (R, X)7 de resisténcia e reatincia é obtida avaliando as expressdes (4) em uma estimativa
x = (V,I,$)7 da grandeza de entrada X.
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A matriz de covariancia Uy, de dimenséo 2 x 2 associada a y € dada pela formula (3), onde C, € a matriz de
sensibilidade de dimensdo 2 x 3 dada pela avaliagao

0fi 0fi Ofi cos¢p Vcosg Vseng
av al 6¢ _ 1 - 12 - 1
of, 0f, 0dfy|~ |sen¢ Vseng Vcosgp
av adl 099 I 12 I

emX = x, e U, ¢amatriz de covariancia de dimensdo 3 x 3 associada a x.

NOTA  No GUM, areatancia ¢ denotada por X, que ¢ a notagao utilizada aqui. A reatancia X, um componente
da grandeza de saida vetorial ¥, ndo deve ser confundida com X, a grandeza de entrada vetorial.

EXEMPLO 2 Coeficiente de reflexdo medido por um refletometro de micro-onda (abordagem 1)

O coeficiente de reflexdo (complexo) I' medido por um refletdometro de micro-ondas calibrado, como um
analisador de rede automatico, ¢ dado pelo modelo de medi¢do complexo

aW+b
T oew+1’ (5)

onde W ¢ o coeficiente de reflexdo (complexo) ndo corrigido e @, b ¢ ¢ sdo os coeficientes de calibracdo
(complexos) que caracterizam o refletometro [10, 16, 26].

Em termos de notagao geral e trabalhando com partes real e imaginaria das grandezas envolvidas, N = 8, m =
2,X = (ag,a;, bg, by, cg, e, Wg, WT e Y = (I, I7)"

Uma estimativa y = (I, ;)™ do coeficiente de reflexdio (complexo) ¢ dada pelas partes real e imaginaria do
lado direito da expressdo (5) avaliada na estimativa x da grandeza de entrada X.

A matriz de covariancia U,, de dimenso 2 x 2 associada a y € dada pela formula (3), onde C, € a matriz de
sensibilidade de dimensao 2 x 8 dada pela avaliacao

6I"R 6FR 6FR 6FR 6FR 6FR 6FR 6I"R
dap day 9bg dby dcg dc IWR Wy
an a4, A, on, on, o, A, dn
dap da; 9bg Oby Ocg dc  OWR AWy

em X = x, e U, ¢ amatriz de covariancia de dimensao § x § associada a x.
EXEMPLO 3 Calibragdo de padroes de massa

Este exemplo constitui uma amostragem de um modelo multiestagio (ver 3.12, 5.4.2 ¢ 5.4.3).

Um conjunto de g padrdes de massa de valores de massa desconhecidos m = (my,...,my)" € calibrado por
comparagdo com um quilograma de referéncia, utilizando um comparador de massa, um peso de sensibilidade
para determinar a sensibilidade do comparador e um ntimero de instrumentos auxiliares como um termoémetro,
um barémetro ¢ um higrometro para determinar a corre¢do associada ao empuxo do ar. O quilograma de
referéncia e o peso de sensibilidade tém massas my e mg, respectivamente. A calibragdo ¢ realizada por meio
da execugdo, de acordo com um procedimento de medicdo adequado, de um numero k suficiente de
comparagdes entre grupos de padrdes, produzindo diferencas aparentes no ar = (0y,..., 9 )". Corregdes de
empuxo b = (b4, ..., by)" correspondentes sdo calculadas. Diferencas de massa X no vacuo sdo obtidas a partir

do submodelo X = f(W), onde W = (mg, mg, 5, b

Uma estimativa y = (Mg, ..., M4)" das massas m ¢ tipicamente dada pela solugdo de minimos quadrados do

sistema de equagdes sobre determinado Am = X, onde A é uma matriz de dimensdo k x g com elementos iguais
a +1, —1 ou zero, de acordo com os padrdes de massa envolvidos em cada comparagdo, e respeitando as
incertezas associadas a estimativa x de X. Com esta escolha, a estimativa y é dada por
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y=U,A'Uy'x, (6)

onde a matriz de covariancia U,, de dimensdo g X ¢ associada a y ¢ dada por Uy, = (A'Uz*A)™1. U, é a matriz
de covariancia de dimensdo k X k associada a x. Uma descri¢ao mais detalhada do submodelo, bem como um
procedimento para obter U, em termos de U,,, a matriz de covariancia associada a estimativa w de W, esta
disponivel em [3].

O modelo de medi¢cao multivariado para este exemplo pode ser expresso como
Y =U,AU;'X,
onde a fungdo de medicao ¢ UyATU;IX . Em termos de notagdo gera, N =k,m=qeY =m.
NOTA  Computacionalmente, € mais eficiente obter a estimativa proporcionada pela formula (6) usando um

algoritmo baseado em fatoragdo ortogonal [13], do que utilizar esta formula explicita.

6.3 Propagacao de incerteza para modelos de medi¢do multivariados implicitos

6.3.1 Geral

6.3.1.1 Um modelo de medi¢do multivariado implicito especifica uma relagdo entre uma grandeza
desaidaY = (V;,...,Y,,)" e uma grandeza de entrada X = (X;,..., Xy)7, ¢ assume a forma

h(Y,X)=0, h=(hy,...,h,)"

6.3.1.2 Dada uma estimativa x de X, uma estimativa y de ¥ ¢ dada pela solucao do sistema de
equacgoes

h(y,x) = 0. (7)

NOTA O sistema de equagdes (7) geralmente deve ser resolvido numericamente para y, utilizando, por
exemplo, o método de Newton [12] ou uma variante desse método, partindo de uma aproximagdo y(© para a
solucdo.

6.3.1.3 A matriz de covariancia U,, de dimensdo m X m associada a y € avaliada a partir do sistema
de equagoes

C,U,Cy = C,U,C,, (8)

onde C,, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensdo m X m contendo as derivadas parciais oh,/0Y;, £ =

1,....m,j=1,...,me C, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensao m X N contendo as derivadas
parciais 0h,/0X;, ¥ =1,...,m,i = 1,..., N, todas as derivadas sendo avaliadasem X = xe ¥ = y.

NOTA 1 A matriz de covariancia U na expressio (8) ndo ¢ definida se €, € singular.
NOTA 2 A expressao (8) ¢ obtida de forma similar a expressao (3), com o uso do teorema da fungao implicita.

6.3.1.4  Formalmente, as matrizes de covariancia U, e U,, sdo relacionadas por

U, =CU,C, ©)
onde
c =c,'c,, (10)

¢ uma matriz de coeficientes de sensibilidade de dimensao m X N.
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6.3.1.5 O Anexo B contém um procedimento para formar U,. Nédo ¢ recomendado que U, seja
obtido diretamente avaliando a expressao (10) e depois a expressao (9); tal procedimento ¢ menos
estavel numericamente.

6.3.2 Exemplos
EXEMPLO 1 Conjunto de pressoes geradas por uma balan¢a de pressdo
A pressdo p gerada por uma balanga de pressdo ¢ implicitamente definida pela equacdo

_ Mmw(1—pa/pw)ge
Ag(1+Ap)(1+as6)’

QY

onde m,, ¢ a massa total aplicada, p, e p,, sdo, respectivamente, as densidades do ar e das massas aplicadas, g,
¢ a aceleragdo local devida a gravidade, A, ¢ a area efetiva da segdo transversal da balanga na pressdo zero, A ¢
o coeficiente de distor¢ao do conjunto pistao-cilindro, « ¢ o coeficiente de expansdo térmica e 06 ¢ o desvio da
temperatura de referéncia de 20 °C [17].

Considere que pq,...,p; denotam as pressdes geradas, respectivamente, para as massas aplicadas
My 1,- -+, My g € 08 desvios de temperatura 664, ..., 86,.

Em termos de notagdo geral, N =6+2q, m=gq, X = (4o A 001, Myq,...,00q, My q,0, 0, Je)*
e Y=(y...,09)"

X e Y sdo relacionados pelo modelo de medigdo
Ry (Y, X) = Aop; (1 + Ap;) (1 + ad6;) — myy; (1 - ;’—w) 9, =0, j=1,..,q. (12

Uma estimativa p; de p; ¢ obtida resolvendo uma equagdo da forma (12) usando estimativas de Ay, A, a, 86},
My, j» Pa> Pw € Je- NO entanto, as estimativas resultantes possuem covaridncias associadas porque todas elas
(estimativas) dependem das grandezas medidas Ay, A, @, pa, Pw € G-

A matriz de covariancia U,, de dimensdo g X q associada a y = (py,...,Pq)" € avaliada a partir da expressdo
(8), onde Cy, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensdo q X g contendo as derivadas parciais oh,/0Y;, ¢ = 1,...,q,
j=1,...,q e C, é amatriz de dimensdo q X (6 + 2q) contendo as derivadas parciais oh,/0X;, ¥ =1,...,q,
i=1,...,6 +2q,ambas avaliadasem X = x ¢ Y = y, e U, ¢ a matriz de covariancia de dimensao (6 + 2q) X
(6 + 2q) associada a x.

NOTA 1 Uma fungdo de medigdo [dando Y;(= p;) explicitamente como uma fungdo de X] pode ser
determinada neste caso como a solugdo de uma equagdo quadratica. Tal forma ndo é necessariamente estavel
numericamente. Além disso, modelos de medigdo envolvendo adicionais poténcias de ordem superior de p sdao
as vezes utilizados [9]. A determinacdo de uma expressao explicita nao € geralmente possivel em tal caso.

NOTA 2 Existe mais de uma forma de expressar o modelo de medi¢ao (12). Por exemplo, no lugar da forma
(12), o modelo baseado em igualar a zero a diferenga entre os lados esquerdo e direito do modelo (11) poderia
ser utilizado. A eficiéncia e a estabilidade da solugcdo numérica do modelo de medi¢do dependem da escolha
feita.

NOTA 3 Podem também ser analisados modelos mais completos para a pressdo gerada por uma balanca de
pressao [17], incluindo, por exemplo, uma corre¢do que leva em conta os efeitos da tensdo superficial.

NOTA 4 Nem todas as grandezas de entrada aparecem em todas as equagdes, com a j-ésima equagao
envolvendo apenas Ay, A, @, 66;, My, j, Pa, Pw € Je-

EXEMPLO 2 Coeficiente de reflexdo medido por um refletometro de micro-onda (abordagem 2)
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Uma outra abordagem para o exemplo 2 dado em 6.2.2 ¢é relacionar a grandeza de entrada X =
(ag, ay, bg, by, cg, ¢, Wg, W1)T e a grandeza de saida Y = (I, [1)" utilizando o modelo de medicao bivariado

h,(Y,X) =0, hy(Y,X)=0, (13)
onde h{(Y,X) e h,(Y, X) sdo, respectivamente, as partes real e imaginaria de
(W + 1)I — (aW + b).

Uma vantagem dessa abordagem ¢ que o calculo das derivadas e, portanto, dos coeficientes de sensibilidade ¢
mais direto.

Uma estimativa y = (I, [])™ do coeficiente de reflexdo (complexo) é dada ajustando X = x nas equagdes (13)
e resolvendo-as numericamente.

A matriz de covariancia U,, de dimensdo 2 x 2 associada a y ¢ avaliada a partir da expressdo (8), onde Cy, € a
matriz de sensibilidade de dimensdo 2 x 2 contendo as derivadas parciais 0h,/0Y;, £ = 1,2, j =1,2e Cx € a
matriz de sensibilidade de dimensdo 2 x § contendo as derivadas parciais 0h,/0X;, £ = 1,2,j = 1, ...8, ambas
avaliadasem X = xeY =y, e U, ¢ a matriz de covariancia de dimensdo 8 x 8 associada a x.

EXEMPLO 3 Calibragdo do refletometro

A calibragdo de um refletdometro (exemplo 2 do 6.2.2) é normalmente realizada medindo valores W do
coeficiente de reflexdo ndo corrigido correspondente a uma série de padrdes com coeficientes de reflexdo I'.
Trés padroes sdo frequentemente utilizados, fornecendo as trés equagdes simultaneas (complexas)

(eW; +1)I; — (aW; + b) = 0, (14)

para j = 1,2,3. A separagdo dessas equacgdes em partes real e imaginaria da origem a seis equagdes lineares
simultaneas que sdo resolvidas para as estimativas de partes real ¢ imaginaria dos coeficientes de calibragdo a,
b e c¢ dando estimativas de partes real e imaginaria dos coeficientes de reflexdo ndo corrigidos W; ¢ dos

coeficientes de reflexdo I'j para os padrdes.
Em termos de notagdo geral, N = 12, m = 6,
X=Wip Wi L L Wor Wo, or Do War W I3r, [30)" € Y = (ar,ay, br, by, cr, cp)™

As grandezas de entrada ¢ saida s3o relacionadas por um modelo de medi¢do multivariado, onde, para
J =123, hy;_1(Y,X) e hyj(Y,X) slo, respectivamente, as partes real ¢ imaginaria do lado esquerdo da
expressao (14).

. . A ~ 7 ™ A A T . . -~ ’ oqe
Uma estimativa y = (dg, a; b, by, €r,¢;) dos coeficientes de calibragdo (complexos) ¢ dada utilizando as
estimativas de W; e I'; nas equagdes (14) e resolvendo essas equagdes numericamente.

A matriz de covariancia Uy, de dimensdo 6 x 6 associada a y ¢ avaliada a partir da expressédo (8), onde Cy, € a
matriz de sensibilidade de dimensdo 6 x 6 contendo as derivadas parciais 0h,/0Y;, £ =1,...,6,j =1,..,6, €
C, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensdo 6 x 12 contendo as derivadas parciais oh,/0X;, £ = 1,...,6,

i = 1,..,12, ambas avaliadas em X =x e Y =1y, e U, ¢ a matriz de covariancia de dimensdo 12 x 12
associada a x.

NOTA 1 Se um sistema computacional capaz de operar com grandezas complexas estiver disponivel, a
separagao dessas equacdes em partes real e imaginaria é desnecessaria. As equacdes podem ser resolvidas
“diretamente” paraa, b ¢ c.

NOTA 2 A j-ésima equagdo envolve apenas as quatro grandezas de entrada Wi g, Wy, [jr € [} ;.
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6.4 Propagacio de incerteza para modelos envolvendo grandezas complexas

O Anexo A cobre a determinagdo algebricamente eficiente das derivadas parciais de primeira ordem
de fungdes de medicdo multivariadas complexas. Essas derivadas sdo necessarias em uma
particularizacdo da lei de propagacdo de incerteza para tais modelos. O tratamento pode ser estendido
para modelos de medigdo multivariados complexos em geral.

EXEMPLO Coeficiente de reflexdo medido por um refletometro de micro-onda (abordagem 3)
Considere novamente o exemplo 2 dado em 6.2.2.

A grandeza de saida complexa ¥ = I' esta relacionada a grandeza de entrada complexa X = (Xq,..., X)) =
(a, b, c, W)T pelo modelo de medigao (5). Utilizando o anexo A, C,, uma matriz de sensibilidade de dimensao
2 x 8, ¢ dada avaliando

CX=[Ca C, C. CW];

com

-m(

), t=a,b,c W,
na estimativa x de X. Por exemplo, uma vez que

or _ 1
ob  cwW+1’

(15)
o uso adicional do anexo A resulta em

o-ff 3

onde Qg ¢ Q; denotam as partes real ¢ imaginaria, respectivamente, do lado direito da expressao (15).

A matriz de covariancia U, de dimensdo 2 x 2 associada ay = I', onde

E[uz(fR) u(fr, 1)
u(ff) w() ]

¢ avaliada com a expressao (A.1l - anexo A), sendo U, a matriz de covariancia (dimensao 8 x 8) associada a x.

U =[u(fRJﬁR) u(fR:fl)]
Vo lu(h R u(fL

6.5 Regido de abrangéncia para uma grandeza de saida vetorial

6.5.1 Geral

6.5.1.1 Em metrologia elétrica, por exemplo, ¢ adequado tratar uma grandeza de saida vetorial como
uma entidade Unica e, ao lidar com resumos da distribuicdo de probabilidade conjunta para essa
grandeza, manter tanta informagao quanto possivel.

6.5.1.2 Dada uma estimativa y da grandeza de saida ¥ = (V3,...,Y,,)", sua matriz de covariancia
associada U, e uma probabilidade de abrangéncia p, € necessario especificar uma regido Ry no espago
m-dimensional que contém ¥ com probabilidade p.
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6.5.1.3 Seye U, constituem a unica informagao disponivel sobre ¥, a FDP gaussiana N(y, U,), de

acordo com o principio de maxima entropia, ¢ utilizada para descrever o estado de conhecimento de ¥
[JCGM 101:2008 6.4.8].

NOTA Esta escolha de FDP, dentro da metodologia de incerteza do GUM, é consistente com a
caracteriza¢do de uma Unica grandeza de saida escalar Y por uma FDP gaussiana univariada quando os graus
de liberdade associados sdo infinitos.

6.5.1.4 Em geral, uma vez estabelecida a FDP para Y, tanto a probabilidade de abrangéncia para
uma regido de abrangéncia especifica como uma regido de abrangéncia para uma probabilidade de
abrangéncia especifica podem ser determinadas. Esse ¢ um procedimento simples quando se trata de
uma FDP gaussiana (ver 6.5.2, 6.5.3 e 6.5.4). Para outras FDPs, um método numérico como o método
de Monte Carlo (ver 7) ¢ 1til para obter solugdes aproximadas que sdo aceitaveis para fins praticos.

6.5.1.5 A determinagdo de uma regido de abrangéncia para uma grandeza bivariada (ver 6.5.2) ¢
utilizada para motivar o tratamento para o caso multivariado mais geral (ver 6.5.3). Considera-se
também a determinacdo de uma regido de abrangéncia para uma grandeza que representa a média de
um conjunto de valores de indicagao considerados como aleatorios produzidos independentemente da
distribuicdo gaussiana multivariada (ver 6.5.4).

6.5.2 Caso bivariado

6.5.2.1 O problema de especificacdo de regides de abrangéncia bivariadas explana os aspectos que
distinguem a determinagdo de regides de abrangéncia multivariadas da determinag¢do do caso
univariado. Considere um ponto ¥ = (Y3, ¥,)" no plano com coordenadas retangulares Y; (abscissa) e
Y, (ordenada). Ambas as coordenadas de Y sdo medidas com o mesmo instrumento calibrado. A
informagdo sobre Y constitui estimativas y; e y, das coordenadas, incertezas padrao u(y;) e u(y,)
associadas as estimativas, bem como a covariancia u(y,,y,) devida ao uso do mesmo instrumento na
obtengao das estimativas.

6.5.2.2  No contexto da metodologia de incerteza do GUM, como nao ha outras informagdes, a FDP
conjunta gy1,y2(7,, 7,) que caracteriza ¥ € a FDP gaussiana bivariada N(y, U,) (ver 6.5.1.3) com

[ _ u?(y1)  u(ynyz)
y=[ab o=l o )

6.5.2.3  Duas regides de abrangéncia particulares sdo consideradas:
a)  Uma elipse centrada em y [19, pagina 38]:
m -0y - ) = kg, (16)

com k,, uma constante determinada de modo que a area sob a FDP sobre a regido eliptica seja igual a
p. Com esta abordagem, a dependéncia mutua de Y; e Y, ¢ levada em consideragao.

Quando Y ¢ caracterizado por uma distribuicdo de probabilidade gaussiana (bivariada), a grandeza
Y - Y -y) (17)

¢ caracterizada por uma distribuicdo qui-quadrado com dois graus de liberdade. Segue-se que k§ ¢
dado por um ponto percentual superior desta distribui¢ao qui-quadrado e satisfaz

p = Pr(X% < k2),

40



JCGM 106:2012

onde y2 possui uma distribuicio qui-quadrado com dois graus de liberdade. Para a probabilidade de
abrangéncia p = 0,95, k,, = 2,45 (ver 6.5.3);

b) Um retangulo centrado em y com lados paralelos aos eixos e iguais aos comprimentos dos
intervalos de abrangéncia determinados separadamente para Y; e Y,. O intervalo de abrangéncia
para Y; ¢ determinado a partir da FDP para Y; dado pela marginalizagao:

gyl(m) = f_oooo 9y, .y, (M1, m2)dny, (18)

independentemente do estado de conhecimento de Y, e similarmente para o intervalo de abrangéncia
para Y,. Os intervalos de abrangéncia y; & k,u(y;) sdo determinados para a probabilidade de
abrangéncia

q=1-(0-p)/2=>0+p)/2 (19)

Este retangulo constitui uma regido de abrangéncia para Y correspondente a uma probabilidade de
abrangéncia de pelo menos p [5].

Quando Y ¢ caracterizado por uma distribuicdo de probabilidade gaussiana (bivariada), a
distribui¢do marginal (18) para ¥; € gaussiana, assim como para Y. Segue-se que k, € dado por um
ponto percentual superior da distribuicdo gaussiana padrio e satisfaz

q= Pr(IZI < kq),

onde Z tem a distribuicao gaussiana padrdo N(0, 1). Para a probabilidade de abrangéncia p = 0,95,
os intervalos de abrangéncia sdo y; + k,u(y;), para j = 1,2, com g = 0,975 e k, = 2,24 (ver
6.5.3).

NOTA 1 No contexto da metodologia de incerteza do GUM, a regido de abrangéncia eliptica dada em a) € a
menor regido de abrangéncia de 100p%.

NOTA 2 Quando Y; e Y, sdo mutuamente independentes, g na expressdo (19) pode ser substituido por g =
1/2
pe.

EXEMPLO 1 Considere uma grandeza bivariada Y caracterizada pela distribuicdo de probabilidade
gaussiana N(y, U,), onde

y=[oh w=[o %ol

A Figura 3 (esquerda) mostra regioes de abrangéncia eliptica e retangular de 95% para Y, obtidas como em a) e
b). Também sdo mostrados 1000 pontos representando amostras aleatorias dessa distribuicdo de probabilidade.
A elipse ¢ a menor regido de abrangéncia para a probabilidade de abrangéncia estipulada. Dos 1000 pontos, 950
estdo contidos dentro da regido de abrangéncia eliptica, que possui area de 26,6 unidades®, e 953 dentro da
regido retangular, que possui area de 28,4 unidades>.

EXEMPLO 2 Considere uma grandeza bivariada Y caracterizada pela distribuigdo de probabilidade
gaussiana N(y, U,,), onde

y=1 u=[ 5o

A Figura 3 (a direita) mostra regides de abrangéncia eliptica e retangular de 95% para Y, obtidas como em a) e
b). Ao contrario do exemplo 1, as grandezas dos componentes Y; e Y, de ¥ sdo (positivamente) correlacionadas.
Dos 1000 pontos, 957 estdo contidos dentro da regido de abrangéncia eliptica, que possui area de 11,8 unidades?,
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e 972 dentro da regido retangular, que possui drea de 40,1 unidades’, indicando que a probabilidade de
abrangéncia para a regido retangular ¢ superior a 0,95. A regido retangular, cuja forma nao reflete as grandezas
dos componentes correlacionados e a distribui¢ao dos pontos aleatorios, pode ser considerada inadequada como
regido de abrangéncia para ¥. Um retangulo com lados paralelos aos eixos da elipse teria area menor e poderia
ser considerado mais adequado, mas poderia ser inconveniente, pois seria expresso em termos de variaveis que
seriam artificiais em termos de aplicacao.

6.5.2.4 Exemplos adicionais de regioes de abrangéncia para grandezas de saida de modelos de
medi¢ao bivariados sao dados no item 9.

6.5.3 Caso multivariado

Para mais de duas grandezas, regides de abrangéncia ndo sao mais facilmente visualizaveis, mas podem
ser construidas de forma andloga as descritas em a) e b) de 6.5.2.3 para o caso bivariado. Uma regido
Ry no espago m-dimensional da grandeza de saida ¥ = (Y4,...,Y,,)" € necessaria de modo que a
probabilidade de que Y esteja em Ry seja igual a probabilidade de abrangéncia estipulada p. As duas
formas seguintes de Ry, andlogas as descritas em a) e b) de 6.5.2.3, podem ser consideradas:

5.0 T T 5.0 T
25 2,5
0, e
3 E
é 0.0 2 0.0
0 1. ; -2,5
-5,0 L i -5,0 i i
-5,0 -2.5 0,0 2:5 5.0 -5.0 2,5 0.0 2.5 5,0
Y1/unidade Y1/unidade

Figura 3 — Regides de abrangéncia eliptica e retangular para uma grandeza bivariada Y caracterizada
por uma distribuicao de probabilidade gaussiana para a qual as grandezas dos componentes Y e Y,
sao mutuamente independentes e (a direita) correlacionadas (6.5.2.3 exemplos 1 e 2)

a)  Um hiperelipsoide (ou elipse multivariada) em m dimensdes dado pela expressao (16).

Quando Y ¢ caracterizado por uma distribui¢do de probabilidade gaussiana (multivariada), a
grandeza (17) ¢ caracterizada por uma distribui¢do qui-quadrado com m graus de liberdade.
Segue que kf, ¢ dado por um ponto percentual superior desta distribuicao qui-quadrado e satisfaz

p = Pr(X% < k2),

Onde y2, tem uma distribui¢do qui-quadrado com m graus de liberdade. A Tabela 1 fornece
valores para o fator de abrangéncia k, para a probabilidade de abrangéncia p = 0,95 e m
grandezas gaussianas avaliadas conjuntamente para uma selecdo de valores de m.
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Tabela 1 — Fatores de abrangéncia para regiées de abrangéncia hiperelipsoidal para probabilidade de

abrangéncia p = 0,95 (6.5.2 e 6.5.3)

m kyp m kyp m kyp m kyp
1 1,96 6 3,55 11 4,44 20 5,60
2 2,45 7 3,75 12 4,59 25 6,14
3 2,80 8 3,94 13 4,73 30 6,62
4 3,08 9 4,11 14 4,87 40 7,47
5 3,33 10 4,28 15 5,00 50 8,22
b) Um hiper-retangulo (ou retdngulo multivariado) em m dimensdes centralizado em y

com lados iguais aos comprimentos dos intervalos de abrangéncia determinados separadamente
para y;, j = 1,...,m. Os intervalos de abrangéncia sdo determinados para a probabilidade de
abrangéncia ¢ = 1- (1-p)/m. Este hiper-retangulo constitui uma regido de abrangéncia para Y
correspondente a uma probabilidade de abrangéncia de pelo menos p [5]. O intervalo de
abrangéncia para cada Y; € calculado ap6s marginalizag@o.

Quando Y ¢ caracterizado por uma distribuicdo de probabilidade gaussiana (multivariada), a
distribui¢do marginal para cada Y; ¢ gaussiana. Segue-se que o fator de abrangéncia k, ¢ dado
por um ponto percentual superior da distribuicdo gaussiana padrao conforme b) de 6.5.2.3. A
Tabela 2 fornece valores para k, para a probabilidade de abrangéncia p = 0,95 e m grandezas
gaussianas avaliadas conjuntamente para uma sele¢@o de valores de m.

Tabela 2 — Como a tabela 1, mas para regioes de abrangéncia hiper-retangular (6.5.2 e 6.5.3)

m kyp m kyp m kyp m kyp

1 1,96 6 2,64 11 2,84 20 3,02
2 2,24 7 2,69 12 2,87 25 3,09
3 2,39 8 2,73 13 2,89 30 3,14
4 2,50 9 2,77 14 2,91 40 3,23
5 2,58 10 2,81 15 2,94 50 3,29

NOTA 1 Para o caso univariado (m = 1), a expressao (16) se reduz a

dando

m —y)? = kju;,

n=yxtkyu,,

os pontos finais de um intervalo de abrangéncia para Y. Para a probabilidade de abrangéncia p = 0,95, k,, =
1,96 (tabela 1).

NOTA 2 Quando os ¥; sdo mutuamente independentes, g pode ser substituido por g = p

6.5.4

1/m‘

Regisio de abrangéncia para a esperanc¢a de uma distribuicao gaussiana multivariada

Considere n vetores Y4, ..., ¥Yn, cada um de dimensao m X 1, com n > m, correspondendo a valores
de indicagado repetidos de uma grandeza multivariada ¥ = (Y4,...,Y,,)". Suponha que yj, ..., y,, podem

S€r C

onsiderados como realizagdes de vetores aleatorios independentes Yy,...,¥,, cada um
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caracterizado por uma distribui¢do de probabilidade gaussiana multivariada com esperanca g e matriz
de covariancia 2. Defina a média e a matriz de covariancia

A=Yy +-+Vy), V==[(f— AW — AT+ + ¥y — A, — A)7],
de dimensdes m X 1 e m X m, respectivamente. Entdo, a variavel randomica
—A-WVTIA-p

tem uma distribui¢do F;, ,,_, [19, Corolario 3.5.2.1], a assim chamada distribui¢do de Fisher-Snedecor
com m e n - m graus de liberdade.

NOTA A contrapartida deste resultado para uma grandeza univariada ¢ a seguinte: para variaveis aleatorias
independentes Y;,...,Y,, cada uma caracterizada por uma distribui¢do de probabilidade gaussiana univariada
com esperanga u e variancia 62, (n — 1)/?(A- 1) /S tem uma distribui¢io-t com n- 1 graus de liberdade, onde
agora

A=+t Y, 7= 1[G = A2 4+ (G = A2,

EXEMPLO Considere n = 12 valores de indicagao repetidos na forma de pares, representando
valores medidos de fragdes volumétricas de microclina (4,) e biotita (A,) em uma fina se¢do cortada
de granito G2 [4, 25]. A Figura 4 mostra esses pares como pontos, juntamente com uma regiao de
abrangéncia eliptica de 95% para a esperanca de uma grandeza A de dimensdo 2 x 1. A esperanga e a
matriz de covariancia para os valores de indicacdo sio

27,0], v = [ 1,202 —0,396]_

=162 ~0,396 0,381

O 95° percentil da distribui¢do F, 1o € 4,10. Uma regido de abrangéncia de 95% para A ¢ a elipse com
a equacao
A-a)v i (A-a) =410 x ——

12-2"

O pequeno numero de valores de indicagdo impede qualquer avaliagdo critica e significativa se as
suposicdes valem para validar esta regido de abrangéncia.

DEVEMOS COLOCAR A FIGURA 4 AQUI  ??777?
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7 Método de Monte Carlo

7.1 Geral

7.1.1 Este item fornece informagdes sobre a implementagdo do método de Monte Carlo (MMC) para
a propagacdo de distribuicdes: consulte o procedimento dado em 7.1.7, que ¢é apresentado
esquematicamente na Figura 5.

8 T T T

Fragdo volumétrica de biotita/%
o -

!

é

wn
T

%5 26 2 28 29
Fragdo volumétrica de microclina/%

Figura 4 — Doze valores de indicacdo na forma de pares e regido de abrangéncia eliptica de 95% para a
esperanca tomada como a média desses pares (exemplo 6.5.4)

7.1.2 O MMC fornece uma abordagem geral para obter uma representacao numérica aproximada G,
digamos, da func¢ao distribui¢do Gy (1) para ¥ [18, pagina 75]. A esséncia da abordagem ¢ a realizacao
de repetidas amostragens das FDPs para os X; (ou FDP conjunta para X) e a avaliacao da grandeza de
saida vetorial em cada caso.

7.1.3 Como Gy(m) codifica todas as informagdes conhecidas sobre Y, qualquer propriedade de Y,
como esperanga, variancias, covariancias e regioes de abrangéncia, pode ser aproximada utilizando G.
A qualidade desses resultados calculados geralmente melhora com o nimero de amostragens.

7.1.4 O conjunto de valores da grandeza de saida obtidos em 7.1.2 ¢ formado por amostragens
independentes da distribui¢dao de probabilidade conjunta para Y. Esperancas, varidncias (¢ momentos
superiores) e covariancias podem ser determinados diretamente a partir desses valores. A determinagdo

das regides de abrangéncia requer que esses valores sejam analisados de uma forma apropriada (ver
7.7).

7.1.5 Considere que y,, para r = 1,..., M, representa valores das grandezas de saida em 7.1.4. A
esperanga E(Y) e a variancia V(Y) de Y podem ser aproximadas utilizando y,.. Em geral, os momentos
de Y (incluindo E(Y) e V(Y)) sdo aproximados pelos momentos desses valores. Considere que My,
indica o nimero de y,. para o qual cada componente ndo ¢ maior do que o componente correspondente
de y,, sendo este qualquer vetor numérico prescrito de dimensdo m X 1. A probabilidade Pr(Y < y,)
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¢ aproximada por M, /M. Desta forma, y;, ..., ¥y fornece uma representagdo discreta da fungdo
distribui¢do Gy (M).

7.1.6 G, a saida primaria do MMC, constitui a matriz de dimensao m X M dada por

G= - ¥Yu)

7.1.7 O MMC como uma implementacdo da propagacdo de distribuicdes quando Y pode ser
explicitamente expresso em termos de X, onde M ¢ fornecido antecipadamente (ver 7.8, caso
contrario), ¢ mostrado esquematicamente na figura 5. O MMC pode ser descrito como um
procedimento passo a passo:

a)  selecione o nimero M de iteragdoes de Monte Carlo a serem feitas. Ver 7.2;

b) gere M vetores, por amostragens aleatérias das FDPs atribuidas as grandezas de entrada X; (ou
a FDP conjunta para X), como realiza¢des do (conjunto de N) X;. Ver 7.3;

c) para cada vetor, calcule o valor correspondente de Y, resultando em M valores da grandeza de
saida vetorial. Ver 7.4;

d) tome arepresentacdo G da fungdo distribui¢ao para ¥ como o conjunto de M valores da grandeza
de saida vetorial. Ver 7.5;

€)  use G para formar uma estimativa y de Y e a matriz de covariancia U,, associada a y. Ver 7.6;

f)  use G para formar uma regido de abrangéncia apropriada para Y, para uma probabilidade de
abrangéncia estipulada p. Ver 7.7.

NOTA  Matematicamente, a média dos valores da grandeza de saida vetorial M é uma realiza¢do de uma
variavel randomica com esperanca E(Y) ¢ variancia V(Y)/M. Assim, pode-se esperar que a proximidade da
concordéncia entre esta média ¢ E(Y) seja proporcional a M~1/2,

7.1.8 A eficacia do MMC para determinar y, Uy, ¢ uma regido de abrangéncia para Y depende do uso

de um valor adequadamente grande de M em 7.1.7 (item a). Orientagdao sobre como obter tal valor e,
mais geralmente, sobre a implementacdo de MMC, esta disponivel em [8]. Ver também 7.2 ¢ 7.8.

7.2 Numero de iteracoes de Monte Carlo

7.2.1 Um valor de M, o nimero de iteragdes no Monte Carlo, ou seja, o nimero de valores da
grandeza de saida vetorial, precisa ser selecionado. Este pode ser escolhido a priori, caso em que ndo
havera controle direto sobre a qualidade dos resultados numéricos fornecidos pelo MMC. A razdo ¢
que o numero de iteracdes necessarias para fornecer esses resultados com uma tolerancia numérica
prescrita dependera da “forma" da FDP para a grandeza de saida e da probabilidade de abrangéncia
requerida. Além disso, os célculos sdo de natureza estocastica, sendo baseados em amostragens
aleatorias.

7.2.2 Como ndo ha garantia de que qualquer numero especifico pré-escolhido sera bem-satisfatorio,
um procedimento que seleciona M de forma adaptativa, ou seja, conforme as iteragdes progridem, pode
ser utilizado. O subitem 7.8 fornece tal procedimento, sendo uma sua propriedade o fato de que o
numero de iteragdes realizadas ¢ economicamente consistente com a esperanga de se alcangar uma
tolerancia numérica requerida.
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NOTA Se o modelo for complicado, por exemplo, envolvendo a solu¢do de um modelo de
elementos finitos, em funcao do grande tempo computacional, pode ser que ndo seja possivel utilizar
um valor de M suficientemente grande para obter um adequado conhecimento distribucional da
grandeza de saida. Nesse caso, uma abordagem aproximada seria considerar gy(77) como gaussiano
(conforme o GUM) e proceder da seguinte forma. Um valor relativamente pequeno de M, 50 ou 100,
por exemplo, seria utilizado. A média e a matriz de covariancia dos M valores resultantes de ¥ seriam
tomadas como y e U,, respectivamente. Com esta informagdo, uma FDP gaussiana N(y,U,) seria
atribuida para caracterizar o conhecimento de ¥ [JCGM 101:2008 6.4.7] e calculada uma regido de
abrangéncia desejada para Y. Embora o uso de um valor pequeno de M seja inevitavelmente menos
confiavel do que o de um valor grande, uma vez que ndo fornece uma aproximacao a FDP para ¥, ele
leva em conta a ndo-linearidade do modelo.

7.3 Realizacdo de amostragens de distribuicdes de probabilidade

7.3.1 Em uma implementacdo de MMC, M vetores (x,, r = 1,..., M) sao amostrados das FDPs
9x,;(§;) para as grandezas de entrada Xj, ..., Xy. Quando apropriado, amostragens podem ser feitas a
partir da FDP (multivariada) conjunta gx($).

7.3.2 Recomendagdes sobre a maneira como essas amostragens podem ser obtidas para as
distribui¢des mais comuns, incluindo retangular, gaussiana, distribuicdo-t e gaussiana multivariada,
sdo fornecidas no Suplemento 1 do GUM [JCGM 101:2008 6.4; JCGM 101:2008 anexo C]. E possivel
amostrar aleatoriamente a partir de qualquer outra distribuicao [JCGM 101:2008 C.2]. Algumas dessas
distribuicdoes podem ser aproximagdes de distribuicdes baseadas em resultados de Monte Carlo
provenientes de um prévio calculo de incerteza [JCGM 101:2008 6.5; JCGM 101:2008 D].

7.3.3 Um procedimento para realizar amostragens de um outro tipo de distribui¢do multivariada, a
distribui¢do-t multivariada, é descrito em 5.3.2.4.

NOTA  Para que os resultados do MMC sejam estatisticamente validos, ¢ necessario que o0s
geradores de numeros pseudo-aleatorios, utilizados para realizar amostragens a partir das distribuigdes
estipuladas, tenham propriedades adequadas. Alguns testes de aleatoriedade dos niimeros produzidos
por um gerador sao indicados no Suplemento 1 do GUM, em C.3.2.
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FDP conjunta gy (&) para probabilidade de
grandezas de entrada X abrangéncia p
Subitem 4.14 Subitem 3.25
Entradas do MMC
modelo de medicao ntimero M de iteragles de
Y =f(X) Monte Carlo
Subitem 4.4 Subitem 7.2
50 do MMC: M vetores X4, ..., Xy
propagagac o e amostrados de gx(§)
amostragens provenientes )
da FDP de ligagdo para as Subitem 7.3
grandezas de entrada e
avaliagdo da grandeza de
saida vetorial para essas
amostragens M valores da grandeza de saida vetorial
y.=flx),r=1,...M
Subitem 7.4

______________________________________________ s

saida primaria do .
MMC: funcdo representacgdo discreta G de
distribuigdo para a funcdo distribuigdo para a
grandeza de saida grandeza de saida Y

Subitem 7.5

__________________________________ I T o el bl
Resumo do MMC estimativa y de Y e a matriz regido de
de covariancia associada U,, abrangéncia para Y
Subitem 7.6 Subitem 7.7

Figura 5 — Propagacio e etapas resumidas de avaliacdo de incerteza utilizando o MMC para
implementar a propagacio de distribuicoes quando a grandeza de saida vetorial pode ser
explicitamente expressa em termos das grandezas de entrada (7.1.7).
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7.4 Avaliacdo da grandeza de saida vetorial

7.4.1 A grandeza de saida vetorial ¢ avaliada para cada uma das amostragens M das FDPs para as N
grandezas de entrada. Especificamente, denotam-se as M amostragens por Xy, ..., Xy, cada uma de
dimensdo N X 1, onde a r-ésima amostragem x, contém X ,,..,Xy,, com X;, sendo uma

amostragem da FDP para X;. Quando o modelo de medigdo ¢ explicito, os valores da grandeza de
saida vetorial sdo

yT‘ :f(xr);r = 1,-..,M.

NOTA A fun¢do de medigdo e avaliagdes derivadas sdo realizadas nas estimativas das grandezas de entrada
quando se aplica a lei de propagacdo de incerteza usando derivadas exatas. As avaliacdes da fun¢ao de medigao
somente sao feitas quando se aplica a lei de propagagdo de incerteza usando aproximagdes numéricas (diferencga
finita) para as derivadas. Essas avaliagdes sdo feitas, se a recomendagdo do GUM ¢ adotada [JCGM 100:2008
subitem 5.1.3 nota 2], nas estimativas das grandezas de entrada e em pontos perturbados por u(x;) e —u(x;) de
cada estimativa individual x; por vez. Com o MMC, as avaliagdes da fungdo de medigao sdo feitas na vizinhanga
dessas estimativas, isto ¢, em pontos que podem mesmo estar distantes varias incertezas padrdo dessas
estimativas. O fato de que as avalia¢des da funcao de medicao sdo feitas em pontos diferentes de acordo com a
abordagem usada pode levantar questdes referentes ao procedimento numérico usado para avaliar a fungao, por
exemplo, assegurando sua convergéncia (onde esquemas iterativos sdo usados) e estabilidade numérica.
Convém que o usuario se assegure de que, quando apropriado, os métodos numéricos usados para avaliar a
fun¢@o de medigdo sdo validos para uma regido suficientemente grande que contenha essas estimativas. Apenas
ocasionalmente se espera que este aspecto seja critico.

7.4.2 As modificagdes necessarias sdo feitas no subitem 7.4.1 se X; ndo sdo independentes e,
portanto, se atribui a eles uma FDP conjunta.

7.4.3 As modificagdes necessarias sdo feitas no subitem 7.4.1 se o modelo de medi¢do ¢ implicito.
Os valores y,. da grandeza de saida vetorial sdo obtidos como solucdes para as equagdes

h(y,,x,)=0r=1,...,M.

7.5 Representacio discreta da fun¢ao distribuicio para a grandeza de saida

Uma representagao discreta da funcdo distribuicao para uma grandeza de saida vetorial ¢ formada a
partir de M valores da grandeza de saida vetorial obtida no subitem 7.4. Em geral, esta representacao
¢ uma matriz G de dimensdo m X M cuja r-ésima coluna ¢ o r-ésimo valor da grandeza de saida
vetorial. Para um modelo univariado, G ¢ um vetor de linha.

NOTA 1 A j-ésima linha de G fornece uma representagdo discreta de uma aproximacao para a distribuicdo
marginal para Y; .

NOTA 2 A matriz G tem uma interpretagdo grafica param = 1,2, 3. Considere m = 2 e,parar =1,..., M,
plote um ponto no plano Y;, Y, tendo coordenadas correspondentes a dois elementos na coluna r de G. Para M
suficientemente grande, a densidade local de pontos em qualquer regido pequena do plano serad
aproximadamente proporcional a densidade de probabilidade local.

NOTA 3 Uma variedade de informagdo pode ser deduzida de G tais como momentos de ordem elevada.
Entretanto, somente a esperanca e variancia usadas como uma estimativa de ¥ e uma aproximagao a matriz de
covariancia associada, respectivamente, sdo para ser usadas como a base para a propaga¢ao de incerteza em um
estagio posterior para a avaliagdo de incerteza [JCGM 100:2008 0.4] no contexto da estrutura de incerteza do
GUM.
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NOTA 4 Se Y ¢ para se tornar uma grandeza vetorial de entrada para um calculo de incerteza posterior,
amostragens randomicas de sua distribuicdo de probabilidade ¢ prontamente realizada amostrando-se
randomicamente através de y,, r = 1,...,M , (ou equivalentemente a partir das colunas de G ) com igual
probabilidade [JCGM 101:2008, subitem 6.5].

7.6 Estimativa da grandeza de saida e matriz de covariancia associada

A média e a matriz de covariancia,
~ 1 1 ~ ~ ~ ~
y=201++ym), Uy == =01 ="+ + u—Nou -],
sdo tomadas, respectivamente, como uma estimativa y de Y e a matriz de covariancia Uy, associada a
y.
NOTA  Nao importando se o modelo de medicdo seja linear ou ndo-linear, no limite quando M tende ao
infinito, ¥ se aproxima em probabilidade de E ( fX )) quando o ultimo existir.
7.7 Regido de abrangéncia para uma grandeza de saida vetorial

7.7.1 Generalidades

Existem, de maneira bem aberta, muitas formas de regides de abrangéncia 100p% para Y. Trés formas
de regides de abrangéncia sao dadas aqui, que estdo sendo consideradas por terem valor pratico.
Contudo, outros tipos de regides de abrangéncias podem algumas vezes ser uteis em circunstancias

particulares. Cada forma de regido de abrangéncia abordada ¢ baseada em G, isto ¢, um grupo M de
pontos y, amostrados aleatoriamente através de uma FDP para Y, tal como obtido com um método de
Monte Carlo (ver 7.5). As formas de regides de abrangéncia consideradas sdo constituidas como a
seguir:

a)  Regido de abrangéncia hiperelipsoidal, que sera proxima a menor regido de abrangéncia para Y
quando, em boa aproximacao, a FDP para Y ¢ gaussiana;

b) Regido de abrangéncia hiper-retangular, que tem uma interpretagdo simples, mas se
apresentando, em geral, pessimisticamente muito grande;

¢) Regido de minima abrangéncia, que em geral ndo tem qualquer defini¢gdo geométrica particular
e ¢ obtida para um grau de aproximacao que depende de M.

7.7.2 Regiao de abrangéncia hiperelipsoidal

Uma regido de abrangéncia 100p % hiperelipsoidal para ¥ ¢
M- -y =k, (20)

onde y especifica sua localizagdo, U,, especifica sua forma, ¢ k, especifica seu tamanho. Um
procedimento para determinar tal regido de abrangéncia esta a seguir:

a)  Transforme os pontos y,, denotando os pontos transformados por (¥,.) , de acordo com
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yr:L_l(yr_y); r=1,..,M, 1)

Onde L ¢ a menor matriz triangular de dimensdao m X m , dada pela decomposicdo de Cholesky
U,=LL";
y B

b)  Classifique os pontos transformados yr de acordo com o valor crescente de d,., onde

. . o 2
dzzeryT: ;'nzlyj,‘r' r:]'l"'lM;

c)  Use os pontos transformados yr para determinar o fator de abrangéncia k,, tal que uma fragao
p de Y, satisfaca d, < ky;

d) Tome o hiperelipsoide definido pela equagdo (20) como o limite de uma regido de abrangéncia
100p % para Y.

NOTA 1 Este procedimento é baseado na referéncia [1], em que dados multidimensionais sdo agrupados
usando a métrica

(yr - a)TZ_l(yr - a) P

com a denotando uma estatistica de localizacdo ¢ X uma estatistica de dispersdo. A escolha feita aqui é que
a=yeX=U, O procedimento ¢ também baseado na transformacdo dos pontos de modo que os pontos
transformados tenham uma matriz de covaridncia igual a matriz identidade, ndo havendo assim nenhuma
correlacdo associada com os pontos transformados. Os pontos podem entdo ser classificados. Os pontos y,. ,
que podem ser considerados como um agrupamento de pontos centrado em y , aproximam-se da distribui¢ao
para Y, como consequéncia da abordagem usada para obté-los. Uma regido de abrangéncia pode ser definida

pelo hiperelipsoide centrado em Y e que (justamente) contém 100p % desses y,- .

NOTA 2 A extensdo para a qual a regido de abrangéncia obtida ¢ apropriada depende do contexto. Pode ser
inapropriada se a distribui¢do de pontos y,. diferiu apreciavelmente da FDP gaussiana multivariada.

NOTA 3 A matriz L na etapa a) pode ser determinada como na referéncia [13], por exemplo. Ver exemplo.
NOTA 4 Este procedimento leva em conta a dependéncia mutua entre pares de componentes de Y .

NOTA 5 Para um modelo de medi¢ao complicado, por exemplo, envolvendo um calculo de elemento finito,
devido ao grande tempo de computacao pode nao ser possivel usar um valor suficientemente grande de M para
obter um conhecimento distribucional adequado da grandeza de saida. Em tal caso, uma abordagem aproximada
seria considerar a distribuicdo para ¥ como gaussiana e proceder conforme a seguir. Um valor relativamente
pequeno de M, digamos 50 ou 100, seria usado. A média e a matriz de covariancia dos M valores resultantes de
Y seriam tomadas como y e U,, respectivamente. Dada esta informagéo, uma FDP gaussiana com esperanga y
¢ matriz de covariancia U, seria usada para caracterizar o conhecimento de Y, € uma regido de abrangéncia
seria igualmente calculada para Y. Embora este uso de um valor pequeno de M seja inevitavelmente menos
confiavel do que aquele para um valor grande em que ndo fornece uma aproximacgao para a FDP para ¥, ele ndo
leva em conta a ndo linearidade do modelo. A Tabela 1 fornece valores de k, para a probabilidade de
abrangéncia p = 0,95 em fungdo de m, o nimero de grandezas de saida sob a hipdtese de Y ser gaussiana.

EXEMPLO Considere o modelo de medi¢ao

Yl =X1 +X3, YZ =X2 +X3, (22)
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Onde as grandezas de entrada X; e X, sdo para cada uma atribuida uma distribui¢ao gaussiana N(0,0,1), e a X;
¢ atribuida uma distribuigao retangular R(—(3 x 1,9)'/2, (3 x 1,9)/2 ), e as grandezas sdo independentes (aos
pares). As esperancas das grandezas de entrada X; sdo x; = 0, i = 1,2,3 , com variancias associadas u?(x;) =
0,1,i=1,2,eu?(x3) = 1,9. Entdo, como no exemplo 2 de 6.5.2.3, Y = (Y, Y,)T tem esperanca e matriz de
covariancia

y=19. v,=[25 5ol

Os y: na etapa a) sdo formados usando L™1, onde, para trés casas decimais,
L= 1,414 1,344] 1= [0,707 -2,151
~ 10,000 0,4421° ~ 10,000 2,265 |°

A Figura 6 (2 esquerda) mostra 1 000 pontos de amostragens aleatorias provenientes da distribuigdo de
probabilidade para ¥ definida pelo modelo de medigao (22) e as distribui¢des de probabilidade gaussianas acima
para as grandezas de entrada X;, i = 1,2,3. A regido de abrangéncia eliptica para 95 % para Y baseada na
caracterizagdo de Y pela distribuigdo bivariada gaussiana N(y,U,) (como em a) do subitem 6.5.2.3) ¢
apresentada pela linha tracejada. Esta regido tem area de 11,8 unidade?, k,, = 2,45 e contém 968 dos 1 000
pontos. A regido de abrangéncia eliptica determinada com base nas 1 000 amostragens (como no procedimento
acima) ¢ apresentada pela linha cheia. Esta regido tem area de 10,6 unidade?, k,, = 2,33, isto ¢, levemente menor
do que a regido obtida sob a hipdtese gaussiana, e, pela construgdo, contém exatamente 950 pontos.

O modelo de medigdo (22) ¢ considerado com mais detalhes no item 9, e exemplos posteriores de regides de
abrangéncia para grandezas de saida em modelos de medigao bivariada sdo também dados no item 9.

a1 v =i

| 3]
"

2 i i
H
H _I
W : i
- - i :
[} = M -
A= = i :
= 000 T o} H H
S s i :
= = : i
& 3 : !
o= 1 H
i H
i ]
rL 25 1

=5 L1 - - |

=3 -2.5 L Ts 50 _:L'._L'L ] 3 (@ 74 s 0
= =i § . "
Y1/unidade Y:/unidade

Figura 6 — Regides de abrangéncia elipticas baseadas no item 6.5.2.3 a) e 7.7.2, e (a direita) regides de
abrangéncia retangulares baseadas em 6.5.2.3 b) e 7.7.3 (exemplo 7.7.2 e exemplo 7.7.3)

7.7.3 Regiao de abrangéncia hiper-retangular

Uma regido de abrangéncia 100p% hiper-retangular para Y ¢
y; + kqu(y;), ji=1,..,m, (23)
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onde ¥y = (¥4, ..., ¥m) T especifica sua localizagdo, u(y) = (w(y,), ..., u(¥))" especifica sua forma,
¢ kg4 especifica seu tamanho. Um procedimento para determinacdo de tal regido de abrangéncia estd a
seguir:

a)  Transforme os pontos y,. de acordo com a expressao (21), denotando os pontos transformados
por y: , onde L ¢ agora a matriz diagonal de dimensdao m X m com elementos diagonais

u()’l)' ] u(ym);

b)  Ordene os pontos transformados ,,_  de acordo com valores crescentes de d;-, onde agora

d, = maxj—y, m |Yj,r | , r=1,..,M;

c) Useo y: ordenado para determinar o fator de abrangéncia k, tal que uma frag¢do p de y:
satisfaga d, < kg;

d) Tome o hiper-retangulo definido pela expressao (23) conforme o limite de uma regido de
abrangéncia 100p% para Y.

NOTA Com esta abordagem, ndo ¢ levada em conta a mutua dependéncia entre pares de componentes de Y.

EXEMPLO A Figura 6 (a direita) mostra os mesmos 1 000 pontos conforme os da Figura 6 (a esquerda).
A regido de abrangéncia retangular de 95 % para Y baseada na caracterizagdo Y}, j = 1,2, pela distribuigdo

gaussiana N(y;, u? (yj)), e ignorando a correlagdo associada a y; e a y, (conforme em b) do subitem 6.5.2.3),
¢ apresentada pela linha tracejada. Esta regido tem area de 40,1 unidade?, k,, = 2,24 e contém todos os 1 000
pontos. A regido de abrangéncia retangular determinada tendo como base as 1 000 amostragens (conforme no
procedimento acima) é apresentada por uma linha cheia. Esta regido tem area de 25,5 unidade?, k, = 1,78, isto
¢, ¢ menor do que a regido obtida sob a hipotese gaussiana, e, pela construgdo, contém exatamente 950 pontos.

7.7.4 Regiao de abrangéncia minima

Um procedimento que fornece uma aproximacao da menor regido de abrangéncia 100p % ¢ como a
seguir:

a)  Construa uma regido (hiper-)retangular no espago das grandezas de saida;
b)  Subdivida esta regido retangular em uma rede de pequenos retangulos;
¢)  Atribua cada valor de grandeza de saida a um pequeno retangulo contido na rede;

d) Usea fragao de valores da grandeza de saida atribuida para cada retdngulo como a probabilidade
aproximada de que Y caia naquele retangulo;

e)  Liste os retangulos em termos de probabilidade decrescente;

f)  Forme a soma acumulativa de probabilidades para estes retangulos listados, parando quando esta
soma nao seja menor do que p;

g)  Tome o grupo correspondente de retdngulos como defini¢do da menor regido de abrangéncia.

NOTA 1 O procedimento ¢ baseado na referéncia [20] ¢ consiste em subdividir o espago das grandezas de
saida em um pequeno numero de (hiper-)retingulos, aproximando a probabilidade de que Y caia em cada
retangulo pequeno pela propor¢cdo de valores da grandeza de saida atribuida para aquele retangulo, e
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aproximando a menor regido de abrangéncia pelo menor grupo de tais retangulos que contenham 100p % dos
valores das grandezas de saida.

NOTA 2 A regido retangular na etapa a) deve justamente conter todos os y,. .
NOTA 3 A estreiteza da rede em b) influencia a regido de abrangéncia aproximada produzida.

NOTA 4 A qualidade da aproximacdo geralmente melhora com M. Para atingir uma suficientemente boa
aproximacao, particularmente para um nimero de grandezas de saida maior do que cerca de dois ou trés, pode-
se necessitar de um valor muito grande de M.

NOTA 5 A regido assim obtida pode ser desvinculada, particularmente se M for insuficientemente grande.

NOTA 6 A ctapa d) estabelece a probabilidade para cada retangulo ser a frequéncia relativa dos valores da
grandeza de saida atribuida aquele retangulo. Uma regido de abrangéncia que é menos desvinculada e possuindo
um limite plano seria esperado ser obtida se a etapa d) fosse substituida pelo uso de uma aproximagdo mais
sofisticada para a densidade de probabilidade [23].

NOTA 7 Algumas das probabilidades aproximadas na etapa d) podem ser iguais em valor. Em tal situacdo, a
ordem dos itens na lista na etapa e) ndo ¢ unica. Como consequéncia, uma regido de abrangéncia aproximada
diferente poderia ser obtida para cada ordenagdo possivel.

NOTA 8 No caso bivariado (m = 2), as etapas de a) até d) sdo também executadas nos estagios iniciais de
um tipico algoritmo de contorno usado na visualizagdo de uma aproximacgao para a FDP para Y (ver 9.1.6).

EXEMPLO Considere o mesmo problema como no exemplo do subitem 7.7.2. A Figura 7 mostra
aproximacdes para a menor regido de abrangéncia a 95 %, obtida usando o procedimento deste subitem, baseada
em um grupo de retangulos pequenos formando uma rede de 10 X 10 ¢ (a direita) uma rede de 100 x 100. A
regido de abrangéncia na Figura 7 (a esquerda) relaciona 1 000 pontos aleatoriamente amostrados provenientes
de FDP para Y, tem area de 11,3 unidade® e contém 955 dos pontos. A regido de abrangéncia na Figura 7 (a
direita) relaciona 1 000 000 pontos aleatoriamente amostrados provindos de FDP para Y, tem area de 9,4
unidade? e contém 950 074 dos pontos. Para comparagdo, em cada figura, a regidio de abrangéncia eliptica a 95
% para Y baseada no procedimento do subitem 7.7.2 ¢ mostrada pela linha cheia.

5.0 T 5.0

257
2.5

Y 2/um’[
<
<
s 2/’u.nit
(=3
==

-2.5

-2.5

Y 1/’u.nil

50 25 0.0 25 5.0
Y 1/unit

Figura 7 — Regioes de abrangéncia elipticas baseadas no subitem 7.7.2 e aproximagodes para a menor
regio de abrangéncia baseadas no subitem 7.7.4 para uma rede 10 X 10 e 1 000 pontos aleatoriamente
amostrados provenientes de FDP para Y, e (a direita) para uma rede de 100 X 100 e 1 000 000 de
pontos (exemplo 7.7.4)

Figura (nome nos eixos - colocar em portugués)

54



JCGM 106:2012

7.8 Procedimento adaptativo de Monte Carlo
7.8.1 Generalidades

7.8.1.1 A eficacia do MMC para determinar estimativas y das grandezas de saida Y, a matriz de
covariancia associada U, e uma regido de abrangéncia para Y depende do uso de um valor

suficientemente grande para o nimero M de iteracdes de Monte Carlo. Um valor para M pode ser
escolhido a priori como no subitem 7.2. Alternativamente, um procedimento Monte Carlo adaptativo
pode ser usado, o qual envolve realizar um nimero crescente de iteragdes de Monte Carlo até que os
varios resultados de interesse se estabilizem no sentido estatistico. Um resultado numérico ¢
considerado estabilizado se o dobro do desvio-padrdo a ele associado for menor que uma tolerancia
numérica estipulada (ver 7.8.2).

7.8.1.2 O objetivo do procedimento adaptativo informado em 7.8.3 ¢ fornecer
a)  umaestimativay = (yq,...,yn)  de ¥,
b)  um vetor u(y) = (u(yy), ..., u(y,))T de incertezas padrio associadas com as estimativas,

¢) uma matriz definida R, de dimensdo m X m de coeficientes de correlagdo r;; = r(yl-,yj)
associados com os pares das estimativas, €

d)  um fator de abrangéncia k,, que define uma regido de abrangéncia de 100p % para ¥ na forma

de um hiperelipsoide em m dimensdes, de maneira que cada um desses valores atenda a uma
tolerancia numérica estipulada.

NOTA 1 Pela sua natureza estocastica, o procedimento ndo pode ser garantia de encontrar essas tolerancias.

NOTA 2 Geralmente, quanto maior for a probabilidade de abrangéncia p, maior sera o numero de iteragdes
de Monte Carlo necessario para determinar k,, para uma dada tolerancia numérica.

NOTA 3 As incertezas padrdo u(y) e matriz de correlagdo R,, juntas determinam a matriz de covariancia U,
associada as estimativas y (ver 3.21 nota 3 ¢ 7.8.2.4).

NOTA 4 Quando uma regido de abrangéncia esta para ser determinada que ndo estd na forma de um
hiperelipsoide em m dimensdes, um teste para estabilizagdo pode ser feito em termos dos parametros definidores
da regido. Por exemplo, para uma regido de abrangéncia na forma de um hiper-retaingulo em m dimensdes, um
teste poderia ser feito em termos de fator de abrangéncia k,, definindo a regido e uma tolerdncia numérica
associada com k,,. O procedimento apresentado em 7.8.3 € adequadamente modificado.

NOTA 5 Quando uma regido de abrangéncia ndo ¢ requerida, ¢ realizado um ntimero crescente de iteragdes
de Monte Carlo até que se estabilizem a estimativa y, as incertezas padrdo associadas u(y) e a matriz de
correlagdo Ry,

NOTA 6 Quando existem dependéncias entre as grandezas de saida, R,, pode ndo ser definida positiva. Ver
9.4 (particularmente, 9.4.2.3 NOTA 2) para um exemplo.

7.8.2 Tolerancia numérica associada a um valor numérico

7.8.2.1 Considere denotar ng, como o nimero de digitos decimais significativos considerado
relevante em um valor numérico z. A tolerancia numérica § associada a z é dada como segue:
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a) expresse z na forma ¢ X 10%, onde ¢ é um Ngig digito decimal inteiro € £ um inteiro;

b) Tome
1
§=-10".
2
7.8.2.2 Paraj=1,..,m, atolerdncia numerica §; usada para testar a estabilizagdo da estimativa y;

de Y; ¢ a incerteza padrdo u(y;) associada a y; no procedimento adaptativo de 7.8.3 ¢ calculada em
termos de um namero de digitos decimais significativos considerado como relevante no valor de u(y;).

7.8.2.3 A tolerdncia numérica p usada para testar a estabilizagdo da matriz R,, de coeficientes de
correlagdo 7;; associados a estimativa y € calculada em termos de um numero de digitos decimais
significativos em A4y, 0 maior “autovalor” de Ry, (ver 3.21 NOTA 3).

7.8.2.4 A matriz R, seria frequentemente usada em uma avaliagdo subsequente de incerteza.

Comumente, esta avaliacao relacionaria a uma grandeza escalar @ expressa como alguma combinagao
linear

Q=cVi+ - +cp¥ym=cTY
do Y; . Usando
Uy = DyRyD,
(ver 3.21 nota 3), a incerteza padrao u(q) associada a estimativa
q=c'y
de Q ¢ dado por
u*(q) =c"Uyc=d"Ryd ,
onde
d=Dyc.
7.8.2.5 A exatiddo numérica de u(q) depende de Ry, e d, o Gltimo dependendo de D,, ¢, portanto,

u(y) = (u(yl)' ""u(Ym))T-

7.8.2.6  Para avaliagdes de incertezas subsequentes que sdo mais complicadas, tais como as
envolvendo calculo de minimos quadrados usando explicitamente ou implicitamente o inverso de Uy,
seria necessario utilizar um teste de estabilizacdo diferente. Para um célculo de minimos quadrados,
seria apropriado calcular p em 7.8.2.3 em termos de um nimero de digitos decimais significativos no
menor “autovalor” de R, (ver também 3.21 nota 5): a sensibilidade da solu¢do para o problema de
minimos quadrados depende do niimero de condi¢@0 Apqx/Amin de Ry, . Assim, de modo a reduzir o

numero de iteragdes de Monte Carlo, convém que uma parametrizacao daquele problema seja usada
que torne o numero de condi¢ao tdo pequeno quanto razoavelmente possivel.

7.8.2.7 A tolerancia numérica k, usada para teste de estabiliza¢do do fator de abrangéncia k), ¢
calculada em termos de um nimero de digitos decimais significativos considerado como relevante no
valor de k.
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7.8.2.8 Para uma avaliagdo de incerteza subsequente baseada no uso de G (ver 7.5) como uma
aproximacao para a funcdo distribuicdo de ¥, convém que seja assegurada que esta representacao
discreta ¢ adequada para o propdsito, especialmente quando uma regido de abrangéncia estd para ser
fornecida. Sugestao detalhada sobre este aspecto estd além do escopo deste Suplemento.

7.8.3 Procedimento adaptativo

Uma abordagem pratica sugerida, envolvendo realizar uma sequéncia de aplicacdes de MMC, ¢
fornecida a seguir:

a)  considere ng;, como um apropriado inteiro pequeno e positivo (ver 7.8.2);

b)  considere M = max(J,10* ), onde J ¢ o inteiro menor maior ou igual a 100/(1 — p);
c) considere h = 1, denotando a primeira aplicagdo do MMC na sequéncia;

d) realize M iteragdes de Monte Carlo, conforme nos subitens 7.3 e 7.4;

e) use M valores vetoriais das grandezas de saida yq, ..., yy assim obtidos para calcular y™,
u(y(h)), Ry(h) € Kp (M) como uma estimativa de ¥, as incertezas padrio associadas, a matriz de

correlagdo associada e um fator de abrangéncia para uma regido de abrangéncia de 100p%,
respectivamente, i. €., para o h-€simo membro da sequéncia;

f)  se h <10, aumente h de um e retorne a etapa d);

g) paraj = 1,...,m, calcule o desvio-padrdo s,; associado a média dos estimados yj(l), ) yj(h)

de Y}, dado por

2
2. —_1 yn (,,® _lgyn M.
Syj _h(h_1)2r=1(y]' _}’j) > Yj _Ezrzly]' 5

h) calcule a contraparte dessa estatistica para os componentes de u(y(h)) e para A, gy © kz()h);

i) use todos os valores disponiveis do modelo h X M até entdo para formar valores para u(y), R,

eky;
j)  paraj = 1,...,m, calcule as tolerdncias numéricas §; associadas a u(yy;) como nos subitens
7.8.2.1e7.8.2.2;

k)  calcule a tolerdncia numérica p associada a matriz R, de coeficientes de correlagdo como nos
subitens 7.8.2.1 ¢ 7.8.2.3;

1) calcule a tolerancia numérica k,, associada com k,, conforme nos subitens 7.8.2.1 ¢ 7.8.2.7;

m) separa qualquer j = 1,...,m, 2s,; ou 25,y ), excede §;, ou 2s;  excede p, ou 25y, excede
Kp, aumente h de um e retorne a etapa d);

n)  considere o céalculo geral como tendo estabilizado, e use todos os valores das grandezas de saida
do vetor h X M obtido para calcular y, U, e o fator de abrangéncia k, para uma regido de
abrangéncia 100p%, como nos subitens 7.6 ¢ 7.7.

NOTA 1 Para aconvergéncia (estocastica) do procedimento adaptativo, a esperanca e a matriz de covariancia
de Y devem existir.
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NOTA 2 A escolha de M na etapa b) ¢ arbitraria, mas tem sido considerada adequada na pratica.

NOTA 3 O uso inicial de dez aplicagdbes de MMC com M iteragdes nas etapas de d) a f) ajuda a evitar
convergéncia prematura do procedimento, e, além do mais, torna mais razoavel a suposi¢ao implicada pela nota
6. Uma mudanga similar a contraparte desse procedimento quando ha uma grandeza de saida escalar simples
[JCGM 101:2008 7.9.4] melhoraria também o desempenho do esquema para alguns problemas.

NOTA 4 Na etapa g), y; € considerado como uma realizagdo de uma varidvel randémica com desvio-padrdo
Sy j -

NOTA 5 Os desvios padrio formados nas etapas g) e h) tendem a reduzir a h~'/? de maneira proporcional
(ver nota em 7.1.7).

NOTA 6 O fator 2 usado na etapa m) ¢ baseado em relagdo a médias como realizagdes de varidveis gaussianas
e corresponde a uma probabilidade de abrangéncia de aproximadamente 95 %.

NOTA 7 A referéncia [28] considera melhoramentos ao procedimento adaptativo do Suplemento 1 do GUM
[JCGM 101:2008 7.9].

8 Validacao da metodologia de incerteza do GUM usando um
método de Monte Carlo

8.1 Pode-se esperar que a metodologia (generalizada) de incerteza do GUM (MIG) funcione bem
em muitas circunstancias. No entanto, nem sempre ¢ simples uma determinagdo sobre se todas as
condigdes para a sua aplicagdo sao validas [JCGM 101:2008 5.7, JCGM 101:2008 5.8]. De fato, o grau
de dificuldade ai envolvido ¢ em geral consideravelmente maior do que o necessario para aplicar o
MMC, assumindo-se que um software adequado esteja disponivel [8]. Portanto, uma vez que essas
circunstancias ndao podem ser prontamente testadas, convém que quaisquer casos de duvida sejam
validados. Dado que o dominio de validade para o MMC ¢ mais amplo do que aquele para a
metodologia de incerteza do GUM, recomenda-se que tanto a metodologia de incerteza do GUM como
o MMC sejam aplicados, e os resultados comparados. Caso a comparagdo seja favoravel, a
metodologia de incerteza do GUM pode ser utilizada nesta ocasido, e também para problemas
suficientemente similares no futuro. Caso contrario, dever-se-a considerar a utilizacdo do MMC, ou
outra abordagem apropriada.

8.2  Especificamente, ¢ recomendado que as etapas a) e b) abaixo e o processo de comparagao em
8.3 sejam realizados:

a)  aplicar a metodologia de incerteza do GUM (ver item 6) para obter (i) uma estimativa y"¢ de

Y, (ii) as incertezas padrio u(y™'¢) associadas a yM'¢, (iii) a matriz de correlagio R,
associada a yM'¢, ¢ (iv) o fator de abrangéncia k,™'¢ definindo uma regido de abrangéncia de
100p % para Y na forma de uma hiperelipsoide em m dimensdes.

b)  aplicar o procedimento adaptativo de Monte Carlo (ver 7.8.3) para fornecer, de modo similar,
yMMC 4y (yMMCY R MMC oy MMC
J » Ry p :

8.3 O objetivo do procedimento de comparagdo ¢ determinar se os resultados fornecidos pela

metodologia de incerteza do GUM e do MMC concordam dentro de uma tolerancia numérica
estipulada. O procedimento ¢ como segue:
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a)  considere ng;, como um pequeno inteiro positivo apropriado (ver 7.8.2);

b) paraj = 1,...,m, calcule as tolerdncias numéricas §; associadas a u(y;) como em 7.8.2.1 e
7.8.2.2;

¢)  calcule a tolerncia numérica p associada a matriz R, de coeficientes de correlagdo como em
7.82.1¢7.8.2.3;

d)  calcule a tolerancia numérica k), associada a k;,, como em 7.8.2.1 ¢ 7.8.2.7;

€) compare as estimativas, as incertezas padrdo associadas e os coeficientes de correlagdo, € os
fatores de abrangéncia obtidos usando a metodologia de incerteza do GUM e o MMC para
determinar se o numero requerido de digitos decimais corretos foi obtido nos resultados
fornecidos pela metodologia de incerteza do GUM. Especificamente, determine,

dy; = |y}"¢ — y™e ], i=1..m,
dugyjy = [u@"®) —uly™)|, j=1,..,m,
e = 1Az — Anx |,

dip = KJ1C — KJME |,

isto ¢, as diferencas absolutas dos resultados numéricos respectivos. Assim, se para todo j =

1,...,m,dy; e dy(yj) ndo sdo maiores do que 6;; dy,, ndo € maior do que p; € dyp ndo € maior
do que K, a comparagdo € favoravel e a metodologia de incerteza do GUM foi neste exemplo
validada.

NOTA 1 A escolha de regido de abrangéncia de 100p % influenciard a comparagdo. Contudo, a validacdo se
aplica somente para a probabilidade de abrangéncia p e para a regido de abrangéncia especificadas.

NOTA 2 Em situagdes em que a regido de abrangéncia ndo ¢ requerida, o teste na etapa d) pode ser baseado
somente em dyj, dy(yjy € dy,, .- Em casos em que se determina que a regido de abrangéncia ndo estd na forma
de um hiperelipsoide em m dimensdes, um teste pode ser feito em termos dos parametros que definem a regido.
Por exemplo, para uma regido de abrangéncia na forma de um hiper-retingulo em m dimensdes, um teste pode
ser realizado em termos do fator de abrangéncia k, que define a regido e uma tolerancia numérica k, associada
akg,.

NOTA 3 Convém que um numero suficiente de iteragoes de Monte Carlo M seja executado para obter os
resultados do MMC para o proposito de validar aqueles resultados provenientes da metodologia de incerteza do
GUM. E recomendado que as tolerdncias numéricas estabelecidas no procedimento adaptativo de 7.8 nio sejam
maiores do que um quinto das tolerancias numéricas respectivas usadas no procedimento de validagdo [JCGM
101:2008 8.2]. Alternativamente, o nimero de digitos decimais significativos estabelecido no procedimento
adaptativo pode ser definido maior do que o niumero de digitos definido no procedimento de validagao.
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9 Exemplos

9.1 [Tlustragdes de aspectos deste Suplemento

9.1.1 O primeiro exemplo (ver 9.2) ¢ um modelo de medicao linear em que as grandezas de saida do
modelo de medigao dependem de um efeito comum e de efeitos que sao diferentes para diferentes
grandezas de saida. Este ¢ um exemplo para o qual solugdes analiticas estdo disponiveis em alguns
casos especiais.

9.1.2 O segundo exemplo (ver 9.3) ¢ um modelo de medi¢ao nao-linear a respeito da transformagao
de uma representagdo cartesiana (em termos de partes real e imaginaria) de uma grandeza complexa
para uma representagao polar (em relacdo a magnitude e fase) da grandeza. Este ¢ um exemplo para o
qual solugdes analiticas em alguns casos especiais estdo disponiveis.

9.1.3 O terceiro exemplo (ver 9.4), constituindo um modelo de medi¢cao nao-linear posterior, ¢ aquele
que, no GUM, esté relacionado com medig¢des simultaneas de resisténcia e reatancia [JCGM 100:2008
H.2]. O exemplo ilustra o tratamento de uma série de valores de indicagdo simultaneos de uma
grandeza vetorial que foram obtidos independentemente.

9.1.4 O quarto exemplo (ver 9.5) esta relacionado com a medi¢ao de temperatura Celsius usando um
termometro de resisténcia. O exemplo ilustra o tratamento de um modelo de medi¢ao univariado € um
modelo de medi¢ao multivariado.

9.1.5 Muitas das figuras usadas para ilustrar os resultados para os exemplos sdo melhor vistas em
cores. Nas figuras que mostram contornos, os contornos de uma cor comum correspondem ao mesmo
valor de contorno. A correspondéncia entre contornos de mesma cor para graficos de contorno dentro
da mesma figura ¢ aplicada em todo este Suplemento, a menos que uma afirmagao em contrario seja
feita. Quando duas ou mais figuras sdo usadas para comparar resultados, tais como aqueles da
metodologia de incerteza do GUM e de um método Monte Carlo, os mesmos eixos sao geralmente
usados. Ha algumas excec¢oes quando as FDPs, etc, para os métodos sao muito diferentes.

9.1.6 Como a saida primaria do MMC ¢ o conjunto de M valores da grandeza vetorial Y, reunidos
na matriz G de dimensdom X M (ver 7.1.6), ¢ geralmente desejavel resumi-los por uma aproximacgao
a fun¢do densidade de probabilidade correspondente, e desenhar esta fun¢do por suas linhas de
contorno. As figuras nesta clausula mostram tais linhas de contorno em casos em que a grandeza de
saida ¢ de dimensdo m = 2. Convém que as linhas de contorno sejam desenhadas de modo que garanta
que, conforme o nimero M de tentativas a partir da distribui¢ao de probabilidade da grandeza de saida
cresca bastante, elas convirjam para os contornos da correspondente fung¢dao densidade de
probabilidade: fazer isso requer apropriada suavidade das linhas [22, 24]. Alguns diagramas de
contorno mostrados nesta clausula sdo computados diretamente a partir de uma aproximagao a fungao
densidade de probabilidade correspondente. Para outros, um apropriado algoritmo de suavidade ¢
aplicado e o contorno de suavizagado ¢ desenhado. Em um exemplo (figura 10) sio mostrados contornos
suavizados e nao suavizados para indicar o efeito do algoritmo de suavidade.

9.2 Modelo de medicao aditivo

9.2.1 Formulacao

Este exemplo (compare com o exemplo em 7.7.2) considera o modelo de medi¢do aditivo (linear)
bivariado
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Yl = X1 +X3 Yz = Xz +X3 (24)

para trés grupos diferentes de FDPs gy;(§;) atribuidas as grandezas de entrada X;, consideradas
independentes. O modelo de medi¢ao tem trés grandezas de entrada X;, X, € X5, com X; representando
um efeito que ¢ comum as grandezas de saida Y; e Y,, e os efeitos de X; e X, sendo diferentes para Y;
e Y,. Para o primeiro grupo de FDPs de entrada (ver 9.2.2), cada gy;(&;) € escolhido para ser uma
distribuicao gaussiana padrao com X; tendo esperanca zero e desvio-padrdo unitario. O segundo grupo
de FDPs (ver 9.2.3) ¢ idéntico ao primeiro, porém gy3(€3) € uma distribuicdo retangular, também com
X5 tendo esperanca zero e desvio-padrdo unitario. O terceiro grupo de FDPs (ver 9.2.4) ¢ idéntico ao
segundo, exceto que X3 tem um desvio-padrao igual a trés, representando um efeito comum dominante.

9.2.2 Propagacio e resumo: caso 1

9.2.2.1 Caracterize cada X; por uma distribuicao gaussiana padrao. As estimativas das grandezas X;
sdox; = 0,1 = 1,2,3, com incertezas padrao associadas u(x;) = 1. Os resultados obtidos da aplicacdo
da metodologia de incerteza do GUM (ver 6) e do MMC (ver 7) estdo resumidos na tabela 3 e nas
figuras 8 a 10. Alguns resultados na tabela sao relatados com quatro digitos decimais significativos de
modo a facilitar comparacgoes.

Tabela 3 — Aplicacdo da metodologia de incerteza do GUM (MIG) e do MMC ao modelo
aditivo (24), com cada X; caracterizado pela distribuicdo padrao gaussiana (subitem 9.2.2)

Método M Y1 Y2 u(y1) u(yz)  r(yuy2) ky kq
MIG 0,000 0,000 1,414 1,414 0,500 2,45 2,24
MMC 1x10° 0,003 0,005 1,412 1,408 0,498 2,45 2,22
MMC 1x10° 0,000 0,000 1,416 1,415 0,500 2,45 2,21
MMC 1x 107 0,000 0,000 1,414 1,414 0,500 2,45 2,21
MMC 0,35 x 10° 0,001 —-0,001 1,417 1,417 0,502 2,45 2,22
adaptativo

MMC 0,45 x 107 0,001 -0,001 1,416 1,414 0,501 2,45 2,21
adaptativo

9.2.2.2 A metodologia de incerteza do GUM (generalizada) fornece a estimativay = (0,0)T de Y .
A matriz de covariancia associada a essa estimativa ¢

U_Z 1],

Yy l1 2

obtida pela aplicagdo da férmula (3), isto € U, = C,U +CT ., com

12 0 0

1 0 1

Uy,=|0 12 o], Cx=[0 . 1].
0 0 12

O coeficiente de correlagdo associado as estimativas y; ¢ y, (ver 3.21) é r(y4,y2) = 0,5. Regides de
abrangéncia de 95 % para Y sdo definidas com as formas de uma elipse e de um retangulo,
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respectivamente, com fatores de abrangéncia k, = 2,45 (tabela 1) e k; = 2,24 (tabela 2). Esses
resultados estdo resumidos na linha 1 (MIG) da tabela 3. No contexto da metodologia de incerteza do
GUM, dada a informacgao disponivel, Y ¢ caracterizada pela FDP bivariada gaussiana N (y, U y).

9.2.2.3 A aplicagio do MMC com, respectivamente, M = 10° , 10° e 10 iteragdes d4 os resultados
resumidos nas linhas 2 a 4 (MMC) da tabela 3. O quarto e o quinto valores numéricos de M (0,35 x
10% e 0,45 x 10°) dados nas linhas 5 e 6 (MMC Adaptativo) da tabela sdo os nimeros de iteracdes
realizadas por duas aplica¢des do procedimento adaptativo de Monte Carlo (ver 7.8.3) com ndig, 0
numero de digitos decimais significativos considerados relevantes no valor numérico de um
resultado, igual a trés (ver nota 3 de 8.3). Para as aplicagdes do procedimento adaptativo, ¢
necessario que todos os resultados, ou sejam, yq, Y2, u(y1), u(¥V2), r(V1,¥2), kp € kq, tenham-se
estabilizado, num sentido estatistico.

9.2.2.4 A FDP para Y obtida analiticamente ¢ a FDP Gaussiana bivariada N(y,Uy) com y e
Uy dados em 9.2.2.2.

9.2.2.5 A Figura 8 (esquerda) mostra os contornos da FDP Gaussiana bivariada para Y obtida a
partir da metodologia de incerteza do GUM (ou obtida analiticamente). Os contornos assumem a forma
de elipses com equagdes

M-N"U, " (M —y) =K

para varios valores de k. A Figura 8 (direita) mostra os contornos da aproximacao para a FDP para Y
obtida a partir da aplicagio do MMC com M = 107 iteracdes. A FDP aproximada ¢ descrita pelos
nimeros de valores de modelo do calculo de Monte Carlo contidos em cada célula de uma malha
(adequadamente grande) definida no dominio de Y, com cada nimero dimensionado (pelo mesmo fator
de escala) para que o volume sob a FDP (considerado como constante em cada célula) seja igual a
unidade. Um algoritmo de contorno ¢ usado para determinar contornos a partir desta descri¢do da FDP
aproximada para os mesmos valores de k usados para definir as elipses na figura 8 (esquerda). Os
contornos da figura 8 (direita) ndo sdo suavizados (ver 9.1.6).

NOTA A Figura 8 e os graficos de contorno subsequentes incluem uma barra colorida indicando as alturas
do contorno de acordo com um coédigo de cores.

9.2.2.6 A Figura 9 mostra a FDP marginal N(y;,u?(y;)) para Y; resultante da metodologia de
incerteza do GUM. Ela também mostra a FDP aproximada fornecida pelo MMC com M = 10’
iteracdes. A aproximagao ¢ exibida como uma distribui¢do de frequéncia em escala (histograma) dos
valores do modelo para Y; a partir do calculo de Monte Carlo. Essas duas FDPs sdo quase
indistinguiveis a olho nu. Resultados comparaveis seriam obtidos para Y, .

9.2.2.7 A Figura 10 (esquerda) mostra os contornos da aproximagdo da FDP para Y fornecida pelo
MMC com 0,45 x 10° iteragdes. Os contornos sdo consideravelmente menos “suaves” do que os da
figura 8 (a direita) obtidos a partir de um ntiimero muito maior de iteragdes. A Figura 10 (a direita)
fornece um exemplo de suavizagao de contorno (ver 9.1.6).

NOTA  Um grande valor para o ntimero M de iteragdes de Monte Carlo e uma discretizacao fina do dominio
de Y , geralmente sdo necessarios para garantir que os contornos em uma representacdo grafica da FDP
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aproximada para Y obtida usando MMC sejam suaves. Um efeito semelhante surge para uma tnica grandeza de
saida escalar, onde um valor grande para M e muitas classes (ou compartimentos) geralmente sdo necessarios
para garantir que a FDP aproximada exibida como um histograma (ou distribuic@o de frequéncia em escala) seja
suave.

9.2.2.8 O procedimento de validagio da clausula 8 é aplicado para validar os resultados obtidos com
ametodologia de incerteza do GUM contra aqueles das duas aplicagdes do calculo adaptativo de Monte
Carlo. O procedimento € aplicado fazendo ngje, 0 niimero de digitos decimais considerados

significativos no valor numérico de um resultado, igual a dois. Neste caso, as tolerancias numéricas
associadas aos resultados sdo, respectivamente,

6, =6, = 0,05, p = 0,05, Kp = Kqg = 0,05.

Os resultados obtidos da metodologia de incerteza do GUM foram validados em ambos exemplos.
Com excegdo de Kg, a concordancia entre os resultados seria esperada porque todas as condigdes sdo

validas para a aplicagdo da metodologia de incerteza do GUM. A avalia¢do de kg na metodologia de
incerteza do GUM nio leva em consideragdo a dependéncia mutua entre Y; e Y, (ver 6.5.2.3). No
entanto, os valores de kg obtidos estdo de acordo com o nimero requerido de casas decimais

significativas.
4 0.09 a 0.09
0.08 0.08
2 0.07 2 0.07
<]
L 0.06 .
= 'g 0.06
.= <
= 0 0.05 g 0 0.05
=
= =
8 0.04 BN 0.04
-2 0.03 2 0.03
0.02 0.02
4 -4 0.4
4 2 0 2 4 = 0 by 2 0 2 Rl
y1/unidade y1/unidade

Figura 8 — Contornos das FDPs conjuntas para as grandezas de saida no modelo de medi¢do aditivo
(24) fornecido pela metodologia de incerteza do GUM e (a direita) MMC sem suavizacido de contorno,
onde as grandezas de entrada no modelo de medicio sdo caracterizadas por distribuicdes gaussianas

padrao (9.2.2)
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0.00
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Figura 9 — Como a figura 8, mas mostrando o FDP marginal para Y; (9.2.2)

9.2.3 Propagacio e resumo: caso 2

9.2.3.1 Este caso ¢ idéntico aquele de 9.2.2, exceto que X3 € caracterizado por uma distribui¢ao
retangular de forma que X5 tem uma esperanca de zero e um desvio-padrao de unidade. Novamente,
as estimativas do X; sdo x; =0, i = 1, 2, 3, com incertezas padrao associadas u(x;) = 1. Os resultados
da aplicacdo da metodologia de incerteza do GUM (consulte 6) e MMC (consulte 7) estdo resumidos
na tabela 4 e nas figuras 11 e 12.

9.23.2 A metodologia de incerteza do GUM fornece exatamente a mesma FDP (gaussiana
bivariada) para Y (figura 11, esquerda) quando a FDP para X; ¢ gaussiana (como em 9.2.2) ou
retangular (como aqui), porque as esperancas das grandezas de entrada sdo idénticas, assim como 0s
desvios padrao, nos dois casos. Como o modelo de medi¢ao depende linearmente das grandezas de
entrada, ndo h4 aproximagdo envolvida na aplicacdo da lei de propagacdo da incerteza para obter uma
estimativa y de Y e a matriz de covariancia associada U,. No entanto, a FDP fornecida pela
metodologia de incerteza do GUM nao ¢ a mesma que a solucdo analitica, pois esta depende da
distribuicdo usada para caracterizar X5, € ndo apenas da esperanca e desvio-padrao da grandeza.

4 ‘ . 0.09 4 ; ; 0.09

0.08

¥ 3
g
>

0.07

0.06

0.05

y,/unidade
v, /unidade

0.04

0.03

0.02

-, : ' : 0.01 -4 - ‘ . w5
y,/unidade y1/unidade

Figura 10 — Contornos da FDP conjunta para as grandezas de saida no modelo de medi¢do aditivo (24)
fornecido pelo procedimento MMC adaptativo e (a direita) com suavizacao de contorno, onde as
grandezas de entrada no modelo sio caracterizadas por distribui¢oes gaussianas padrao (9.2.2)

64



JCGM 106:2012

Tabela 4 — Como a tabela 3, exceto que X3 é caracterizado por uma distribuicao retangular (9.2.3)

Método M y1 y2 u(yl) u(2) r@ly2) k, kq
MIG 0,000 0,000 1,414 1,414 0,500 2,45 2,24
MMC 1 x10° 0,008 0,010 1,414 1,410 0,500 2,38 2,15
MMC 1 x10% 0,001 0,001 1,414 1,414 0,499 2,38 2,15
MMC 1 x10" 0,000 0,000 1,414 1,414 0,500 2,38 2,15
MMC Adapt  0,36x10° 0,000 -0,002 1,413 1,414 0,500 2,38 2,15
MMC Adapt  0,35x10° 0,002 -0,001 1,418 1,415 0,502 2,38 2,15
9.2.3.3 A Figura 11 (a direita) e a figura 12 mostram a influéncia da distribuicdo usada para
caracterizar X3 nas aproximacdes para, respectivamente, a FDP para Y e a FDP marginal para Y;
obtidas do MMC.
9.2.3.4 O procedimento de validagao da clausula 8 ¢ novamente aplicado (ver 9.2.2). Neste caso, 0s

valores para vy, Y5, u(y1), u(y,) e r(y;,y,) obtidos da metodologia de incerteza do GUM foram
validados em relagcdo aos obtidos das duas aplicagdes do procedimento adaptativo de Monte Carlo,

mas o os valores de kp e kq ndo foram validados.

4

[S]

y,/unidade

vy, /unidade

0.09

N0.07

0.06
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y,/unidade

y1/unidade

0.09

0.08

=80.07

0.06

10.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Figura 11 — Equivalente da figura 8 para uma grandeza de entrada X; caracterizada por uma
distribuicao retangular (9.2.3)

65



0.20F

015

0.10F

probabilidade/unidade™?

0.05r

0.00
3

y,/unidade

Figura 12 — Equivalente da figura 9 para uma grandeza de entrada X3 caracterizada por uma
distribuicio retangular (9.2.3)

9.2.4 Propagacio e resumo: caso 3

9.2.4.1 Considere o exemplo de 9.2.3, exceto que X3 agora tem um desvio-padrao de trés em vez de
unidade. Os resultados da aplicagdo da metodologia de incerteza do GUM (ver 6) e MMC (ver 7) estdo
resumidos na tabela 5 e nas figuras 13 e 14.

Tabela 5 — Como a tabela 4, exceto que X; tem um desvio-padrio de trés (9.2.4)

Método M y1 y2 u(yl) u(y2) r@1,y2) k, k,
MIG 0,000 0,000 3,162 3,162 0,900 2,45 2,24
MMC 1 x10° 0,023 0,025 3,159 3,157 0,900 2,28 1,87
MMC 1 x10° 0,003 0,002 3,161 3,161 0,900 2,28 1,87
MMC 1 x107 0,000 0,000 3,162 3,161 0,900 2,28 1,87
MMC Adapt 1,49x10° 0,002 0,002 3,163 3,162 0,900 2,28 1,87
MMC Adapt 1,85x10° 0,001 0,001 3,163 3,162 0,900 2,28 1,87

9.2.42 A metodologia de incerteza do GUM fornece a estimativa y = (0,0)T de Y . A matriz de
covariancia associada a esta estimativa €

Uy = [190 190]’

obtida pela aplicagdo da formula (3) com

12 0 0
10 1
i PO 0]’ G=lp 1 1]'
0 0 32

O coeficiente de correlagdo associado as estimativas y; € y, € r(y1,¥,) = 0,9. As regides de
abrangéncia de 95% para Y que assumem as formas de uma elipse e de um retdngulo sdo definidas,

66



JCGM 106:2012

respectivamente, pelos fatores de abrangéncia k, = 2,45 (tabela 1) e k; = 2,24 (tabela 2). Esses
resultados sdo resumidos na linha 1 (MIG) da tabela 5. No contexto da metodologia de incerteza do
GUM, dada a informacdo disponivel sobre Y , ¥ ¢ caracterizado pela FDP gaussiana bivariada
N(y,U,), cujos contornos sdo mostrados na figura 13 (esquerda). Ha uma correlagdo mais forte entre
Y; e Y, neste exemplo, em comparagdo com os exemplos anteriores, porque a contribuicdo relativa do
efeito comum X5 para as incertezas associadas as estimativas de Y; e Y, ¢ maior.

9.2.4.3 A Figura 13 (a direita) e a Figura 14 mostram a maior influéncia (em compara¢do com os
resultados de 9.2.3) da distribui¢ao usada para caracterizar X5 nas aproximagoes para, respectivamente,
a FDP para Y e a FDP marginal para Y; obtidas do MMC.

9.2.44 O procedimento de validagao da clausula 8 ¢ novamente aplicado (ver 9.2.2 ¢ 9.2.3). Neste
caso, os valores para y;, y,, u(y1), u(y,) e r(y;, y,) obtidos da metodologia de incerteza do GUM
foram validados em relacdo aos obtidos das duas aplicagdes do procedimento adaptativo de Monte
Carlo, mas o os valores de k,, € k; ndo foram validados. O valor de k,, obtido da metodologia de

incerteza do GUM ¢ cerca de 7% maior do que o obtido do MMC, ¢ o valor de k, cerca de 20% maior.

9.3 Transformacao do sistema de coordenadas

9.3.1 Formulacao

9.3.1.1 Considere uma grandeza complexa Z representada na forma cartesiana
X, + iX,,

onde X; = Zp e X, = Z; sdo, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z, ou na forma polar
R(cos ® + isin®) = Re'®,

onde R e O sdo, respectivamente, a magnitude e a fase de Z. Este exemplo considera a transformagao
das representagdes cartesianas para polares de Z descritas pelo modelo de medigdo bivariado

le == Xlz + XZZ ,tan YZ == XZ/Xll
com grandeza de entrada X=(X1, X,) = (Zg, Z;) e grandeza de saida Y=(Y;,Y,)T = (R, 0)7 .

NOTA As expressoes (25) constituem um modelo de medi¢ao bivariado para R e @. Uma vez que R ¢
uma magnitude, e ¢ conhecido por ser ndo negativo, ¢ determinado exclusivamente pela raiz quadrada
positiva de R?. Usando uma “funcdo tangente inversa de quatro quadrantes” (muitas vezes denotada
por “atan2”), @ ¢ determinado exclusivamente para satisfazer —m < @ < m. Assim, as expressoes
(25) podem ser langadas como um modelo de medicao bivariado.

9.3.1.2 Dadas sdo as estimativas x; € x, das grandezas X; ¢ X,, obtidas de um sistema de medigao
adequado, e incertezas padrdo associadas u(x;) e u(x,) e covaridncia u(x, x,) = ru(x;)u(x,), onde
r = r(xy,x;,) denota o coeficiente de correlagdo associada [JCGM 100:2008 5.2.2]. Com base nesta
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informacao [JCGM 101:2008 6.4.8.1], X ¢ atribuido a uma FDP gaussiana bivariada, com esperanca e

matriz de covariancia

As grandezas X; e X, sdo assumidas como tendo dimensdo um.

9.3.1.3

[

[ u®(x;)

ru(x)u(x;)

ru(x)u(x;)

u? (x2)

considerada para diferentes escolhas de x;, x5, u(x;), u(x,) e r(xq, x3).

9.3.1.4

A determinagdo de uma estimativa y de ¥ e a matriz de covaridncia associada U,, ¢

Seis casos sdo considerados, em todos os quais x, ¢ tomado como zero e u(x;) =u(x,) =

u, =0,010. Os trés primeiros destes casos correspondem a tomar x; = 0,001, 0,010 e 0,100, cada um
com r(xq1,x;) = 0 (ver 9.3.2). Os trés segundos casos correspondem a tomar 0 mesmo X;, mas com
r(xy,x3) = 0,9 (ver 9.3.3). A Figura 15 mostra os contornos das FDPs conjuntas atribuidas as
grandezas de entrada X para o caso 1 (x; =0,001 e r(xy,x,) =0)ecaso4 (x; = 0,001l er(xy,xy)=
0,9). (Nesta figura, um conjunto comum de valores de contorno nao ¢ usado para os dois graficos de
contorno.) Os contornos das FDPs conjuntas para os outros casos sdo obtidos pela traducao dos
contornos mostrados ao longo do eixo X;, de modo que sejam centrados em x; = 0,010 (casos 2 e 5)
ou x; = 0,100 (casos 3 ¢ 6).
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Figura 13 — Equivalente da figura 11 para uma grandeza de entrada X; com desvio-padrio de trés

9.24)
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Figura 14 — Equivalente da figura 12 para uma grandeza de entrada X5 com desvio-padrio de trés
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Figura 15 — Contornos das FDPs conjuntas para as grandezas de entrada no modelo de transformacio
do sistema de coordenadas para os casos 1 e (a direita) 4 (9.3.1.4)

9.3.2 Propagacao e resumo: covariancia zero

9.3.2.1 Geral

9.3.2.1.1 A avaliagdo da incerteza ¢ tratada pela aplicacdo da propagacdo de distribuigdes (a)
analiticamente (para fins de comparagdo), (b) usando a metodologia de incerteza do GUM
(generalizada) e (c) usando MMC.

9.3.2.1.2 A FDP (conjunta) para ¥, e as FDPs marginais para Y; e Y,, podem ser obtidas
analiticamente no caso em que X; ¢ descrito pela distribuicdo Gaussiana N(x;, u2) e X, por N(x,, u2),
com X; e X, mutuamente independentes. Ver C.2.
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9.3.2.1.3 No contexto da metodologia de incerteza do GUM, Y ¢ caracterizado pela distribuicao
Gaussiana bivariada N(y, U,,), onde a estimativay = (y, y,)T de Y ¢é dada pela solugdo das equacdes

2 _ .2 2 _
yi=Xxi +x3 , tany, = x/x1,

com matriz de covaridncia associada U, obtida pela aplicagdo de uma generalizagdo da lei de

propagacao da incerteza. Ver clausula 6 e C.3.

9.3.2.1.4 O MMC é aplicado com M =10 iteragdes. Consulte a clausula 7.

9.3.2.2 Estimativa de entrada x; = 0,001

9.3.2.2.1 Para a estimativa de entrada x;=0,001, com coeficiente de correlagdo r(x4,x,) = 0, as
linhas 1 a 3 da tabela 6 fornecem os resultados obtidos analiticamente, usando a metodologia de
incerteza do GUM (MIG) e MMC.

NOTA  Os resultados analiticos para y; e u(y;) dados na tabela 6 sdo determinados calculando
numericamente, com um alto grau de aproximacao, E(Y;) e V(Y;), que assumem a forma de integrais definidas
envolvendo a distribui¢do marginal para ¥; obtido analiticamente (ver expressdo (C.2) no anexo C). Da mesma
forma, os resultados analiticos para y, e u(y,) sao determinados calculando numericamente E (Y;) e V(Y,),
que envolvem a distribuigio marginal para Y, obtida analiticamente (ver expressdo (C.3) no anexo C). E facil
mostrar que Cov(¥;,Y,) = 0 e, portanto, o resultado analitico r(y;, y,) = 0.

Tabela 6 — Resultados da transformacao do sistema de coordenadas, para estimativas de entrada com
covariincia zero associada (9.3.2.2.1,9.3.2.3.1 ¢ 9.3.24.1)

X1 Método Y1 Y2 u(y1) u(yz) r(Y1,Y2)
0,001 Analitico 0,013 0,000 0,007 1,744 0,000
MIG 0,001 0,000 0,010 10,000 0,000
MMC 0,013 -0,001 0,007 1,744 0,000
0,010 Analitico 0,015 0,000 0,008 1,118 0,000
MIG 0,010 0,000 0,010 1,000 0,000
MMC 0,015 0,000 0,008 1,117 0,000
0,100 Analitico 0,101 0,000 0,010 0,101 0,000
MIG 0,100 0,000 0,010 0,100 0,000
MMC 0,101 0,000 0,010 0,101 0,000

9.3.2.2.2 A Figura 16 mostra nos trés primeiros graficos os contornos das FDPs conjuntas para Y
obtidas analiticamente, usando a metodologia de incerteza do GUM, e o MMC. A FDP fornecida pelo
MMC ¢ consistente com a solug¢do analitica. No entanto, a FDP fornecida pela metodologia de
incerteza do GUM ¢ muito diferente da solucdo analitica e € necessario usar um conjunto diferente de
valores de contorno para ilustrar essa FDP (consulte 9.1.5). Além disso, a FDP fornecida pela
metodologia de incerteza do GUM assume valores positivos para valores inviaveis das grandezas de
saida, ou seja, para valores n; < 0,1, < —men, > m, implicando erroneamente uma densidade
de probabilidade diferente de zero para tais valores inviaveis.

9.3.2.2.3 A Figura 16 mostra nos dois graficos inferiores as FDPs marginais para as grandezas de
saida Y; e Y, obtidas da distribui¢do conjunta para ¥ . As FDPs marginais fornecidas pelo MMC
(mostradas como histogramas ou distribui¢des de frequéncia em escala) sdo consistentes com as
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solucdes analiticas (mostradas como linhas tracejadas). No entanto, as distribuicdes marginais
fornecidas pela metodologia de incerteza do GUM (mostradas como linhas solidas) sdo muito
diferentes das solug¢des analiticas. Por conveniéncia de apresentagdo, o grafico da FDP marginal para
Y, fornecida pelo intervalo de incerteza do GUM ¢ mostrado apenas para valores (viaveis) de 1,
satisfazendo —m < 1, < m, embora a FDP, que ¢ a Gaussiana N(0, 10?), se estenda para bem além
desse intervalo. As FDPs marginais fornecidas pela metodologia de incerteza do GUM implicam uma
densidade de probabilidade diferente de zero para valores invidveis das grandezas de saida (consultar
também 9.3.2.2.2).

9.3.2.3 Estimativa de entrada x; = 0,010

9.3.2.3.1 Para a estimativa de entrada x; = 0,010, com coeficiente de correlagdo r(x1, x,) = 0, as
linhas 4 a 6 da tabela 6 fornecem os resultados obtidos analiticamente, usando a metodologia de
incerteza do GUM (MIG) e MMC. A Figura 17 mostra os contornos das FDPs conjuntas para Y obtidas
usando as trés abordagens e as FDPs marginais para Y; e ¥, obtidas das respectivas FDPs conjuntas.

9.3.2.3.2 Pode-se observar que os resultados obtidos usando MMC sdo consistentes com a solucao
analitica. No entanto, os resultados obtidos usando a metodologia de incerteza do GUM sao diferentes
da solugdo analitica, mas ndo tdo diferentes quanto para o caso x; = 0,001. As diferencas relativas
entre as incertezas padrao u(y,) e u(y,) determinadas usando a metodologia de incerteza do GUM e
analiticamente s3o aproximadamente 25% e 10% (em compara¢@o com aproximadamente 40% e 470%
para o caso x; = 0,001).

9.3.2.4 Estimativa de entrada x; = 0,001

9.3.2.4.1 Para a estimativa de entrada x; = 0,001, com coeficiente de correla¢do r(x,,x,) = 0, os
resultados obtidos usando as trés abordagens sdo dados nas linhas 7 a 9 da tabela 6 e na figura 18.

9.3.2.4.2 Pode-se observar que os resultados obtidos usando a metodologia de incerteza do GUM e
o MMC sdo consistentes com a solucdo analitica. As distribuicdes marginais fornecidas pelas trés
abordagens mostradas na figura 18 sdo virtualmente indistinguiveis. As estimativas, incertezas padrao
associadas e coeficiente de correlagdo associado determinados usando as trés abordagens sao
concordantes dentro de dois digitos decimais significativos.

9.3.3 Propagacio e resumo: covariancia nao zero

9.3.3.1 A avaliacdo de incerteza ¢ tratada pela aplicagdo da propagacao de distribui¢des (a) usando
a metodologia de incerteza do GUM (MIG - generalizada) (ver 6 e C.3) e (b) usando MMC com M =
107 iteragdes (ver 7).

9.3.3.2 Para as estimativas de entrada x; = 0,001, x; = 0,010 e x; = 0,100, com coeficiente de
correlagao 7(xq,x,) = 0,9, a tabela 7 apresenta os resultados obtidos. As FDPs conjuntas para Y e as
FDPs marginais para Y; e Y,, obtidas a partir das duas abordagens, sdo mostradas para os trés casos,
respectivamente, nas figuras 19, 20 e 21.
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Tabela 7 — Resultados da transformacao do sistema de coordenadas, para estimativas de entrada com
covariincia associada r(x;,x,) = 0,9 (9.3.3.2)

Xy Método Y1 V2 u(y1) u(yz) (Y1, Y2)
0,001 MIG 0,001 0,000 0,010 10,000 0,900
MMC 0,012 0,556 0,008 1,599 -0,070
0,010 MIG 0,010 0,000 0,010 1,000 0,900
MMC 0,015 0,343 0,008 0,903 0,352
0,100 MIG 0,100 0,000 0,010 0,100 0,900
MMC 0,101 -0,009 0,010 0,103 0,882

9.3.3.3 Para os casos x; = 0,001 e x; = 0,010, os resultados fornecidos pela metodologia de
incerteza do GUM e pelo MMC sao muito diferentes. Em particular, o MMC fornece FDPs marginais
para Y, nesses dois casos que tém dois picos e que sdo muito diferentes das distribui¢des gaussianas
(unimodais) fornecidas pela metodologia de incerteza do GUM. As posi¢des desses picos nas FDPs
marginais estdo (aproximadamente) nos valoresn, = n/4 = 0,785en, = n/4 — n = —2,356.
Esses valores sao os angulos polares que definem a orientagao do eixo maior dos contornos elipticos
da FDP conjunta para as grandezas de entrada X (ver figura 15, a direita).

9.3.3.4 Para o caso x; = 0,100, h4d uma concordancia muito melhor entre os resultados fornecidos
pela metodologia de incerteza do GUM e pelo MMC.
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Figura 16 - Resultados da transformacéo do sistema de coordenadas, para estimativa de entrada x; =
0,001 e covariincia r(x;, x,) = 0, mostrando (a) contornos das FDPs conjuntas para Y obtidas
analiticamente (topo), usando a metodologia de incerteza do GUM ( meio esquerdo) e MMC (meio
direito), e (b) FDPs marginais para Y; (canto inferior esquerdo) e Y, (canto inferior direito) obtidos
analiticamente (linha tracejada), usando a metodologia de incerteza do GUM (linha sélida) e MMC
(histograma) ( 9.3.2.2.2 ¢ 9.3.2.2.3)

73



y,/rad

probabilidade/unidade™?!

75

60

45

30

3F . .
2
1
=]
£
N
=
-1F
2+t
3 | | i i I
-0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
y,/unidade
3 r T T T | 3 22
20
2 2 I
16
1 1
14
k=
0 S 0 12
~
EN 10
-1 1 1 1
]
2+ o 49 E| 6
4
3t | ‘ . i i ] 3t ‘ ; e
002 001 000 001 002 003 004 002 -001 000 001 002 003 004
y, /unidade y1/unidade
0.5 T
e
1 - 0.4 gttty 1
3 /
St
|I|||““ | 1 g o ‘
! ‘ 1 3
A\ . 8 02
| 3]
i o
] | S
A \ —
a
f ||||'|||| 0.1F
||||||.,". T
: i 0.0 :
: Ik 3 2 -1 0
y,/unidade y2/rad

Figura 17 — Conforme a figura 16, exceto que x; = 0,010 (9.3.2.3.1)
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Figura 18 — Conforme a figura 16, exceto que x; = 0,100 (9.3.2.4.1)
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Figura 19 - Resultados da transformacio do sistema de coordenadas, para estimativa de entrada x;, =
0,001 e covariincia r(x;, x,) = 0,9, mostrando (a) contornos das FDPs conjuntas para Y obtidas usando
a metodologia de incerteza do GUM (MIG, canto superior esquerdo) e MMC (canto superior direito) e
(b) as FDPs marginais para Y; (canto inferior esquerdo) e Y, (canto inferior direito) obtidos usando
MIG (linha so6lida) e MMC (histograma) (9.3.3.2)

9.3.4 Discussao

9.3.4.1 Para ambos os casos, de covariancia zero e diferente de zero, a medida que x; se afasta cada

vez mais de zero, os resultados fornecidos pela metodologia de incerteza do GUM e aqueles fornecidos
pelo MMC tornam-se mais proximos.

9.3.4.2 Para as estimativas de entrada x; = 0,001 e x,0,010, e geralmente para valores de x;

proximos de zero, o efeito da covaridncia diferente de zero ¢ alterar sensivelmente os resultados
fornecidos pelo MMC.
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Figura 21 — Conforme a figura 19, exceto que x; = 0,100 (9.3.3.2)

9.3.4.3 Os resultados (numéricos) apresentados nas Tabelas 6 e 7 fornecem resumos das FDPs
(conjuntas e marginais) mostradas nas figuras. Em algumas circunstancias, tais resumos podem nao
ser apropriados ou podem ser insuficientes para descrever a natureza da FDP que caracteriza a grandeza
de saida. Considere os resultados para o caso da estimativa de entrada x; = 0,001 e covariancia
diferente de zero r(xy,x,) = 0,9 (Figura 19). A FDP marginal para Y, obtida usando MMC ¢
essencialmente bimodal, e a estimativa y, de Y, se encontra entre os modos da distribuicdo em um
intervalo de valores de Y, onde a densidade de probabilidade ¢ pequena. De modo mais geral, se a
funcdo verossimilhanca for caracterizada por uma distribui¢do normal e se a informacao a priori for
escassa, entdo a FDP a posteriori (pds-medi¢do) serd aproximadamente normal. Neste caso, g(1|1:,,)
pode ser adequadamente aproximada por uma distribui¢cdo normal com esperanca (média) e desvio-

padrdo fornecidos pela melhor estimativa y e pela incerteza padrao u calculadas conforme o Subitem
6.3.1.

NOTA  Para uma grandeza de saida caracterizada por uma distribui¢do gaussiana multivariada, o vetor de
esperanca ¢ a matriz de covariancia para a grandeza descrevem completamente a distribuicao.

9.3.4.4 Para as estimativas de entrada x; = 0,001 ¢ x; = 0,010, e geralmente para valores medidos

de x; proximos de zero, a determinacao de regides de abrangéncia na forma de elipses e retangulos ¢
inadequada.
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9.4 Medicao simultinea de resisténcia e reatancia

9.4.1 Formulacao

9.4.1.1 A resisténcia R e a reatancia X de um elemento de circuito sdo determinadas medindo-se a
amplitude V de uma diferenca de potencial senoidalmente alternada entre seus terminais, a amplitude
I da corrente alternada que passa por ela, e o angulo de fase ¢ da diferenga de potencial alternado
relativa a corrente alternada. As grandezas de entrada sdo V, I e ¢, e as grandezas de saida sdo as trés
componentes de impedancia R, X e Z, onde Z? = R? + X2.

9.4.1.2 A aplicacao da lei de Ohm resulta no modelo de medigao trivariado

%4 |4 |4
R = —cos¢, X =—sen¢, 7 =—. (26)
1 1 1
como a relacdo entre a grandeza de entrada X = (X, X,,X3)T = (V,I,¢) e a grandeza de saida Y =
(Y, Y5, Y5)T = (R X, 2)".

NOTA 1 Por razdes de simplicidade, quaisquer erros sistematicos que possam estar presentes em V, [ e ¢ sdo
ignorados.

NOTA 2 No GUM, a reatancia ¢ denotada por X, notagdo usada aqui também. A reatancia X, um componente
da grandeza de saida vetorial ¥, ndo deve ser confundida com X, a grandeza de entrada vetorial.

9.4.1.3 Uma série de n = 6 conjuntos X, ..., X, de valores de indicagdo simultaneos das grandezas
de entrada sdao obtidos de maneira independe e sob condi¢des semelhantes, resultando nos dados
fornecidos na Tabela 8.

NOTA  No GUM, os dados consistem em uma série de cinco conjuntos de valores de indicagao simultaneos
obtidos independentemente (conjuntos 1 a 5 da Tabela 8). Pelo menos seis conjuntos sdo necessarios para que
a matriz de covariancia em 9.4.2.5 seja definida. O conjunto 6 na Tabela 8 esta, portanto, incluido e ¢ escolhido
para ser a média dos conjuntos 1 a 5. Esta escolha particular para o conjunto 6 ndo ¢ essencial, mas tem como
consequéncia que sua inclusdo ndo altera a média das séries.

Tabela 8 — Uma série de n = 6 conjuntos de valores de indicacdo simultineos, obtidos
independentemente, das grandezas de entrada para medicio de resisténcia e reatincia (9.4.1.3)

Conjunto  V/V I/mA  ¢/rad

1 5,007 19,663 1,0456
4,994 19,639 11,0438
5,005 19,640 1,0468
4,990 19,685 11,0428
4,999 19,678 11,0433
4,999 19,661 11,0445

(@)U, RN SN VS I (O}

9.4.2 Propagacio e resumo

9.4.2.1 A determinagdo de uma estimativa y de ¥ e da matriz de covariancia associada U,, ¢
considerada. Esta presente abordagem discute o problema definido pelo modelo de medicao (26) e
informacdes sobre as grandezas de entrada nesse modelo, na forma dos conjuntos x;, ..., x,, de valores
de indicagao obtidos independentemente fornecidos na Tabela 8. O GUM aborda esse problema usando
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a metodologia de incerteza do GUM [JCGM 100:2008 H.2.3]. O tratamento aqui ¢ estendido para
incluir o MMC e uma abordagem envolvendo uma distribui¢ao-t multivariada (ver 5.3.2).

9.4.2.2 Para fins de aplicacdao da metodologia de incerteza do GUM (generalizada), estimativas x =

(17, I, &)Tdas grandezas de entrada X = (V,1,¢) " sdo determinadas como as médias dos valores de
indicagao fornecidos na Tabela 8 [JCGM 100:2008 4.2]:

1
x _E(xl + o+ xp).

A matriz de covariancia U, associada a x contém as variancias associadas as médias [JCGM 100:2008
4.2] e as covariancias associadas a cada par de médias [JCGM 100:2008 5.2.3], e ¢ calculada por

1

U,=—M,
* nn-1)

M=, —x)(x;— )T+ -+ (x, —x)(x, —x)7.

M ¢ a matriz de adi¢des de quadrados e produtos. As estimativas x e as incertezas padrao associadas,
determinadas dessa maneira, sao fornecidas na Tabela 9, e os coeficientes de correlagao associados
aos pares das estimativas na Tabela 10.

NOTA  No GUM, uma abordagem 2 ¢ apresentada para este exemplo, baseada na nota 4.1.4 do GUM. Esta

abordagem ndo ¢ aqui adotada, pelo motivo apresentado em 4.1.

Tabela 9 — Estimativas das grandezas de entrada X = (V,1,¢)" para a medicdo simultinea de
resisténcia e reatincia, e as incertezas padrao associadas (9.4.2.2)

V/v I/mA ¢/rad
Estimativa 4,9990 19,6610 1,04446
Incerteza padrao 0,0026 0,0077 0,00061

Tabela 10 — Coeficientes de correlacio associados a pares de estimativas da grandeza de entrada X =
(V,1,¢)" para medicio simultinea de resisténcia e reatincia (9.4.2.2)

14 I ¢
14 1 0,355 0,858
I 1 -0,645
) 1

9.4.2.3 Na metodologia de incerteza do GUM, estimativas y = (R, X, Z )T das grandezas de saida
Y = (R, X,Z)7 sdo obtidas avaliando o modelo de medigdo (26) para as estimativas x das grandezas
de entrada:

=17 s, Lsens V]T
—|=COSQ, —= - -
I I I
A matriz de covariancia Uy, associada a y ¢ avaliada usando a férmula (3) em 6.2.1.3, ou seja, Uy, =
C,U,Cl ,onde C, é a matriz de sensibilidade dada por
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cos ¢ V cos ¢ VsengT
I 12 I

sen ¢ 7 sen ¢ 7 cos ¢

c,=|ne _Usend 0S¢ | 27)

I 12 I
1 14
= - = 0

L ] 12 a

Os resultados obtidos com a aplicagdo da metodologia de incerteza do GUM estdo resumidos na linha
1 (MIG) da Tabela 11.

NOTA 1 A coluna mais a direita na Tabela 11 € expressa como 1 — (X, Z) porque o coeficiente de correlagdo
(X, Z) ¢é proximo da unidade (ver 3.21 nota 5).

NOTA 2 A matriz de covariancia Uy, € singular como um resultado de dependéncias no modelo de medigao
trivariado (26):
Z? =R? + X2, (28)

Por causa da relagdo (28), a matriz de correlagdo associada as melhores estimativas de R, X ¢ Z ¢ singular. No
entanto, devido a arredondamento, a matriz de correlagdo dada na linha 1 da Tabela 11 ndo é singular nem
definida positiva. Devido a pequenez das incertezas padrdo associadas as estimativas das grandezas de entrada,
esta singularidade nao tem influéncia pratica nos resultados obtidos [20, se¢do 4].

Tabela 11 — Resultados para a medicio simultinea de resisténcia e reatancia (9.4.2.3, 9.4.2.4 e¢ 9.4.2.5)

Método R/ X/Q Z/9  u®)/Q u)/Q u@)/Q rRX) r(RZ) 1-r(X72)

MIG 127,732 219,847 254,260 0,058 0,241 0,193 -0,588  -0,485 0,749 x 10
MMC 127,732 219,847 254,260 0,130 0,536 0,429 -0,587 -0,482 0,770 x 10
MIG alt 127,732 219,847 254,260 0,130 0,540 0,431 -0,588  -0,485 0,749 x 102

9.4.2.4 Considere que a Unica informagdo disponivel sobre as grandezas de entrada ¢ a série de
valores de indica¢do listados na Tabela 8, e que os trés valores em cada conjunto desta tabela podem
ser considerados como uma materializacdo da mesma distribui¢ao gaussiana multivariada. Entao, X ¢
caracterizada pela distribui¢do-t multivariada t, (x, M/(vn)) com v = n — N = 3 graus de liberdade,
onde x contém as médias dos valores indicados (como em 9.4.2.2). Ver 5.3.2. Os resultados obtidos
de uma aplicagdo de MMC com M = 10° tentativas estdo resumidos na linha 2 (MMC) da Tabela 11.

9.4.2.5 A grandeza X caracterizada pela distribuicdo-t multivariada dada em 9.4.2.4 tem matriz de
covariancia

Uma abordagem alternativa, de melhor indicagdo que o tratamento em 9.4.2.3, ¢ avaliar a formula (3),
ouseja, Uy, = C,U LCY , onde C, é a matriz de sensibilidade (27) e U, sendo substituido por V(X). Os

81



resultados obtidos desta abordagem alternativa sdo resumidos na linha 3 (MIG alt.) da Tabela 11. Ver
também a referéncia [15].

NOTA 1 V(X) ¢ a matriz de covariancia correspondente a informagao adicional considerada em 9.4.2.4.

NOTA 2 A matriz de covariancia para X obtida desta forma so6 ¢ definidase v =n — N > 2. E por esta razio
que, neste exemplo, sdo necessarios pelo menos n = 6 valores de indica¢ao simultaneos das N = 3 grandezas
de entrada.

9.4.2.6 A matriz de covariancia V(X) obtida da distribuicdo usada para caracterizar X esta
relacionada a matriz de covariancia U, usada na aplicagdo da metodologia de incerteza do GUM por
n—1

Sy

9.4.2.7 Sao negligiveis as diferengas entre os resultados obtidos da aplicagdo do MMC e da
aplicacdo alternativa da metodologia de incerteza do GUM, o que indica que as fungdes de medicao
no modelo de medi¢do (26) podem ser linearizadas, com bom grau de aproximacao, usando as
estimativas das grandezas de entrada.

9.4.2.8 Neste exemplo, as condigdes para a aplicagdo da formula de Welch-Satterthwaite [formula
JCGM 100:2008 (G.2b)], da metodologia de incerteza do GUM, para calcular os graus de liberdade
efetivos, ndo sao validas porque existem grandezas para as quais as incertezas padrao t€m graus de
liberdade associados que sao finitos e essas grandezas nao sao independentes.

9.5 Medicao de temperatura Celsius usando um termometro de resisténcia

9.5.1 Geral

O exemplo descrito nesta subse¢ao ¢ concernente a medi¢do de temperatura Celsius usando a
comparagdo da resisténcia de um termometro de resisténcia de platina industrial com a resisténcia de
um resistor padrao, usando uma ponte de resisténcia. A medi¢cdo de uma singular temperatura Celsius
¢ descrita por um modelo de medi¢do univariado (ver 9.5.2), e a medi¢do de multiplas temperaturas o
¢ por um modelo de medi¢ao multivariado (ver 9.5.3). O exemplo ilustra o tratamento desses modelos
de medig¢ao (univariado e multivariado) usando a metodologia de incerteza do GUM (generalizada).

9.5.2 Medicao de uma singular temperatura Celsius

9.5.2.1 A temperatura Celsius 8 ¢ medida comparando a resisténcia R(8) de um termometro de
resisténcia com a resisténcia Rg de um resistor padrao usando uma ponte de resisténcia. No intervalo
de temperatura de 0 °C a 30 °C, a resisténcia do termometro ¢ aproximada por uma fungao parabodlica
de sua temperatura Celsius 6:

R(0) = (1 + A8 + BO?)R,, (29)
onde R, A e B sdo determinados a partir de uma calibragdo do termometro. As estimativas de Ry, A e

B e as incertezas padrao associadas sdo fornecidas na Tabela 12, e os coeficientes de correlagao
diferentes de zero associados a pares das estimativas na Tabela 13.
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Tabela 12 — Estimativas das grandezas de entrada X = (R, 4, B, Rg, r)T, para a medicio de uma
singular temperatura Celsius e as incertezas padrao associadas (9.5.2.1, 9.5.2.2 e 9.5.2.3)

Ro/Q AJoCt B/°C2 Rs/Q r/1

Estimativa 99,996 10 0,0039096 -6,0x 107  99,99947 1,078 0057
Incert padrdo 0,000 50 0,000 0027 1,1 x107 0,000 10 0,000 005 0

Tabela 13 — Coeficientes de correlaciao diferentes de zero associados a pares de estimativas das
grandezas de entrada para a medi¢io de uma singular temperatura Celsius (9.5.2.1, 9.5.2.2 ¢ 9.5.2.3)

R, A B
R, 1 0,155 0,092
A 1 -0,959
B 1

9.5.2.2 A estimativa de Rg e a incerteza padrao associada, determinada por calibragdo, sao
fornecidas na Tabela 12. Rg ¢ independente dos parametros R, A ¢ B.

9.5.2.3 A grandeza medida com a ponte de resisténcia ¢ a razao de resisténcia

_R(O)
r = RS .

(30)

O valor medido de r e a incerteza padrao associada sdo fornecidos na Tabela 12. A razdo de resisténcia
¢ independente dos parametros R, A ¢ B do termOmetro de resisténcia e da resisténcia Rg do resistor
padrdo. Nao ha, portanto, coeficientes de correlacdo diferentes de zero além daqueles apresentados na
Tabela 13.

9.5.24 Combinando as expressoes (29) e (30), o seguinte modelo de medicdo para a temperatura
Celsius 0 ¢ obtida:

(1+ A6 + BO?)R, —rRs = 0. (31)

Em termos de notacdo geral, N =5, m=1,X = (Ry,A,B,Rs,7)T ,Y =0 ¢

h(Y,X) = (1+ A8 + BO*)R, — TRs .

NOTA Ao considerar expressdes para as raizes de uma equagao quadratica, € possivel a transformacao do
modelo de medigdo (31) para forma explicita. No entanto, a avaliagdo numérica do modelo entdo transformado
pode sofrer por cancelamento subtrativo, e a avaliagdo dos coeficientes de sensibilidade ¢ dificultada pela
transformacao.

9.5.2.5 A estimativa y = 8 da temperatura Celsius que esta gerando a razdo de resisténcia medida
r ¢ encontrada inserindo as estimativas fornecidas na Tabela 12 na Equagdo (31), e resolvendo esta
equagdo. A solugio obtida é 8 = 20,023 2 °C.
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9.5.2.6 A incerteza padrio u(y) = u(0) associada a estimativa y é avaliada usando a expressdo (8)
em 6.3.1.3, ou seja, C,U,C; = C,U,Cy. Avaliando as matrizes C), ¢ C, em 6.3.1.3, ou seja:

Cy = ah—ah—(A+ZBQ)R
Y™ 9y — 06 0
oh [0h O0h Oh Oh Oh
Cy=—=|—,—,—,—,—| = [1+ 46 + BO2,R,0,R,0%, —1, —Rs],

0X loR,"dA’ 0B’ ORg’ or
nas estimativas das grandezas de entrada fornecidas na Tabela 12 e na estimativa correspondente da
grandeza de saida, obtém-se as matrizes de sensibilidade

¢y = 0,389 0 °c7t,

C, = [1,08,2,00 x 103Q °C, 4,01 Q °C?, —1,08,—1,00 x 10%Q] .

Os elementos da matriz de covariancias U, associados as estimativas das grandezas de entrada sao
calculados a partir das incertezas padrao da Tabela 12 e dos coeficientes de correlagdo da Tabela 13.

O resultado obtido é u(8) = 0,004 5 °C.

9.5.3 Medicao de varias temperaturas Celsius

9.5.3.1 O termdometro de resisténcia, o resistor padrdo e a ponte de resisténcia, descritos em 9.5.2,
sdo usados para a medi¢do das razdes de resisténcia 14, ..., 7o geradas por dez temperaturas Celsius
61, e ey 810.

9.5.3.2 As estimativas das grandezas de entrada R, A, B € Rg ¢ as incertezas padrao associadas sdo
apresentadas na Tabela 12 e as estimativas de rq, . . ., 1o na Tabela 14. Os unicos coeficientes de
correlacdo diferentes de zero associados a pares das estimativas continuam sendo aqueles dados na
Tabela 13. As razdes de resisténcia sao consideradas independentes, uma suposicao que ¢ valida se as
magnitudes dos erros aleatdrios sao dominantes nas razoes de resisténcia medidas.

Tabela 14 — Estimativas das razoes de resisténcia para a medicao de varias temperaturas Celsius e as
incertezas padrao associadas (9.5.3.2)

Ty ) 3 Ty Ts
(Estimativa-1)/1 07 53 150 054 300055 450 056 600 056
Incert padrio/107 50 50 50 50 50

Te 7 Tg Ty T10
(Estimativa-1)/1 07 780057 900 058 1050059 1200 060 780 057
Incert padrio/107 50 50 50 50 50

9.5.3.3 Cada razdo de resisténcia r; esta relacionada a temperatura Celsius correspondente 6; por
uma equacao da forma (31):

(1+A46; + B6?)Ry —1;Rs =0, j =1,...,10. (32)
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Em termos da notacdo geral, N =14, m =10, X = (Ry,A,B,Rs,11,...,T10) ' , Y = (04, ...,019) " ¢

h,(Y,X) Ro(1 + A8, + BO?) — 1y Rs
h(Y,X) = ; = : .
th(Y' X) Ro(l + A910 + Bglzo) - Tl()RS

NOTA A transformacdo do modelo de medicdo (32) para a forma explicita é possivel (ver 9.5.2.4).
9.5.3.4 As estimativas y = (04, ...,0;,) das temperaturas Celsius Y sdo obtidas inserindo as

estimativas fornecidas nas colunas 1 a 4 da Tabela 12 e na Tabela 14 nas equagdes (32) e resolvendo
essas equagoes. Essas estimativas sdo fornecidas na Tabela 15.

Tabela 15 — Estimativas das grandezas de saida Y e as incertezas padrao associadas para a medicao
de varias temperaturas Celsius (9.5.3.4 € 9.5.3.5)

0, 0, 05 6, 05 06 0, 05 0, 610
Estim/°
C 0,0100 3,8491 7,6928 11,5410 15,3938 20,0232 23,1131 26,9797 30,8509 20,0232
ilnfoc 0,0018 0,0027 0,0040 0,0046 0,0047 0,0045 0,0046 0,0060 0,0089 0,0045
padr

Tabela 16 — Coeficientes de correlaciio associados a pares de estimativas das grandezas de saida Y
para a medicio de varias temperaturas Celsius (9.5.3.5)

6, 6, 63 A 85 O 87 B b9 610
6, 1 0,252 0,127 0,079 0,059 0,054 0,056 0,054 0,050 0,054
0, 1 0,815 0,800 0,755 0,580 0,312 -0,092 -0,358 0,580
0, 1 0,902 0,868 0,691 0,400 -0,057 -0,365 0,691
0, 1 0,909 0,766 0,495 0,040 -0,281 0,766
0 1 0,847 0,629 0,208 -0,115 0,847
O 1 0,841 0,549 0,264 0,918
0, 1 0,812 0,613 0,841
Og 1 0,909 0,549
b9 1 0,264
010 1

9.5.3.5 A matriz de covariancia U,, associada a y € avaliada usando a expressdo (8) em 6.3.1.3, ou
seja, CyUyC; =C,U,C;. C, e C, s3o matrizes de sensibilidade dadas pela avaliacdo de Cy ¢ Cy,
respectivamente, nas estimativas das grandezas de entrada e saida. Cy ¢ uma matriz diagonal de
dimensdo 10 x 10 com entradas diagonais Ry(A + 2B6,), ..., Ry(A + 2B6;,). Cx é uma matriz de
dimensdo 10 x 14 dada por

CX = [CX(l) CX(Z)]’
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onde

1 + A91 + 3912 R091 R0912 —T1
c.V = : : : :
X : : : :

1446010 + BBy, Rob1o Rob7, —Tio

¢ uma matriz de dimensdo 10 x4, e C X(Z) ¢ uma matriz diagonal de dimensdo 10 x 10 com elementos
diagonais, todos iguais a —Rg. A matriz de covariancia U, ¢ calculada a partir das incertezas padrdo
fornecidas nas colunas 1 a 4 da Tabela 12 e na Tabela 13. As incertezas padrdo associadas as
estimativas das temperaturas Celsius e os coeficientes de correlagdo associados aos pares de
estimativas, derivados da matriz U, sdo fornecidos na Tabela 15 e na Tabela 16, respectivamente.

9.5.3.6  Os resultados fornecidos na Tabela 15 e na Figura 22 mostram como a incerteza padrao
u(éA?]) varia com a estimativa §] da temperatura Celsius 6; . A incerteza € menor em torno de 0 °C e
aumenta rapidamente para temperaturas superiores a 25 °C. Esse efeito se deve ao fato de que o
termometro de resisténcia foi calibrado nas temperaturas 0 °C, 15 °C, 20 °C e 25 °C, sendo ainda que
a temperatura Celsius 0 °C durante a calibragdo foi gerada usando um banho de gelo com uma incerteza
padrao trés vezes menor do que aquelas associadas as outras trés temperaturas, que foram geradas
usando um banho de 6leo.

NOTA  Nas Figuras 22 e 23, os segmentos de reta que unem os pontos plotados sdo incluidos para fins de
visualizac¢do.

9.5.3.7 Usando os resultados fornecidos na coluna final da Tabela 16, a Figura 23 mostra como o
coeficiente de correlacdo associado ao par de estimativas §] e 0,, das temperaturas Celsius 0; e 010=
20 °C varia com 9;, j=1,...,9. 0 coeficiente de correlagdo tem um maximo para 67] =0, ese

aproxima de zero na medida que a diferenca absoluta |9] — 910| torna-se alta. O exemplo demonstra
que grandezas medidas com o mesmo instrumento podem estar altamente correlacionadas.
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0.010 . . . . .

0.008 a

0.006 a

0.004r a

0.002F a

0000 1 1 1 1 1 1 1
-5 0 5 10 15 20 25 30 35

Estimativa da temperatura Celsius/°C

Figura 22 — Incerteza padrio u(@) associada a estimativa 9} da temperatura Celsius 6; (9.5.3.6)

10 T T T T T T T

0.8F .

0.6F .

Coeficiente de correlagido/1

0'0 1 1 1 1 1 1 1
-5 0 =} 10 15 20 25 30 35

Estimativa da temperatura Celsius/°C

Figura 23 — Coeficiente de correlacio associado ao par de estimativas §] e 6,, das temperaturas
Celsius 6; e 6,,=20°C (9.5.3.7)
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Anexo A

(Informativo)

Derivadas de funcoes de medi¢cao multivariadas complexas

A.1  Neste anexo ¢é feita especial consideragéio quanto a determinacio algebricamente eficiente das
derivadas parciais de primeira ordem da fun¢do de medi¢ao f em um modelo de medi¢do multivariado
complexo

Y = f(X),
onde

X=Xy, Xy)7, Y=(Y,...Y,)T,
e

f=Uvrfmd)s

X; denotando a grandeza complexa X; g + iX; |, com X; g e X; | denotando grandezas escalares reais, e

i2 = —1, e de forma semelhante para Yief;.

A.2  Seja U, a matriz de covaridncia de dimensdo 2N X 2N associada a uma estimativa x de X.
U, assume a forma

U(xy,x1) - U(xy,xy)
U, = s : ]
U(xy,x1) -+ U(xy,xy)
onde
Ux;, x;) = lu(xi,R: xj,R) u(x;R, xj,I)
v u(xinxjr)  u(xin X0

¢ a matriz de covaridncia de dimensdo 2 X 2 associada as estimativas (complexas) x; € x; de X; e Xj,
respectivamente.

A3 A matriz de covariancia

UyuLy) - UWuYm)
Uy: : . :

b

UYmy) - UWmYm)

de dimensao 2m X 2m, onde

u(Yir }’j,R) u(yir, }’j,l)

Uly,y)) = ’
(yl y]) u(YI,I' yj,R) u()’l,l! y]',I)

associada a estimativa
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y=fk)

de Y ¢ dada pela lei generalizada de propagagao da incerteza

U, =C,U,C,". (A.1)

A4 C, ¢ a matriz de sensibilidade de dimensao 2m X 2N dada pela avaliagdo
Cii - Cin
CX -
Cm,l Cm,N

em X = x, onde C;; ¢ amatriz de dimensdo 2 X 2 das derivadas parciais de primeira ordem das partes
real e imagindria de f; em relagdo as partes real e imaginaria de X;:

[ hix]

0X;r  0X;;
Cj,i =

ofin ofi

0X;r  0X;;

A.5  Para qualquer grandeza escalar complexa Q = Qg + iQ, considere a representa¢io matricial
de dimensao 2 X 2 para Q [14]:

Qr —Qll
Q1 Qr

Entdo, C;; pode ser expresso como

of
Ci=M (axi> ’

e fornece a base para um meio algebricamente eficiente para formar as derivadas parciais: somente as
derivadas complexas de primeira ordem do f; em relagdo ao X; precisam ser formadas.

M(@) =I
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Anexo B

(Informativo)

Avaliacao de coeficientes de sensibilidade e matriz de
covariancia para modelos de medicio multivariados

Quando sdo utilizados conceitos reconhecidos da algebra linear numérica [13], uma forma

numericamente estavel de compor U,, , a solugdo do sistema linear de equagdes (8), € a seguinte:

a)
b)

c)

d)
€)
f)
g
h)
i)
)

B.2

forme o fator de Cholesky R, de U,, que é a matriz triangular superior tal que Ry R, = U,;

fatorize C, como o produto C, = Q,W,, onde Q, ¢ uma matriz ortogonal ¢ W, ¢ uma matriz
triangular superior;

fatorize C,, como o produto €y, = L,W,, onde L, ¢ uma matriz triangular inferior ¢ W,, € uma
matriz triangular superior;

resolva a equacao matricial W; M, = I para M;

resolva Ly, M, = M, para My;

forme M; = QI M,;

forme K = WIMj;

forme M = R, K,

triangularize M ortogonalmente para obter a matriz triangular superior R;

forme U,, = RTR.

Este procedimento pode ser verificado usando algebra matricial elementar. Mais detalhes

estdo disponiveis [7].
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Anexo C

(Informativo)

Transformacao do sistema de coordenadas

C.1 Generalidades

Este anexo trata de alguns detalhes do problema de transformacao do sistema de coordenadas (ver 9.3).
A subclausula C.2 fornece, analiticamente, a FDP conjunta para ¥ para o caso em que X; ¢ descrita
pela distribui¢io Gaussiana N(x, u2) e X, por N(x,, u2), com X; e X, mutuamente independentes. A
subclausula C.3 aplica a metodologia de incerteza do GUM para grandezas de entrada correlacionadas
e ndo correlacionadas.

C.2  Solucao analitica para um caso especial

C.2.1 Suponha que X tenha uma FDP gx(£), € &€ = f~1(n) seja uma transformagio de valores
N = (Mg, ...,ny)" deY para valores & = (&4, ...,&y) " de X que é um-para-um. Entdo [19, pagina 35],
Y tem FDP

gyr(m) = gx(F~H(m)Idet(D] (€.
onde det(J) ¢ o determinante da matriz Jacobiana J,
ony Ny
= : . .
0N, any

considerado como uma fun¢do de 1, com det(J) sendo assumido como nem zero nem infinito.
NOTA 1 O resultado (C.1) as vezes ¢ conhecido como o “Teorema da mudanca de variaveis".

NOTA 2 O resultado para a transformagao de uma tnica grandeza (N = 1) ¢ o seguinte [21, paginas 57-61]:
se n = f(§) ¢ diferenciavel e monotonico, Y tem FDP

1
9 () = gx (- 1(71))‘ I (”)‘

C.2.2  Para o problema de transformagio do sistema de coordenadas considerado em 9.3, X =
(X1, X,)Tcom valores & = (&1,&,)T, Y = (R,0) com valoresn = (11,1,)7, e

§1 = 14 cosny, $, =14 senn,.

Portanto,
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cosn,  —1y senn,
senrn, 11 COSN,
(¥
det(J) = n;.

Segue-se que, desde que n; > 0,
9y, Y, ML) =m Ix..X, (11 cosny,my senny,).

C.2.3 Considere o caso em que X; é descrito pela distribuicio Gaussiana N(x;,u2) e X, por
N(x,,u2), com X; e X, mutuamente independentes. Entdo,

1 — 24 — 2
9x1.x,(§1,§2) = gx,(§1) 9x,(§2) = exp <_ (1 —x1) - uz(fz X2) > ’

2 T uz

fornecendo,

. (11 cosn, — x1)% + (1, senn, — x,)?
Iy, Y, Mwum2) = pl|— .

2 T u 2u2

C.2.4 A distribuigdo marginal para ¥; = R é

T 2 2
Ui nmt+y my
v, (1) = f Ivyv,(M1,1m2) dnp = _Z exp <_ - 2 1) Iy ( - 21> ) (C2)
. us 2 uz us

onde

Vi =xi+x3
e I, ¢ a funcdo de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem zero.
NOTA 1 A distribuicdo ¢ a distribui¢ao de Rice com os pardmetros y; € uU,.
NOTA 2 Se y; = 0, a distribuicdo ¢ a distribuicdo Rayleigh com parametro u,.

NOTA 3 Se u, = 1, a distribuigdo ¢ a distribui¢do qui-quadrado ndo central com dois graus de liberdade e
parametro de ndo centralidade y?.

C.2.5 A distribui¢cdo marginal para ¥, = © ¢é

o) 1 y2
9y,(m2) = j 9v,v, M1,12) dny = 5 €Xp (— 12> [1 + VT exp(z?) erfc(-1)] , (C3)
0 T 2 uy

onde

X1 COSN, + X, senn,
—_— b

= V7w
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2 X
erfc(z) = 1 _ﬁj; exp(—t?) dt

¢ a fungdo de erro complementar.

C.2.6 Setambém x; = x, = 0, entdo

2
Gror, (ms) = —2— exp | — o2
i ¥p VIl 2 2 1 uz 2uz)’

e segue que Y; e ¥, sdo mutuamente independentes com distribuigdes

) =1 exp (-
ng m u2 p 2 u}zc ’

X

uma distribui¢do Rayleigh com parametro u,., e

1
9y, (m2) = o

uma distribui¢do retangular entre —m e m.

C.3 Aplicacao da metodologia de incerteza do GUM

C.3.1 Paraoproblema de transformacéo do sistema de coordenadas considerado em 9.3, 0 modelo
de medigao pode ser escrito como o modelo de medi¢ao bivariado

Y, = X, X)) = /Xlz + X3, Y, = f,(X1,X,) = tan™ (X, /X1),

onde entende-se que ¥; > 0 e —r < Y, < m. As grandezas de entrada X; e X, tém estimativas x; € x,
e incertezas associadas u(x;) e u(x,), respectivamente, e covariancia associada e u(x4, x;).

C.3.2 A aplicacdo de 6.2.1.2 fornece

Vi = ’x% +x%, V2 = tan_l(xZ/xl)a

como estimativas de Y; e Y.
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C.3.3 A matriz de sensibilidade C, de dimensdo 2 x 2 é obtida pela avaliagdo

df1 df1 X2 ]

0X; 90X, |\/X1 +x2 X2+ xZ|

CX = | I

g 4l s ol
X, X2+ X2 X2+ X3

em X; = x; € X, = x,. Portanto, desde que y; = \/x% + x5 > 0,

X1 X2
COSY, seny,
I\/xf+x§ a2 + x2
* X X a
—X3 1
—(sen cosS
lxlz +x§ xf +x% J (seny,)/y1 (cosyz)/y1

C.3.4 A aplicagdo de 6.2.1.3 fornece
U = l u®(y,) u(y1,¥2)
u(y2, y1) u®(y2)
como a matriz de covariancia associada as estimativas y = (y1,y,) ", com u(y,, y1) = u(yy, y,) €
u?(yy) = u?(xy) cos?y, + u?(x,) seny, + 2 u(xy, x,) cosy, seny, ,
u(y1,¥2) = W?(xz) — u?(x1)) (seny; cosy,) /vy + ulxy, x;) (cos?y, —sen’y,) /vy,
u?(y2) = u®(x) (sen®y,)/y7 +u?(xz) (cos?y,)/yi — 2 ulxy, xz) (seny, cosy,)/yi
C.3.5 No contexto da metodologia de incerteza do GUM, Y ¢ caracterizada pela distribui¢do

Gaussiana bivariada N(y,U,), que pode ser usada como base para determinar as regides de
abrangéncia para Y correspondentes a uma probabilidade de abrangéncia prescrita p (ver 6.5).

C.3.6  Considere o caso em que u(x;) = u(x;) = u, e u(xy, x,) = 0 (ver C.2.3). Entio,

uz(Y1) = uazc , u(y,y2) =0, uz(}’z) = uyzc/%z >

com Y caracterizada por uma distribuicdo Gaussiana bivariada como em C.3.5. Segue-se que, nesta
circunstancia especial de grandezas ndo correlacionadas atribuidas a uma distribuicdo gaussiana
bivariada, Y; e Y, sdo mutuamente independentes [19, teorema 3.1.3]. Consequentemente, Y; e Y, sdao
caracterizadas por distribuigdes Gaussianas univariadas N(y,,u?(y1)) e N(yy,u?(y,)),
respectivamente.

NOTA Por outro lado, no tratamento analitico C.2, onde Y ndo ¢ caracterizada por uma distribuicdo

Gaussiana bivariada, as condigdes u(x;) = u(x,) e u(xy,x,) = 0 ndo sdo suficientes para ¥; e Y, serem
independentes. Uma condigdo adicional, a saber, x; = x, = 0, € necessaria (ver C.2.6).
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Anexo D

(Informativo)

Glossario dos principais simbolos

matriz de sensitividade de dimensao m x N associada com x

matriz de sensitividade de dimensao m x N associada com y

digito decimal inteiro - ndig

correlagdo para duas varidveis randomicas X; € X;

covariancia para duas variaveis randomicas X; € X;

determinante jacobiano

esperanca de uma variavel aleatoria X;

esperanca de uma varidvel aleatoria X

distribuicao de Fisher-Snedecor com m e n — m graus de liberdade
fun¢do de medigao univariada dependente de grandezas de entrada X
fun¢do de medigdo multivariada dependente de grandezas de entrada X

representacdo discreta de fungdo distribuicdo Gy(7) para grandeza de saida Y de um
procedimento de Monte Carlo

fun¢do distribui¢do com variavel ¢ para grandeza de entrada X
funcdo distribuigdo com variavel &; para grandeza de entrada X;

fun¢do densidade de probabilidade (multivariada) conjunta com varidvel ¢ para grandeza
de entrada X

fun¢do distribui¢do com variavel n para grandeza de saida Y

fun¢do densidade de probabilidade (multivariada) conjunta com varidvel n para grandeza
de entrada Y

modelo de medi¢do univariado expresso como uma relacdo entre grandeza de saida Y e
grandeza de entrada X da qual Y depende.

modelo de medigdo multivariado expresso como uma relacdo entre grandezas de saida Y
e grandezas de entrada X das quais Y dependem

unidade imaginéria dada por i = —1
matriz Jacobiana

fator de abrangéncia para uma regido de abrangéncia na forma de um hiperelipsoide
correspondente a probabilidade de abrangéncia p

fator de abrangéncia para uma regido de abrangéncia na forma de um hiper-retangulo
correspondente a probabilidade de abrangéncia p

matriz triangular inferior

inteiro na representacio ¢ X 10° de um valor numérico, onde ¢ ¢ um digito decimal
inteiro - ndig

numero de grandezas de saida Y;, , Yo

numero de iteragdes de Monte Carlo

matriz de somas de quadrados e produtos
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t,(u,S)

numero de grandezas de entrada X;, , Xy

distribuicao Gaussiana padrao

distribui¢do Gaussiana com pardmetros | e g2
distribuicao Gaussiana multivariada com parametros e V
numero de valores de indicacdo em uma série

nimero de digitos decimais significativos considerados significantes em um valor
numérico

probabilidade do evento z

probabilidade de abrangéncia

regido de abrangéncia em m dimensdes para Y

matriz de correlagdo de dimensdo m x m associada com y

distribuicao retangular padrdo sobre o intervalo [0, 1]

distribuicao retangular sobre o intervalo [a, b]

coeficiente de correlagdo associado com estimativas x; € x; de grandezas de entrada X; e
Xj
desvio-padrao de uma série de n valores de indicacdes x4, ..., X,

desvio-padrio associado 4 média z dos valores z(V, ,z(™ no procedimento adaptativo
de Monte Carlo, onde z pode denotar a estimativa y; da grandeza de saida Y}, a incerteza

padrdo u(y;) associada a y;, o autovalor maximo 4,,,, da matriz de correlagdo R,, ou o
fator de abrangéncia k,, da regido de abrangéncia para Y

sobrescrito que denota transposi¢ao de matriz

distribuicao-t multivariada com parametros @ ¢ S e v graus de liberdade

incerteza expandida correspondente a probabilidade de abrangéncia p

matriz de covariancia associada com a estimativa x da grandeza de entrada X

matriz de covariancia associada com a estimativa y da grandeza de saida Y

incerteza padrao associada com a estimativa x da grandeza de entrada X

incerteza padrao associada com a estimativa x; da grandeza de entrada X;

covariancia associada com as estimativas x; € x; das grandezas de entrada X; € X;

vetor (u(xy),...,u(xy))T das incertezas padrio associadas com a estimativa x da
grandeza de entrada X

variancia da varidvel randomica X;

matriz de covariancia (varidncia-covariancia)

matriz de covariancia da variavel randomica X

i-ésima grandeza de entrada, considerada como uma varidvel aleatoria

vetor (X4, ..., Xy) T de grandezas de entrada

média da série de n valores de indicagdes xq, ..., X,

estimativa (esperanga) de X;, ou i-¢simo valor de indicagdo numa série

estimativa (esperanga) (x, ..., xy) ' de X

r-ésima iteracdo de Monte Carlo a partir da fungdo densidade de probabilidade para X;
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r-¢sima iteragdo de Monte Carlo, contendo valores X;,,..., X;, sorteados a partir das
fun¢des densidade de probabilidade para N grandezas de entrada (x4, ..., xy) " ou a partir
da fun¢do densidade de probabilidade para X

j-ésima grandeza de saida, considerada como uma variavel aleatoria

vetor (Y7, ..., Yy,) T de grandezas de saida, consideradas como varidveis aleatorias
estimativa (esperanca) de Y;

estimativa (esperanc¢a) (yy, ..., V) ' de ¥

estimativa de Y, obtida como a média de M valores y,. do modelo, a partir de uma iteragao
de Monte Carlo

r-ésimo valor do modelo f(x,)
r-¢ésimo valor do modelo f(x,) transformado adequadamente

h-ésimo valor num procedimento adaptativo de Monte Carlo, em que z pode denotar a
estimativa y; da grandeza de saida Y}, a incerteza padrdo u(y;) associada a y;, o autovalor
mAaximo A, da matriz de correlagdo R,, ou o fator de abrangéncia k,, para uma regido
de abrangéncia para ¥

valor de probabilidade

funcdo gama com varidvel z

tolerdncia numérica associada com um valor numérico
variavel que descreve possiveis valores da grandeza de saida ¥

tolerAncia numérica associada com fator de abrangéncia k, para uma regido de
abrangéncia hiperelipsoidal

tolerdncia numérica associada com fator de abrangéncia k, para uma regido de
abrangéncia hiper-retangular

maior autovalor de matriz de correlagao

menor autovalor de matriz de correlagao

esperanca de grandeza caracterizada por distribuicao de probabilidade
esperanga de grandeza caracterizada por distribui¢do de probabilidade conjunta
graus de liberdade de distribui¢ao-t ou de distribuicao chi-quadrado

graus de liberdade efetivos associados com incerteza padrao u(y)

variavel que descreve possiveis valores da grandeza de entrada X;

variavel (&, ...,&y) T que descreve possiveis valores da grandeza de entrada X

tolerancia numérica associada com o autovalor maximo A,,,, de uma matriz de
correlacao

desvio-padrao de grandeza caracterizada por distribui¢do de probabilidade

variancia (desvio-padrao quadrado) de grandeza caracterizada por distribuicao de
probabilidade

matriz de covariancia de grandeza vetorial caracterizada por distribuicdo de
probabilidade conjunta

distribuicao chi-quadrado com v graus de liberdade
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