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Com os problemas de aquecimento global e a busca por fontes energéticas limpas, o
aumento do emprego de energia nuclear € esperado. Assim, o desenvolvimento de tecnologias
e estudos cientificos para o uso de usinas nucleares € imprescindivel, em particular na area de
engenharia de reatores. No desenvolvimento de reatores nucleares, a mecanica de fluidos e a
transferéncia de calor assumem papel de destaque. A fluidodinAmica computacional,
conhecida como CFD a partir da sigla em Inglés para Computational Fluid Dynamics, é cada
vez mais utilizada para otimizar os custos e a seguranga dos projetos. Esta dissertacao
apresenta um método estabilizado de elementos finitos de segunda ordem para a solugdo de
problemas de mecanica de fluidos e transferéncia de calor. A discretizacdo com segunda
ordem no tempo precede a discretizagdo espacial com elementos finitos. Os termos de
estabilizacdo surgem naturalmente do processo de discretizagdo, ao invés de serem
introduzidos a priori na formulagcdo variacional. O método foi implementado no programa
‘ns_new_solver 2d_a_v2 MPI’, escrito em FORTRANO90, desenvolvido no Laboratério de
Computagdo Paralela do Instituto de Engenharia Nuclear (LCP/IEN). Solu¢des numéricas de
alguns exemplos representativos, envolvendo conveccao natural, mista e for¢cada, demonstram
que a formulagdo estabilizada proposta neste trabalho apresenta excelente concordancia com

resultados experimentais e computacionais disponiveis na literatura.
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viscosos e transferéncia de calor, método estabilizado de elementos finitos.



Abstract of the dissertation submitted to PPGIEN / CNEN as part of the requirements for the
degree of Master’s Science (M. Sc.)

A STABILIZED SECOND-ORDER TIME ACCURATE FINITE ELEMENT
FORMULATION FOR INCOMPRESSIBLE VISCOUS FLOW WITH HEAT TRANSFER

Marcos Filardy Curi
April 2011

Advisor: Prof. Paulo Augusto Berqué de Sampaio (PPGIEN/CNEN)

Program: Programa Ciéncia e Tecnologia de Reatores — IEN/CNEN

In view of the problem of global warming and the search for clean energy sources, a
worldwide expansion on the use of nuclear energy is foreseen. Thus, the development of
science and technology regarding nuclear power plants is essential, in particular in the field of
reactor engineering. Fluid mechanics and heat transfer play an important role in the
development of nuclear reactors. Computational Fluid Mechanics (CFD) is becoming ever
more important in the optimization of cost and safety of the designs. This work presents a
stabilized second-order time accurate finite element formulation for incompressible flows
with heat transfer. A second order time discretization preceeds a spatial discretization using
finite elements. The terms that stabilize the finite element method arise naturally from the
discretization process, rather than being introduced a priori in the variational formulation. The
method was implemented in the program ‘ns_new_solver_2d_a_v2_MPI’ written in
FORTRANOO0, developed in the Parallel Computing Laboratory at the Institute of Nuclear
Engineering (LCP/IEN). Numerical solutions of some representative examples, including
free, mixed and forced convection, demonstrate that the proposed stabilized formulation
attains very good agreement with experimental and computational results available in the

literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. IMPORTANCIA DA ENERGIA NUCLEAR NO BRASIL E NO MUNDO, E A
INFLUENCIA DA MECANICA DOS FLUIDOS E TRANSFERENCIA DE CALOR
NESSE CONTEXTO

O planeta Terra nessas ultimas décadas, apds sofrer intensas atividades humanas, vem
passando por uma profunda transformacdo em seu ecossistema. Em particular merece
destaque o problema das mudangas climdticas causadas pela emissdo de gases de efeito

estufa, principalmente metano e di6xido de carbono.

As concentragdes de di6xido de carbono e metano na atmosfera em 2005 excederam
enormemente o valor natural de concentracio dos dltimos 650.000 anos, em grande parte pelo
uso de combustiveis fésseis, como petréleo e carvao. Estudos mostram que, até o fim do
século XXI, a temperatura média da Terra podera subir cerca de 4°C. Caso isso se confirme,
algumas conseqii€ncias poderdo ser a extin¢cdo de 30% de espécies animais e vegetais, a fome

em muitos paises, e a escassez de d4gua em regides pobres da Africa e Asia [1].

A procura por fontes energéticas que conduzam a humanidade a um desenvolvimento
sustentdvel € de extrema importancia. A energia nuclear entra como uma das principais fontes
energéticas limpas, competitivas e confidveis. Em 2008 foi constatado que ha, em média,
0.92 acidentes para cada milhdo de horas de operacdo de uma usina nuclear [5]. Apesar do
grave acidente ocorrido em Fukushima recentemente, apds terremoto e tsunami de proporgdes
extremas, a fonte nuclear continuard a ser necessdria para atender a crescente demanda
mundial por energia. Novas tecnologias de reatores nucleares, cada vez mais seguros e
economicamente competitivos, bem como o aprimoramento dos sistemas de gestdo e
governanca do setor, serdo de extrema valia para que a energia nuclear possa desempenhar o

papel que dela se espera. Atualmente hd no mundo 438 usinas nucleares em operagao,
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produzindo 16% de toda energia elétrica mundial [2]. Nesse contexto o Brasil ainda se insere

de maneira timida.

A partir do final dos anos 50 comegaram a ser criados no Brasil institutos de pesquisa
equipados com reatores experimentais, laboratérios e grupos de pesquisa. No Instituto de
Engenharia Nuclear encontra-se o Reator Argonauta, o primeiro reator de pesquisa construido
no pais por empresa nacional [3]. Nos anos 70, o governo Geisel decidiu implantar no pais,
em dez anos, um importante parque nuclear. Um gigantesco projeto, a ser concretizado em
etapas: 1) um complexo de nove usinas atOmicas geradoras de energia nuclear; 2) um

complexo de usinas destinadas ao ciclo completo de combustivel nuclear [4].

No entanto, quase 40 anos depois, no Brasil ha apenas dois reatores em operacao,
Angra-I e Angra-1I, ambos em Angra dos Reis. Juntos geram uma poténcia de 1884 MWe [5].
H4 ainda outro atualmente em construcdo, o reator Angra-IIl. Além destas usinas estdo
previstas mais quatro usinas que juntas poderdo fazer a produgdo nuclear do Brasil subir para

7300 MWe até 2030 [6-7].

As usinas nucleares brasileiras empregam um sistema de geracdo de poténcia
conhecido como PWR (Pressurized Water Reactor). Uma breve descricdo desse sistema ¢é
apresentada a seguir para podermos identificar o papel da mecanica de fluidos e da

transferéncia de calor tratados nesta dissertacao.

Um PWR se baseia no uso de dois circuitos refrigerantes. O circuito primdrio utiliza
dgua tanto como fluido refrigerante quanto moderador de néutrons. A dgua do circuito
primario entra no nicleo do reator a uma temperatura de 286°C e sai a 324°C. A pressao € de
aproximadamente 15.5 MPa. Nessas condi¢des o fluido encontra-se em um estado conhecido
na termodindmica como liquido sub-resfriado. A pressdao no circuito primdrio € mantida
controlada com o uso de um pressurizador. Apds passar pelo nicleo do reator e ganhar
energia, a dgua aquecida transfere calor para o circuito secundério através de um trocador de
calor conhecido como gerador de vapor. No circuito secundério, onde também circula 4gua, a
dgua entra no gerador de vapor na fase liquida. O vapor € formado ao longo do percurso no
gerador de vapor pelo recebimento do calor transferido do circuito primario. O vapor
produzido no circuito secundério € dirigido para as turbinas da central nuclear para geracao de

energia elétrica. O processo completo estd descrito na referéncia [8].
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Fica claro que o escoamento dos fluidos e a transferéncia de calor sdo vitais para o
funcionamento de usinas nucleares, tanto em condi¢des normais de operagdo quanto em
condicdes de acidente. Assim, é de suma importancia o estudo desses temas na geragao de

energia através de reatores nucleares.

Em um nicleo de reator a geracdo de energia é intensa, havendo a necessidade de
remover esse calor através da passagem de fluido refrigerante e da troca de calor entre o
fluido e as varetas de combustivel. Essa troca de calor resulta na efetiva geracdo de energia
elétrica e no correto funcionamento de um reator. Caso ocorra alguma ineficiéncia ou
anomalia na troca de calor, o reator podera sofrer conseqiiéncias graves, tais como o
surgimento do chamado DNB (Departure from Nucleated Boiling [8]), que resulta em drastica

diminui¢do da capacidade de resfriamento do nuicleo e em superaquecimento das varetas.

Com os resultados obtidos através de uma simulagdo computacional adequada, capaz
de predizer a distribuicdo de temperatura, as caracteristicas do escoamento, os gradientes de
pressdo e o fluxo de calor, € possivel analisar o desempenho térmico e as perdas de pressdao do
sistema. Logo, modelos apropriados e ferramentas computacionais sdo importantes para
predizer e avaliar como um determinado componente de uma usina se comportard, mesmo
antes de sua constru¢do. Na solugdo de problemas em mecanica dos fluidos e transferéncia de
calor, podemos fazer uso da fluidodindmica computacional (comumente conhecida como

CFD - Computational Fluid Dynamics do inglés) como ferramenta de anélise.

1.2. UM POUCO SOBRE A FLUIDODINAMICA COMPUTACIONAL E O SEU
IMPORTANTE PAPEL

A fluidodindmica computacional (CFD) emergiu do desenvolvimento e da aplicacao
de técnicas computacionais para o tratamento de problemas das disciplinas de mecénica dos
fluidos e transferéncia de calor. O inicio deste campo de estudo foi limitado principalmente
para areas de alta tecnologia, como engenharia aerondutica e aeroespacial, mas agora ¢ uma
metodologia amplamente adotada para resolver problemas complexos de muitos campos da

engenharia e das ciéncias aplicadas. A concepcao de novos e melhores projetos de sistemas
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através de simulacdes computacionais estd resultando em maior eficiéncia operacional e em
menores custos. Hoje, com os problemas do aquecimento global e aumento da populagdo
mundial, os engenheiros na drea de geracdo de energia passaram a utilizar cada vez mais a
CFD para reduzir os custos dos desenvolvimentos. Estes estudos computacionais estdo sendo
realizados para tratar de questdes relacionadas com as tecnologias de energia limpa e

renovavel e no controle de emissdes e reducio substancial de poluentes ambientais.

A CFD ¢ especialmente dedicada aos fluidos que estio em movimento, € como o
comportamento do escoamento desse fluido influencia os processos que podem incluir a
transferéncia de calor e, até mesmo, reagdes quimicas e nucleares. Além disso, as
caracteristicas fisicas da mecanica de fluidos podem ser descritas através de equacoes,
geralmente em forma diferencial parcial, que regem o processo de interesse. Estas equagdes

sdo freqiientemente chamadas de equagdes governantes na CFD.

A CFD também se tornou uma das trés abordagens bdsicas (as outras duas sendo
fluidodinamica experimental e fluidodinamica analitica) que podem ser empregadas para
resolver problemas de dindmica dos fluidos e transferéncia de calor. Tradicionalmente, os
métodos analiticos e experimentais tém sido utilizados para estudar os vérios aspectos da
dindmica dos fluidos e para auxiliar os engenheiros na concepcdo de equipamentos e
processos industriais que envolvem o escoamento de fluidos e transferéncia de calor. Com o
advento dos computadores digitais, o aspecto computacional surgiu como uma outra
abordagem vidvel. Embora o método analitico esteja sempre presente e as experiéncias em
laboratorios continuardo a ser realizadas de forma significativa, a tendéncia € claramente para

uma maior confianga e expansao da abordagem computacional para projetos industriais.

A CFD realmente se tornou uma poderosa ferramenta a ser empregada tanto para
ciéncia pura, ciéncia aplicada ou aplicacdes industriais. As simulagdes e andlises
computacionais sdo cada vez mais realizadas em muitas aplica¢des na engenharia, incluindo
avides (engenharia aeroespacial) e veiculos automotores (engenharia automotiva). Um
exemplo recente foi a substituicdo de tuneis de vento no estudo aerodinamico de carros de
férmula 1, como aconteceu com a equipe HRT do piloto brasileiro Bruno Senna na temporada

2010.
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Entre os apectos positivos do uso da Fluidodinamica Computacional (CFD) pode-se

destacar:

1)

2)

3)

4)

O desenvolvimento tedérico das técnicas computacionais centra-se na
constru¢do e na solugdo das equagdes governantes e no estudo de vdrias
aproximacgodes para estas equagcdes. A CFD apresenta a oportunidade para
estudar os termos especificos das equagdes governantes de uma forma mais

detalhada.

A CFD complementa as abordagens experimentais e analiticas.
Particularmente, a CFD reduz substancialmente os prazos € os custos em
projetos, em comparacdo com a abordagem experimental, e oferece a
capacidade de resolver uma série de problemas complexos de escoamento,

onde a abordagem analitica ndo existe [9].

A CFD apresenta a possibilidade de simular as condi¢des de escoamento
que ndo sdo reproduziveis em testes experimentais, como cendrios de
acidente nuclear feito em [10], e para simular situagdes que sdo
demasiadamente grandes no aspecto geométrico como feito em [11], entre

outros.

A CFD pode fornecer informagdes bastante detalhadas das varidveis de
interesse da engenharia, tais como vorticidade, distribuicdo de forcas e de
fluxo de calor, que por vezes sdo dificeis de serem estudados

experimentalmente.

Apesar dos pontos positivos, devemos também estar plenamente cientes das limitagdes

inerentes a aplicacdo da CFD. A visualizacdo de solugdes numéricas utilizando vetores,

isolinhas (curvas de nivel dos campos em estudo) ou filmes de animagdo dos escoamentos,

sdo de longe as formas mais eficazes para interpretar a enorme quantidade de dados geradas a

partir do célculo numérico. No entanto, existe o perigo de que uma solugdo errdbnea possa

parecer muito boa em uma animagao e no entanto nao corresponder ao comportamento real.

Fotos coloridas e brilhantes podem proporcionar uma sensagdo de realismo, mas serdo inuteis
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se ndo forem quantitativamente corretas. Os resultados numéricos obtidos devem ser

criteriosamente analisados antes de serem utilizados.

1.3. CONTRIBUICAO DESTE TRABALHO

Formulagdes estabilizadas de elementos finitos corrigem a aproximacgao de Galerkin
padrao pela adi¢do de termos extras, responsdveis por garantir estabilidade. As formulacoes
estabilizadas podem ser muitas vezes interpretadas como uma ponderagdo do tipo Petrov-
Galerkin, onde a funcio de ponderacdo usual de Galerkin é modificada com a adi¢do de uma
perturbacdo. Os termos resultantes da interacdo da perturbagdo com os residuos da
aproximacdo geram o efeito de estabilizacdo desejado. Normalmente, os termos de
estabilizacdo aparecem multiplicados por parametros de estabilizacdo (ou escalas de tempo
intrinsecas) que definem a quantidade de estabilizac@o necessdria, dependendo do tamanho da

malha local, velocidade e propriedades fisicas.

Neste trabalho, uma discretizagdo temporal baseada em diferencas finitas precede a
aproximacdo espacial realizada com elementos finitos. Como resultado, o passo de tempo
utilizado na discretizacdo temporal dos balancos de quantidade moveimento e energia
desempenha o mesmo papel do pardmetro de estabiliza¢do (ou a chamada escala de tempo
intrinseca) utilizada em outras formulagdes. O fato de que o parametro de estabilizagdo é o
proprio passo de tempo implica em que hd menos um parametro para definir em casos
transientes. Mais importante, ele d4 uma indicacdo sobre como escolher o parametro de
estabilizacdo de acordo com as escalas de tempo do processo fisico dominante [14 — 15]. No
entanto, a fim de introduzir a quantidade correta de estabilizacio em todo o dominio da
andlise, o passo de tempo deve ser definido localmente, levando a uma distribuicio de passos
de tempo que variam espacialmente. Em [11 — 13], algoritmos especiais foram utilizados para
acomodar o uso de uma distribui¢do de passo de tempo e para sincronizar a computagdo em
problemas transientes. Nesta dissertacdo, o procedimento proposto em [14] € seguido. Passos
de tempo locais e esquemas de sincronizacdo necessdrios sdo incorporados no método. O
resultado ¢ um método que se assemelha com formulacdes estabilizadas cléssicas, que
empregam um unico passo de tempo para todo o dominio e com defini¢cdo de parametros de
estabilizacdo locais, mas cujas origens sdo baseadas no uso de passos de tempo locais

combinadas com um esquema de sincronizagao.
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Porém, diferentemente do método apresentado em [14], aqui as discretizacdes
temporais empregadas s@o melhoradas para uma precisao de segunda ordem no tempo. No
presente método, uma equagdo para a pressao € derivada de uma série Taylor de segunda
ordem que combina as leis de conservacdo de quantidade de movimento e de massa. A cada
passo de tempo, uma vez que a pressao tenha sido determinada, os campos de velocidade e de
temperatura sdo calculados resolvendo equacdes discretizadas obtidas a partir de outra série
Taylor de segunda ordem e de uma minimiza¢do dos minimos quadrados dos residuos dos
balancos de quantidade de movimento e de energia. Os termos que estabilizam o método dos
elementos finitos surgem naturalmente do processo, ao invés de serem introduzidos a priori na

formulacao variacional.

Em [40] foi apresentada uma formulacdo estabilizada de segunda ordem no tempo,
onde também a estrutura dos termos de estabilizacdo surge naturalmente a partir da aplicacao
de uma aproximagdo por minimos quadrados de uma discretizacdo temporal do balanco de
quantidade de movimento. Aqui esta idéia foi estendida para incluir também o balango de

energia.

O método € demonstrado na solu¢do de convec¢do natural em uma cavidade, na
conveccdo natural gerada por um cilindro quente e no cédlculo de um escoamento cruzado em
torno de um cilindro circular. Excelente concordancia com resultados experimentais e

computacionais encontrados na literatura foram obtidos.

1.4. ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo 1 € descrito o contexto em que se encontra esta dissertacdo. Discute-se a
necessidade de estudar mecanica de fluidos e transferéncia de calor e, em particular,

desenvolver e aplicar a CFD em problemas da engenharia nuclear.

No capitulo 2 descrevemos o modelo fisico empregado nesta dissertacdo para
escoamento quase-incompressivel com transferéncia de calor através das equagdes de Navier-

Stokes e suas condi¢des de contorno.
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No capitulo 3 é apresentada a formulagdo estabilizada de elementos finitos proposta

nesta dissertagao.

No capitulo 4 € descrito o c6digo computacional desenvolvido neste trabalho, o
programa ns_new_solver_2d_a_v2_MPI. Apresenta-se uma breve descri¢cdo da técnica de
remalhagem adaptativa, bem como a implementa¢do em sistema de computacdo paralela. A
integracdo do cdédigo ns_new_solver_2d_a_v2_MPI com o programa de pré e pds

processamento utilizado, conhecido como GiD, também é descrita.

No capitulo 5 sdo descritos os exemplos utilizados para valida¢do do método.

Finalmente, no capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes, comentdrios e futuros

desenvolvimentos do trabalho aqui apresentado.
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CAPITULO 2

MODELO FISICO PARA ESCOAMENTO QUASE-INCOMPRESSIVEL E
TRANFERENCIA DE CALOR

Consideramos um modelo continuo para escoamentos viscosos quase-incompressiveis,
incluindo forgas de flutuagdao (empuxo) e transferéncia de calor. O problema € definido sobre
um dominio limitado aberto €2, com contorno /', contido no espago Euclidiano nde-

dimensional.

O escoamento é modelado pelas equagdes de Navier-Stokes quase-incompressiveis e
uma equagdo de convecgdo-difusdo de energia [21]. Estas sdo escritas em coordenadas

Cartesianas usando a conveng¢ao de soma, com a=1,2,...,nde e b=1,2,...,nde :

ou ou,| dr, Odp
a + a | _ a + + T—T :0
po{ ot u, axb} o, ox, poﬁga( o) 2.1)
1 dp Jdu
el a :0
po.c,. ot ’ ox, (2.2)
oT oT | dq,
poc| —+u, — |[+=—-=0
’ {at ' axj o, 2:3)

A equagdo (2.1) € resultado da utilizacdo da hipétese de Boussinesq na.equacio da
quantidade de movimento que pode ser visto em detalhes na referéncia [39]. As varidveis
dependentes sdo as componentes de velocidade, pressdo e temperatura, representadas por u,,,

pe T, respectivamente. A velocidade do som no meio € denotada por c,. O calor especifico

(a pressao constante) do fluido é representado por c¢. Note que a tensdo viscosa ¢ dada por

7, = u(du,/dx, +du, /dx,), onde u é a viscosidade do fluido. O fluxo de calor é dado por
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g, =—k0T/dx,, onde kx é a condutividade térmica do fluido. A massa especifica (a
temperatura de referéncia 7;,) € denotada por p,. O coeficiente de expansdo volumétrica do

fluido é B=—p ' 9p/dT .
Completamos o modelo introduzindo as condi¢des iniciais e de contorno.

As condicdes de contorno de velocidade e tragdo sdo prescritas através de valores

fornecidos sobre particdes de fronteira ndo sobreposta I, e I,

ta

de tal forma que

r,ur,=r:

w,=u,(x,1), xel (2.4)

ua

(_ p5ab + Tab )nb = Z(X’ t)’ Xe 1_1:44 (25)
onde J, € o delta de Kronecker e n, denota as componentes Cartesianas do vetor normal ao

contorno € que aponta para fora.

As condicdes de contorno de temperatura e fluxo de calor sdo prescritas por valores

fornecidos sobre particoes de fronteira ndo sobreposta /; e 7., de tal forma que

LUr,=r:
T=T(x,1), xe I, (2.6)

gy, = q(X.1), xe I’ 2.7)

q

As condi¢des de contorno de pressao e velocidade normal a fronteira sdo associadas ao
balanco de massa. Elas sdo prescritas por valores fornecidos sobre particdes da fronteira ndo

sobreposta I, e I;, de tal formaque /,U7;=1":

p

p= ;(x,t), xe [l (2.8)
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u,n, = G(xX,1), xe [, (2.9)

2.1. EQUACOES GOVERNANTES NA FORMA ADIMENSIONAL

2.

E conveniente representar as equagdes governantes na forma adimensional. Isto
permite identificar os nimeros adimensionais relevantes que caracterizam os regimes de

conveccao livre, mista e for¢ada.

Aqui as varidveis sao adimensionalizadas com respeito a escalas de referéncia

convenientemente escolhidas. Os campos de velocidades, pressdo e temperatura
adimensionais sdo representados por: u',=u,/u '=p/pu; ¢ T'=(T-T,)/(T,,. ~T,.)

p por: a” %al %0 p—ppo - 0 max min />
respectivamente. Note que u, € a velocidade de referéncia e T, e 7, . sd0 o maximo e

minimo de temperatura no problema. As coordenadas espaciais sdo adimensionalizadas com

respeito ao comprimento de referéncia L, ou seja, x',=x,/L. O tempo adimensional é

representado por #'=tu,/L. O campo gravitacional é adimensionalizado com respeito ao seu

mddulo, ou seja, g', = ga/|g||.

Em termos das varidveis adimensionais, as equacdes governantes tornam-se:

aua+u,b al/ta_i 0 aua+8ub " ap +Rl'g'aT':O (210)
or' ox', Redx',\ox', ox',) ox,
YKL AL 2.11)
o'  ox',

oT' oT' 1 0 (JdT'
=0 (2.12)

_V+th 1 - 1 \l
ot ox', RePr dx', | ox',
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onde M =u,/c, é o nimero de Mach, Re=p||u||L/,u ¢ o ndmero de Reynolds,

Ri=pB(T,  ~T,. X g||L / u; é o niimero de Richardson, e Pr = c/k é o nimero de Prandtl.
A forma adimensional usada nas Egs. (2.10 - 2.12) € adequada para convec¢ao mista e
forcada, onde uma velocidade de referéncia é geralmente disponivel a partir dos dados do

problema. No entanto, este ndo € o caso de conveccdo livre, para o qual temos de obter a

g||L .

escala de tempo da velocidade de forma indireta, definindo-a como u, = \/ BT, —Tm)|
Assim, para convecc¢do livre, os nimeros de Richardson e Reynolds que aparecem nas
equagdes governantes na forma adimensional tornam-se Ri=1 e Re= m ,
=T, )’ / MKk € o nimero de Rayleigh.

respectivamente, onde Ra = pzc"g” B (Tm

ax

As condi¢des de contorno adimensionais permanecem com as mesmas formas

apresentadas nas Egs. (2.4 - 2.9).
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CAPITULO 3

FORMULACAO ESTABLIZADA DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

No restante deste trabalho serdo empregadas as equacdes adimensionalizadas. Assim,

o sobrescrito “ ” usado para indicar as quantidades adimensionais serd abandonado. Neste
capitulo € realizada a derivacdo da formulagdo estabilizada do método dos elementos finitos
utilizado em nosso cédigo computacional. As mesmas idéias presentes em [14] e [15] foram

seguidas.

O método proposto pertence a uma classe de formulagdes de elementos finitos que sao
inerentemente estdveis, ao invés de serem estabilizadas por termos extras adicionados a
formulacdo variacional. Nesta secdo, serd adotada uma mesma ordem de interpolacdo para
aproximar velocidade e pressdo. Tal escolha de espagos ndo € vidvel na formulacdo mista
convecional, uma vez que viola a condi¢do de Babuska-Brezzi [17]. Todavia, a formulagdo
estabilizada que serd apresentada evita essas dificuldades através do surgimento de termos
que garantem a estabilizacdo [12 — 13] e [16]. A formulacdo também conduz a aproximagdes
adequadas para problemas onde a convec¢dao ¢ dominante, gerando o efeito de “upwind” na

direcdo da linha de corrente (Streamline Upwiding — SUPG)[18].

Embora em trabalhos anteriores uma discretiza¢do de primeira ordem no tempo tenha
sido empregada, em todo este trabalho usaremos discretizagdes de segunda ordem no tempo
para as equacdes de Navier-Stokes quase-incompressiveis e para a equacdo de convecgio-

difusdo de energia em suas formas adimensionais (Egs. 2.10 — 2.12).

3.1. A EQUACAO PARA PRESSAO

Para obtermos uma equagdo de atualizagdo da pressao, usamos uma série de Taylor no

tempo para pressao. Dessa série de Taylor temos:
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n+l n n n+60
pT=p :ap +£i[a_pj +0(At2) 3.1
At or 2 odt\ ot

onde 0<6<1. Os sobrescritos n ¢ n+1 indicam o nivel de tempo e At indica o passo de

n

tempo. A variagdo da pressdo durante o passo de tempo At é representada por Ap = p"*' —p

Substituindo o balango de massa (discretizado no nivel de tempo n), dado pela Eq.

(2.11), na Eq. (3.1), obtemos:

Ap ol Ard(ou, )"

M2 o O ALONOU | (a2) (3.2)
At ox, 2 ot\ ox,

A Eq. (3.2) pode ser reescrita como:
n+6

Ap ou" At 9 (du )

p2 A _duy At 9 [Au, ) (33)
At ox, 2 axa( ot ] ( )

Nesse ponto podemos introduzir o balanco de quantidade de movimento dado pela Eq.
(2.10) na Eq. (3.3). Considerando que o termo de gradiente de pressdao na Eq. (2.10) é tomado

no nivel de tempo n+1 e os demais termos sdo tomados no nivel de tempo n, obtemos a

seguinte equagao:

n n n n+l
M? Ap =— ou, +£ J u, ou, - O + op + Rig T" |+ O(Atz) (3.4)
At ox, 2 dx,|  dx, | ox, ox,
mais uma vez note que p"*' =Ap+ p", assim:
3.5)

2Ap A1 9 [9Ap :—au“+£ J u; oy _| 9 +ap +Rig, T" |+0(Ar?)
At 2 dx, |\ ox, ox, 2 odx, ox, | dx, | ox,

podendo ser representado na forma discretizada no tempo da seguinte maneira:
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MZE_gi aﬁ =Fa+0(At2) (3.6)
At 2 dx, | ox,
onde:
F |- ou, +£ d " du, |[dr, N op +Rig T (3.7)
ox, 2 ox, ox, | dx, ) ox,

Note que o procedimento descrito acima comeca com uma expansdo de série de
Taylor para pressdo e posteriormente incorpora os balancos de massa e de quantidade de

movimento. A discretizacdo espacial € feita com elementos triangulares Lagrangianos em 2D.
sz : .oAn n ~no_ n An o __ n An o __
Para as varidveis do problema temos: u, =N u,, T"=N/T;, p"=N,p;, e Ap" =N Ap,.

Note que N, representa as fungdes de forma (lineares) do elemento finito e as varidveis com

o subscrito j sao valores nodais.

Temos entdo o residuo da discretizacdo feita como:

¢yt Ao () o9
‘ At 2 ox, | ox, ¢

onde:

P = _ai, +£ 0 i, du, |(di, N op +Rig T
ox, 2 ox, ox, \odx, ) ox,

Empregando o método classico de Galerkin, usando a identidade de Green a Eq. (3.8),

e introduzindo a condi¢do de contorno dada pela Eq. (2.9), obtemos:

At ON, 08D ) (3.9)

Ap
dQ +
é'- 2 ox, ox,

jMZNiE

Q
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J‘At aN au aTab " a L Ri ig. T J‘_ (—n+1 _En
2 ox, axb dx, ) ox,

V Ap, livre

Substituindo Ap=N;Ap; na Eq. (3.9), obtemos um sistema de equagdes lineares

simétricas para calcular os valores nodais da atualizacdo da pressao:

A, ffAp} = {Fp} (3.10)

No Apéndice A, é demonstrada toda a etapa descrita para obtencdo da Eq. (3.9) a
partir da Eq. (3.8), e a forma das Eqgs. (3.9 € 3.10) em 2D.

3.2. AS EQUACOES PARA VELOCIDADE E TEMPERATURA

Uma vez que o campo de pressdo foi determinado, usamos uma discretizacao de
segunda ordem no tempo para o balanco de quantidade de movimento e energia dada pelas
Egs. (2.10 e 2.12) para obtermos as equacdes de atualizacdo para as componentes da

velocidade e para a temperatura.

Ao discretizarmos as Egs. (2.10 e 2.12) com respeito ao tempo temos:

Au, 1 0Au ou” 1 0 [JAu, JAu Rig AT
a | on aiA a |_ _— a b a =H O\A 2 3.11
At,, ’ (ub ox, A% axbj 2Re axb( ox, ’ ox, j+ 2 o ( ! ) G-AD
AT OAT or" I 0 [0AT
= 4= A — = 0lAz? (3.12)
At, ’ Z(Mb ox, O ox, j 2RePr ox, ( ox, j e+ ( ! )

onde:
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n n+l1/2 n

H, = {u;; LA 7 +RigaT”} (3.13)
ox, dx, Ox,
. OT"  dq,

—- + 3.14

o |:uh o, axb} ( )

No Apéndice B mostramos passo a passo que as Egs. (3.11 e 3.12) sdo equagdes com
discretizagdes exatas de segunda ordem no tempo. Como mencionado anteriormente, o
sobrescritos n € n+1 indicam o nivel de tempo. Aqui, porém consideram-se dois passos de

tempo diferentes: At,, para o balanco de quantidade de movimento e Af, para o balanco de

energia. Estes passos de tempo serdo idénticos se o nimero de Prandtl for unitdrio. De uma
forma genérica, porém, vao diferir 2 medida que os processos de difusdo de quantidade de

movimento e de energia ocorram a taxas diferentes (nimero de Prandtl diferente de 1). A

n+l n
—Uu

a a’

variacdo da velocidade durante o passo de tempo At,, € representada por Au, =u ea

variacdo da temperatura durante o passo de tempo At, é AT =T""' —T". O campo de pressio

1
n+l/2 :pn+_Ap

no nivel de tempo n+1/2 pode ser escrito como p 5

Consideremos a seguinte discretizagdo espacial das varidveis do problema:

i, =Nu,, Aii,=NAu

Jaj

T" =NjTj” e AszjATj . Mais uma vez, N, representa as

aj
funcdes de forma do elemento finito e as varidveis com o subscrito j s@o valores nodais.

Usando os campos das varidveis discretizadas, podemos escrever as seguintes expressdes para

os residuos quadrados gerados pela discretizacao:

= [iR,R,d0+ [EEAD (3.15)
Q Q

A

onde os parametros A e ¢ s@o parametros de escala a serem definidos posteriormente e R, e

A

E sdo residuos da discretizacao das Eqs. (3.11 e 3.12), dados por:
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N At JAlL " Al AL, | Rig AT -
R - [Aﬁa+ 2M (ﬁ; u“+Aﬁb MH— ! a( Yoy u”j+ . -H,

“ Ay, ox, ox, 2Re dx, | dx,  ox, 2
(3.16)
E:L AF 4 At, e OAT A, of" || 1 9 [0AT 0 (3.17)
At, 2 X, ox, 2RePr ox, | ox,
onde

R < 42 ) (3.18)

i, =iy Qe P O gy o

axb ox,  Odx,
S| 01" 04 (3.19)
0= [ub ox, ax,,}

Minimizando II, dado pela Eq. (3.15), em relagdo aos Au,, livres e aos valores nodais

AT livres, obtemos:

.. ON, Ly ol At, oT"
j[zvi + A i }R dQ + j (3.20)
3 2 ox, g 2 axC ox,
V Au, livre
oN, At
j N, +—EA" Edo+ [P R g NR.dQ=0 (3.21)
3 2 ox, o 2
V AT, livre

Os parametros A e ¢ foram escolhidos como Atf,, e At, respectivamente, com o

objetivo de normalizar (e adimensionalizar) as fun¢des de peso nas Egs. (3.20 e 3.21).



35

Note que as funcdes de ponderacdo presentes nos primeiros termos dessas equagdes
(3.20 e 3.21) tém a mesma estrutura da fun¢ido peso do método SUPG de Brooks e Hughes
[18]. As funcdes de peso restantes, afetando o segundo e terceiro termo na Eq. (3.20) e

afetando o segundo termo na Eq. (3.21), s@o especificas do método aqui apresentado.

Em nosso trabalho e nas referéncias [14-16], a estrutura da funcdo de ponderacdo
obtida é diretamente dependente de qual discretizacdo temporal das varidveis € utilizada.
Assim, caso tivéssemos discretizado as varidveis de temperatura e velocidade explicitamente
(ou seja, as varidveis tomadas num nivel de tempo n ) nds obteriamos funcdes de ponderacio

do tipo Galerkin padrao.

Combinando a Eq. (3.20) e a condi¢do de contorno de tragdo, dada pela Eq. (2.5),

obtemos o seguinte balanco discretizado de quantidade de movimento:

o, 480 g V. (A 082 At, OF" (3.22)
2 ox, 3 2 X X

c c

t j N ps, +1,)n, —r.xn] " dar=0
s

V Au, livre

Mais uma vez, combinando a Eq. (3.21) e a condi¢@o de contorno de fluxo de calor,

dada pela Eq. (2.7), obtemos o seguinte balanco discretizado de quantidade de energia:

J.[Ni + 2E il g]j }Edﬂ+ I—MR g,N.R,dQ+ [N, lex.)—g,n, | 2ar =0 (3.23)
Q b

I,

V AT, livre

Introduzindo as Egs. (3.16 — 3.19) nas Eq. (3.22 e 3.23) e usando a identidade de
Green, obtemos as equacdes governantes discretizadas da variacdo da velocidade e

temperatura durante o passo de tempo. Sao elas:
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N, + Aty 7 oN; | 1 Ai, +—AtM i, OAi, +Ad, Y 1l lao+
2 ox, || At,, 2 ox, ox,

I ON, 8Auc+8Auh JO— J- MAnaN[ I 9 8Auc+8Auh IO+
2Re ox, | ox,  Ox *0x, | 2Re ox, | ox,  ox

At,, o) At oAl Ji,, dAil, JAQL
+I u Mo N, ! A, +—22| 4 o’ +Ad, iy ||__L 9 Yo + 220 1o
g 2 ox, At,, 2 ox, ox, 2Re ox, | Ox, ox,

+I u, N ngaAT dQ+I N, + g ON; oN, | Rig AT 40
2 ax 2 2 7 oox, 2

At, OT" 1| o At (., 0AT . oT" 1 9 (oAT
N, AT +=E| A - —| — [}dQ
i 5-2[ 2 ox, '{AtE{ ’ 2 (ub ox A% ox, j:l 2RePr dx, ( ox, ]}

[of Su—

[of S—
I

b

:—J. 7 di; +Rng dQ
X ox, V Au, livre
At, oa" [ ., o L 0t b
- |- —=N,|d, “© +Rig,T" |dQ 3.24
a2 ox, |7 axb ox,  ox, 8 629

Aty 9T |, 9T 04 N, | 9p"? At, ., oN, |02
An_ do— 4o =M oan 2PV ch 7/9)
2 Mty axj J > {” axb} ox. +J{ S }{ axb}

+j[,3n+l/{aN}dQ [ { }m+ jN,[tc(xt)T”

Q 'xc

€
v+ EﬁZaN} V- PR | I S Y i
al 2 ox, || At | 2 ox, 2RePr dx, | Ox,
Rig AT 0 oT" 522
jﬂRigaNijhg—“dQ+jNi Aty 4 9N, Au,, I o+
o\ 2 2 3 axb ox,
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At,, 1 . At [ ., OAl . o’ 1 0 (JdAd, OJAu
——Rg N, | —| A MAa) “+A <= “ b 1dQ =
é'.[ y 8 'j{AtM{ b 2 (ub ox, A% ox, H 2Re axb( ox, ’ ox, D
L oT" ~, ON, || 9G,
=— dQ— L 1dQ
J‘{ Y }{ o, } j{ " o, }{ ox, }

A[ a/\n A n+l/2 a
- f(_MR,»gaij ay Lo, 9 ¢ Rig, 1" |dQ V AT, livre
L2 ox, ox ax,, '

a

+ ?9];71 i1 dQ— jN lgx.n ] ar

Q b

1/2

No Apéndice C € detalhado o procedimento que resulta nas Eqgs. (3.24 e 3.25) e suas

formas em 2D.

Substituindo as varidveis do problema por: Au,=NAu, (identicamente

A, =N Au,;) € AszjATi nas Egs. (3.24 e 3.25), obtemos um sistema de equacgdes

simétricas para calcular os valores nodais para a atualiza¢do da velocidade e da temperatura.

Para problemas em 2D temos o seguinte sistema:

A, A, A, |[Au

uu uv

Fll
A A, A, AV ={F, (3.26)
FT

v

A IT A 3T A TT AT

No apéndice D mostramos a forma das Eqgs. (3.26) em 2D.

E importante notar que a discretizacio temporal é realizada antes da discretizagdo

espacial, que por sua vez € feita usando elementos finitos convencionais da classe C, [19]. Os

termos multiplicado por Af,, e At,na equacdo (3.22 e 3.23) sdo responsaveis pelo controle
das oscilagdes espaciais (wiggles) em escoamentos com conveccdo dominante, e pela
estabilizacdo do célculo, independentemente das restricdes BabusSka-Brezzi na escolha dos
espacos de interpolacdo para velocidade e pressdo. Em particular, o uso de interpolacao de

mesma ordem para todas as varidveis adotadas aqui se torna possivel através de uma escolha
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adequada de Ar,, e At,. E importante ressaltar que ao invés de serem propostos a priori, 0s

termos de estabilizacdo no método presente surgem naturalmente da minimizacdo dos
minimos quadrados dos residuos quadrados da quantidade de movimento e energia

discretizados no tempo com respeito aos graus de liberdade de temperatura e de velocidade.

Note que a abordagem presente conduz a um sistema de equacdes parcialmente
acoplado, onde a solucdo para os graus de liberdade de pressdo € obtido primeiro e, em
seguida, a solugdo para os componentes de velocidade e temperatura sdo realizadas. Quando
comparado com o trabalho anterior de [14], observamos que a precisdo do método de segunda
ordem no tempo foi alcancada a custa do acoplamento da solucdo para componentes de
velocidade e temperatura, enquanto que em [14], as componentes de velocidade e temperatura

sdo computadas de forma totalmente segregada.

Por outro lado, com uma implementacdo adequada de uma solug¢do elemento-por-
elemento, como o gradiente conjugado por exemplo, um c6digo com base no método atual é
suscetivel de ser mais escaldvel para aplicacdes paralelas do que um baseado no procedimento
totalmente segregado apresentado em [14]. Esperamos isso, pois teremos comparativamente
mais célculos por elemento no presente método. Assim, como os cdlculos de elemento-por-
elemento sdo realizados em paralelo, isso resulta em um aumento do nimero de operacdes

paralelas no cddigo.

3.3. PASSOS DE TEMPO LOCAL E SINCRONIZACAO

As fungdes de ponderacdo presentes nos primeiros termos das equagdes (3.20 e 3.21)

tém a mesma estrutura da fun¢do de ponderacao do método SUPG de Brooks e Hughes [18],

., ON, . g .
onde W, = N, +7u;‘ a—’, assim temos uma idéia de como escolher o passo de tempo, pois
X
b

para elementos lineares, uma quantidade apropriada [18] de “upwind” é introduzida no

balanco de quantidade de movimento se escolhermos o passo de tempo como:
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Atz ot (3.27)

]

o= [coth(&) - i} (3.28)
2 Re,

onde

Nas equacdes acima [u"||=/u'u’ é o médulo da velocidade local e h, é o tamanho

caracteristico do elemento (tomamos a raiz quadrada da drea do elemento). O nimero de

Reynolds do elemento € Re, = p”u"”he / 4 . Note que a, definido na Eq. (3.28), é o chamado

parametro Otimo de “upwind”, cuja escolha conduz a solu¢cdes nodalmente exatas para
problemas unidimensionais estaciondrios de convec¢do-difusdao [16]. Além disso, como
mostrado por Sampaio [11-13], [15-16], a escolha do passo de tempo de acordo com as Egs.
(3.27 — 3.28) também conduz a estabilizacdo da solucdo da pressao, independentemente das
restricdes de BabuSka-Brezzi nas escolhas dos espagos de interpolacdo da velocidade e da

pressdo.

E interessante notar que o passo de tempo definido acima é apropriado para seguir o
ritmo de evolucdo dos processos de convecgao-difusdo resolviveis numa malha com tamanho
uVl

local h, [16]. Para conveccdo forte, Re, >>1, obtemos Ar — h, / , enquanto que para

difusdo pura, Re, =0, temos At = phe2 / 6u.

Neste trabalho propomos um caminho alternativo para escolha do passo de tempo. Em
vez de usar as Eqgs. (3.27 e 3.28), escolhemos para passo de tempo o valor minimo entre as

escalas de tempo caracteristicas de conveccdo e de difusdo, ou seja, Ar= min(tc,td ), onde

tc=h, / u"|| € a escala de tempo de convecgdo e td = phe2 / 6u € a escala de tempo de difusdo.

Isto € equivalente a aproximar o valor de a na Eq. (3.28) por a' dado pela funcao:

Re,/6 seRe, <6
1 se Re, >6

(3.29)

a'(Reh)z{
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uVl

e entdo calcular Ar=a'h, /‘ . O valor de o', dado pela Eq. (3.29), é exatamente a

aproximacao assintdtica para o introduzida por Hughes e Brooks [18] para simplificar o
cilculo da fungdo peso do método SUPG. E interessante observar que a mesma aproximacio
assintética foi obtida aqui escolhendo o passo de tempo de acordo com a escala de tempo do

processo fisico dominante (o mais rapido).

Por outro lado, com o objetivo de introduzir “upwind” 6timo na equacao de energia, o
nimero de Reynolds do elemento na Eq. (3.29) deve ser substituido pelo nimero de Peclet do
elemento Pe, = Re, Pr. A menos que o nimero de Prandtl seja Pr =1, o passo de tempo para
as equacdes de quantidade de movimento e energia serdo diferentes (a diferenca é maior
dentro da camada limite, onde os efeitos de difusdo sdo dominantes). Além disso, note que o

passo de tempo dado por Atza'he/‘u"

varia espacialmente de acordo com a velocidade

local, propriedades fisicas e o tamanho da malha local. Portanto, para aplicar “upwind” étimo
tanto para quantidade de movimento quanto para energia, precisamos usar duas variacoes

espaciais distintas para o passo de tempo. Para a quantidade de movimento usamos

At,, = a'(Reh)hg/

, enquanto Atha'(Peh)hg/

‘u” ‘u"” ¢ usada para energia. Isso ¢é

equivalente a selecionar Af, =min(t,,7,, ) e At, =min(t 7, ), onde td,, =ph62/6,u e

td, = pchez/ 6x , sdo as escalas de tempo de difusdo de quantidade de movimento e energia

respectivamente.

Assim, por utilizarmos passos de tempo 6timos, que variam com a posi¢dao de acordo
com a quantidade transportada (quantidade de movimento ou energia), devemos recorrer a um
esquema especial para sincronizar o avang¢o do tempo durante o cdlculo. Neste trabalho,
adotamos o procedimento introduzido na referéncia [14]. Esse esquema € baseado na selecao
de um passo de tempo de sincronizagio At , que deverd ser o mesmo para todas as varidveis e

para todos os pontos do dominio (na verdade, o conceito usual para passo de tempo).

A figura 1 € um esquema que ilustra distribui¢des espaciais tipicas de passo de tempo

. . . 4 . . ~ *

para quantidade de movimento e energia, além do passo de tempo de sincronizagdo Af ,
tornando uniforme o passo de tempo para todas as varidveis, como dito acima. O passo de

tempo de sincronizagdo € escolhido para ser muito proximo do passo de tempo minimo do
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problema, sendo calculado como At” =0.999 min(AtM ,AtE). O passo de tempo A" é o passo

de tempo usado para sincronizar o avango da simulagdo numérica.

t
A
L At (x)
) M = Apg -
Ty .-"-- i +1 [
A e ! =1" + Aty (x)
L -__.__."' 4 .
= " =1+ At
iir'
it i e "
Y

- velocidade e pressio em I_:,_I =t"+ Aty fl]‘
--------- temperatura em If_-” =t"+ in.rl__.{.r}

- . - m+l
solugio sincronizada em

- H H "
solugdo sincronizada em

Figura 1 — Representacdo esquematica de avanco de tempo da solucdo que usa passos de

tempo locais e sincronizag¢do no tempo ¢" + At .

Considere que Au,, Ap e AT sdo as variagdes das varidveis obtidas quando sdo

usados os passos de tempo locais apropriados para resolver as Egs. (3.9, 3.24 e 3.25). Por

- . .
outro lado, vamos representar as variagdes das varidveis do tempo t" ao tempo t" +Ar (o

*

. . ~ A Ak Ak
tempo de sincroniza¢do) como Au_,, Ap e AT . Desta forma, mantendo a mesma taxa de

a?’

variagcdo temporal, obtemos as seguintes relacoes:

At Aty
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AD" AP
AT AL, (3.31)
AT" _ AT (3.32)
At At

onde AL =0 (x,0" +AC)-a, (x, 1), Ab, =i, (x,0" + AL, )-d, (x,1"),

Ap = plx.t" + A )= plxr”), Ap=plxrm+ar, )-plxr"), AT =T +Ar")-T(x,r"), e

AT =T(x, 1" + A1, )-T(x,1").

Na prética, a computagdo baseada no passo de tempo local e a etapa de sincronizacao
ndo precisam ser executadas separadamente. As Eqs.(3.30-3.32), que representam a etapa de

sincronizagdo, podem ser inseridas diretamente nas Egs. (3.9, 3.24 e 3.25). Assim, a solucdo

sincronizada em t" + At  pode ser obtida diretamente resolvendo as seguintes equacdes:

Ap” At ON. A" (3.33)
[MPn, Zoaq+ [~ L e
3 At 32At" ox, Ox,

—jN,.%dQ— AL ON, | g Ot (081 0" | i | [Nl G
g ox a2 ox, dx, |\ ox, 2

[ 0,4 B g ONu | L g A [ g 088 g Oy
3 2 ox, | At 2 ox, ox,

~ N 2 ~ N
I Ar, 13N, (i, 9G] I Aty N 1D (98, MG, )|
ol At 2Re dx, | dx, O, | 2At 7 Ox, | 2Re ox,\ dx,  ox,




+ [Pl o Oty d L Ny Bl [ OB, | Oy || Aty 1 O[O, AW, |
2 ox At 2 ox, ox, At 2Re dx, | Oox, ox,

Q c

a2 ox, lAr K ox, | A2

+IAtEaT N, 1* AT+ At ﬁgaAT At,, uAG, oT _AtE 1 d [0AT 70
2 ox, 2 " ox, | Af" 2ReProx,\ ox,

i b
3 2 ox,
a B 0" aAn+l/2 7" .
— [P e g e (P T Rie T Q)
3 2 Jox, '| "odx, ox, o,

~n B ~n A n+l/2 An
(A dT [ ﬁgai aq, 4O — aN op 4O+ I Aﬂu oN, || 9F, J0
2 ox, X, axb 3 2 ax ox, al 2 8 ox,

Q

An+l/2 % _
+I[p {ax }dﬁ

Q c

fa {%}m + [N o] ar
ox, £

Q

jNi+ EAnaN * Af*+AtE ﬁgaAT _AtE 1 0 [dAT IO+
Q 2 axh At 2 ox, At 2RePr ox, | Oox,

J-(AtM RigaNij[& Rig AT de+ I{NﬁAéE i N, }{1 Aty e OF }dﬁ+

2 AT 2 K ox, | 2 A ox,

Q
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. J-AtM an" N(AtE RzgSATJ o I[Nﬁ o , ON, }{At RngAT} o (3.34)
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I(AtM R,»gaN,»j 1* M:JrAtM i A, AG oil” _Azﬂz 19 [0Ad, 0Ad, ||, _
2 At 2 ox, ox, At 2Re dx, | odx,  ox,

:_J- Ni+AtE i oN, i oT dQ—j At i oN, || 9g, 10 (3.35)
2 7 oox, ox, 2 7 ox, || ox,

Q

At,, ., 00" op"r o .
—||—=R.g N. |u —%+ ——2 +Rig T" |dQ
5'.( 2 i8a 'j{ b ox, ox, ox, 8

" J%qug—rjm lgex, )} ar

A n+ A 1At Ak AE * Ak * g * . *
onde p""* =p"+——LAp", Ai,=N,Au,,, Ap"=N,Ap, e AT =NAT;. Aqui Au,,

2 At o’

Ap*

;€ ATJ.* sdo os valores nodais das varia¢cdes do problema do tempo 1" ao tempo

t =t"+At. A nova solugio sincronizada em ¢ =t"+At ¢ dada por i@, =d4" +Ad,,

pr=p" AP e T =T" +AT".

O procedimento de solugdo do problema € semi-segregado, no sentido que a pressao é
computada em primeiro, e independentemente a cada passo, enquanto a solucdo das
componentes da velocidade e temperatura encontra-se acoplada, como visto nas Egs. (3.26).
Depois de cada passo, as varidveis do problema sao atualizadas e a computagdo procede até

que um tempo final especificado para andlise seja alcangado.

Todos os sistemas de equagdes resultam em matrizes simétricas positivas definidas. Os
sistema de equacdes sdo resolvidos usando o método de gradientes conjugados com pré-
condicionador de Jacobi [20], em uma implementacdo Elemento-por-Elemento (Element-by-
Element — EBE), onde no método de gradientes conjugados a tolerancia usada nos exemplos
desta dissertacdo é 107 para o célculo da pressdo e 10~ para o célculo de velocidade e

temperatura.
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CAPITULO 4

0 CODIGO COMPUTACIONAL

O cbdigo computacional ‘ns_new_solver_2d_a_v2_MPI’ utilizado neste trabalho foi
desenvolvido a partir do programa ‘ns_solver_MPI_2d_a’ escrito em FORTRAN90 por
Sampaio [14-15] e validado em diversos problemas cldssicos da mecanica de fluidos e
transferéncia de calor. Na referéncia [14] foram mostradas aplicagdes envolvendo convecgao

forcada, mista e natural.

Para o presente trabalho foi necessdrio modificar o programa ‘ns_solver_MPI_2d_a’
de modo a introduzir uma nova rotina para solucdo de sistemas acoplados em velocidade e
temperatura, mas mantendo a organizacao bdsica do programa original. Também foram feitas
pequenas alteragdes na entrada e saida de dados, para introduzir os nimeros adimensionais de
Reynolds, Prandtl e Richardson, e para a preparacdo de arquivos de saida com os nimeros de

Nusselt, e as forcas transversais e de arrasto.

Deste modo o programa ‘ns_new_solver 2d_a_v2_MPI’ utilizado neste trabalho
manteve as principais caracteristicas do programa original ‘ns_solver_MPI_2d_a’. Estas sdo,
o emprego de técnicas de remalhagem adaptativa baseadas em estimativa de erros de
discretizagdo dos gradientes de velocidades e implementagdo em sistemas de computacdo
paralela através de técnicas de particio de dominio e comunicacdo entre processadores

utilizando rotinas MPI. Essas técnicas sdo descritas a seguir.

4.1. REMALHAGEM ADAPTATIVA

Neste trabalho, o estimador de erro a posteriori de Zienkiewicz E Zhu [22] € usado
para estimar o erro do gradiente de velocidade e para orientar um procedimento de
remalhagem baseado na distribuicdo igualitiria do erro entre os elementos finitos. A

estratégia, apresentada em detalhes em [13], requer que o usudrio especifique o nimero de
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elementos desejados e tamanho minimo de elementos (A, ) para ser empregado na
simulacdo. Note que as discretizacdes do espaco e do tempo sdo relacionadas, como discutido
na secao 3.2. Assim, além de limitar o nimero de elementos necessarios para cobrir uma dada
regido do dominio, a escolha do tamanho minimo do elemento indiretamente limita também o

passo de tempo.

A remalhagem € baseada na utilizacdo de uma malha de base mais grosseira que é
refinada localmente com a criagdo de novos nds e elementos a medida que estes sdo
necessarios. Os novos nds sdo conectados a malha de base original usando o algoritmo de

Bowyer [23].

Estamos lidando com problemas onde o escoamento € transiente. Em geral, a medida
que a simulacdo procede, uma malha que estd bem ajustada a uma configuracao particular do
escoamento em um dado tempo, poderd ndo ser mais adequada posteriormente. Em trabalhos
anteriores [11], [13] foi adotado um algoritmo de remalhagem automadtico que implicava em
estimar o erro a cada passo de tempo. Aqui empregamos uma estratégia diferente, a qual é

descrita abaixo.

Primeiro, estimamos a escala de tempo adequada para seguir a evolucdo dos maiores
vortices. Se u, é a velocidade caracteristica do problema e L é o comprimento espacial
caracteristico, definimos a escala de tempo para acompanhar o grande vértice como
taree = L/2u, . Iniciando com a primeira malha, e entdo para cada nova malha gerada,

definimos o numero de passos para o qual a malha serd usada de acordo com
* £, . . ~

nsteps =1ty,,,, / At , onde At é o passo de tempo de sincronizacdo usado para avangar a

solucdo (nsteps é arredondado para o nimero inteiro mais préximo). Quando o nimero de

passos nsteps estabelecido para uma malha particular € alcancado, o erro do gradiente de

velocidade € estimado e uma nova malha € gerada utilizando a estimativa de erro.

Considere, por exemplo, a aplicacdo desse algoritmo de remalhagem automdtica ao
problema de desprendimento de vértices a partir de um cilindro circular em escoamento

cruzado. Se tomarmos u, como a velocidade de corrente livre € L como o didmetro do

cilindro, teremos aproximadamente de 10-12 malhas adaptativas para cada periodo de
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desprendimento de vortices. Este nimero de malhas é adequado para seguir detalhadamente a

evolucdo do escoamento através de malhas de elementos finitos bem ajustados ao problema.

4.2. IMPLEMENTACAO EM SISTEMAS DE COMPUTACAO PARALELA

A implementacdo computacional em sistemas de computagdo paralela da classe
Beowulf ¢ baseada no conceito de decomposi¢cdo do dominio. A biblioteca METIS [24] é
usada para distribuir os elementos finitos (e os nds) entre os processadores disponiveis,
balanceando a carga computacional e minimizando a comunicacdo. A biblioteca message
passing interface (MPI) € usada para transferir os dados entre os processadores. A figura 2

ilustra a decomposi¢do de um dominio para o caso de quatro processadores.

A rotina “METIS_PartMeshDual” divide os elementos finitos € os nds entre oS
processadores. A saida da “METIS_PartMeshDual” € processada para criar listas de
elementos pertencentes a cada particdo, listas de nds que estdo estritamente dentro de cada
particdo (nds inteiros), € uma lista de nés nas interfaces (i. e. nés que sd@o compartilhados por
elementos alocados em diferentes particdes). A organizacdo dessa estrutura de dados é
realizada em modo seqiiencial, porém uma vez preparada, podemos explorar o paralelismo na

computacdo dos “loops” sobre os elementos e n6s da seguinte forma:

1) Todo “loop” sobre elementos pode ser transformado em “loops™ paralelos
sobre as particdes do dominio e “loops” sobre os elementos pertencentes a

cada parti¢ao correspondente;

i1) Todo “loop” sobre nés é desmembrado em “loops” sobre nds interiores e
“loops” sobre os ndés compartilhados. Os “loops” sobre os nds interiores
podem ser processados em “loops” paralelos sobre as particoes do dominio e
“loops” sobre os nds dentro de cada parti¢do correspondente. Por outro lado,
os “loops” sobre os nés compartilhados t€ém de ser processados em modo
seqiiencial. Além disso, rotinas MPI “reduce type” sdo usadas para combinar,
nos ndés compartilhados, as contribuigdes provenientes das diferentes

parti¢cdes do dominio.
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Note que a razdo “numero de nés compartilhados/ntimero de nds interiores” tende a
diminuir quando a discretizagdo € refinada, significando que podemos esperar um melhor

desempenho de calculo paralelo a medida que o niimero de graus de liberdade € aumentado.

Em vista do processo automético de remalhagem, precisamos realizar uma particdo de

dominio toda vez que uma nova malha é criada. Como mencionado na secao 4.1, cada malha

tem duragdo de nsteps =t / At" passos de tempo, que é também o niimero de passos para o

large
qual uma especifica particdo do dominio serd mantida em uso. Deste modo, o desempenho do
paralelismo aumenta a medida que nsteps cresce, significando que a mesma malha e o
mesmo particionamento serdo usados por um nimero maior de passos de tempo, resultando

em mais operagdes realizadas em modo paralelo. Note que ¢,,,, = L/2u, é fixado para um

large

dado problema, dependendo somente das escalas de velocidade e comprimento escolhidas, u,
. * . . P

e L, respectivamente. Desta forma, nsteps aumenta quando Ar diminui i.e. se elementos

menores sdo introduzidos pela redu¢do do tamanho minimo do elemento %, .

Portanto, a presente implementacdo paralela adaptativa tem a prioridade desejada de
melhorar o desempenho em paralelo a medida que aumenta o refinamento de discretiza¢do no
tempo e espago. No capitulo 5 podemos demonstrar a eficiéncia da computagdo paralela em

relac@o ao tempo de calculo dos exemplos numéricos.
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Figura 2: Exemplo de decomposi¢do de um dominio usando quatro processadores: Os
elementos pertencentes 4 mesma particdo sdo pintados da mesma cor. Os pontos pequenos
representam os nds interiores e pontos maiores ilustram os nés compartilhados

4.3. USO DO GID PARA ETAPAS DE PRE E POS-PROCESSAMENTO

4.3.1. PRE-PROCESSAMENTO

O programa GID versao 10.0.4 € utilizado para pré e pds-processamento na simulacio
numérica em ciéncia e engenharia.

Na etapa de pré-processamento, consiste em construir a geometria do problema a ser
estudado, aplicar as condicdes de contorno, tipo de material, defini¢des fisicas como
gravidade, e finalmente gerar a malha do problema.

Os arquivos ‘ns_new_solver_2d.bas’, ‘ns_new_solver_2d.cnd’ e
‘ns_new_solver_2d.prb’, que configuram um tipo de problema no GID foram elaborados para
atender as necessidades de informacgdes do programa ns_new_solver_2d_a_v2_MPI e manter

a interface intuitiva de utilizagdo do programa GID.
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No arquivo ‘ns_new_solver_2d.bas’ sdo definidas as varidveis de entrada relativas a

aplicacdo das condi¢des de contorno e condic¢des iniciais. Veja figura 3.

Conditions

@ 5l

Foint-Caonstraints w @ -

Pressure
F-alue | 0.0
[] Ux-velociky
Ux=alue| 0.0
[] wy-velocity
Lalue| 0.0
|:| Temperature
T-alue| 0.0

Assign Enkitie = Dra = Unassig =

Figura 3: Janela do GiD para varidveis de entrada relativas a aplicacdo das condi¢des de

contorno e condic¢des iniciais.

O arquivo ‘ns_new_solver_2d.cnd’ define uma caixa de didlogo do programa GID
referente a escolha do tipo de material envolvido (fluido e/ou sélido) e os ndmeros de

Reynolds, Prandtl e Richardson. Veja figura 4.



Frandt |0.71

Richardson|1.0

UserFlui + @HOHX‘ g -

Feynolds|1000.0

fAssig = [Dra - Unassig =
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Figura 4: Janela do GiD para escolha do tipo de material envolvido (fluido e/ou sélido) e os

nimeros de Reynolds, Prandtl e Richardson.

O arquivo ‘ns_new_solver_2d.prb’ também define uma caixa de didlogo do programa

GID, esta caixa, chamada de Problem Data solicita informagdes a respeito do problema que

serd calculado, as informacdes solicitadas com uma sugestdo de valores estdo listadas na

figura 5 a seguir.

Problem Data

Geometry  Cartesian
Turbulence Model  Implicit
Analysis Type  Transient

Matural Bound Cond  Traction

-

Mo of ouputs| 20

Fertiodic screen output| 200

Festart flag| 0

Grawity % Projection| 0.0

Gravity v Projection|-1.0

Tol for Convergence | 1.0007

Final Time 20.0]

[ Accepk

J |

Close

l

(®
3 -

Figura 5: Janela do GiD para informagdes a respeito do problema que serd calculado.
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Durante a utilizagdo do GID pode-se primeiramente definir o tipo de problema, ‘O
arquivo ‘ns_new_solver_2d’ e entdo desenhar a geometria do problema, tendo o cuidado de
manter as dimensdes caracteristicas do problema com valor um (como o raio de um cilindro

ou o tamanho da parede de um cavidade) e os demais proporcionais.

Define-se o local da aplicagdo das condi¢des de contorno e iniciais em linhas e
superficies, como pressdo, velocidades e temperatura. Em seguida define-se os tipos de
materiais envolvidos (como por exemplo fluido ou sélido) e os nimeros adimensionais

caracteristicos de cada problema (nimeros de Reynolds, Prandtl e Richardson).

Feito isso, podemos montar o ‘Problem Data’, com o nome do trabalho, tipo de

geometria, gravidade, tolerancia para convergéncia, tempo final de andlise entre outros.

Finalmente define-se o tipo de malha para cada regido/superficie e contorno, gera-se a
malha e seleciona-se o comando calculate. Cria-se assim o arquivo ‘nomedotrabalho.dat’ que

contém as informag¢des necessarias para rodar o problema.

4.3.2. PROCESSAMENTO

Edita-se um arquivo ‘ns2d.dat’ para que este contenha o nome do trabalho a ser
executado e o caminho do diretério onde o arquivo gerado pelo pré-processamento do GID

(‘nomedotrabalho.dat’) se encontra.

O programa ns_new_solver_2d_a_v2_MPI inicialmente 1€ o arquivo ‘ns2d.dat’ e
define o nome dos arquivos de saida em fun¢c@o do nome do projeto e do diretério. Inicia a
leitura das informagdes do arquivo ‘nomedotrabalho.dat’, realiza calculos. Dai gera, dados
como pressao, temperatura, distribuicao de velocidades, cdlculo do nimero médio de Nusselt

e forcas transversais e de arrasto. Até que o tempo final ou a tolerancia sejam alcancados.
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4.3.3. POS-PROCESSAMENTO

Os arquivos ‘nomedotrabalhoO1.flavia.msh’, ‘nomedotrabalho01.flavia.res’, sdo as
saidas do programa ns_new_solver_2d_a_v2_MPI que serdo tratadas no GiD a fim de
visualizarmos os perfis de temperatura, pressdo, malhas adaptativas finais e etc. Os graficos
tipicos gerados pelo GiD (‘nomedotrabalhoO1.flavia.msh’ e ‘nomedotrabalho(1.flavia.res’) e

que serdo utilizados nesta dissertagdo sao mostradas na figura 6.

Figura 6: (1) Representa as linhas de pressdo tipicas de um problema de escoamento. (2)

Representa a distribuicdo de temperatura em convecgdo natural. (3) Mostra a malha final

gerada. (4) Um perfil de velocidades de escoamento.

Os arquivos ‘nomedotrabalho_history.dat’ e ‘nomedotrabalho_surface.dat’ geram os
dados referentes ao nimero médio de Nusselt, as forcas transversais e de arrasto ao final de
cada passo de tempo e o nimero de Nusselt maximo. Esses dados serdo tratados no programa

Origin [38] para alguns problemas onde gréaficos serdo necessarios.
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CAPITULO 5

EXEMPLOS NUMERICOS

Apresentaremos aqui exemplos numéricos de aplicacdo do programa
‘ns_new_solver_2d_a_v2_MPT’. Este c6digo foi compilado em FORTRAN90 no cluster de
computadores que se encontra no Laboratério de Computacdo Paralela do IEN. Em todos os
casos consideramos exemplos 2D e uma discretizacio espacial empregando elementos finitos
triangulares com interpolacdo linear. Utilizamos o novo programa na andlise de trés
problemas bem conhecidos em CFD: convec¢do natural em uma cavidade quadrada;
conveccdo natural em torno de um cilindro quente; escoamento em torno de um cilindro sob

influéncia de forcas de empuxo.

5.1. CONVECCAO NATURAL EM UMA CAVIDADE QUADRADA

Nesse exemplo analisaremos as distribui¢des das varidveis envolvidas e os niimeros de
Nusselt. N6s consideramos uma cavidade quadrada com lado L, que é o comprimento
escolhido como a escala espacial (ou comprimento caracteristico). O dominio € termicamente
isolado no topo e na base. Uma pressdo de referéncia p =0 € imposta no centro da cavidade.
Outra condicd@o de contorno € aplicada nas paredes da cavidade, impondo que as velocidades
sejam nulas. Condi¢des de contorno de temperatura prescrita sdo impostas nas paredes

laterais. A parede esquerda tem temperatura T =T,+AT/2 e a parede da direita tem
temperatura 7 =T, —AT/2. Essas condi¢des de contorno geram convecgdo natural dentro da

cavidade. Para nimeros de Rayleigh suficientemente grandes ocorre a estratificacdo térmica.
A figura 7 mostra uma representacdo esquematica do dominio de andlise deste problema.

Inicialmente a cavidade contém um fluido que estd em repouso com temperatura 7 .
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(-L/72, L/2) (L2, L/2)

(-L/2, -L/2) (L2, -L12)

Figura 7: Dominio da anélise do problema de convecc¢ao natural dentro de uma cavidade

Os resultados numéricos sdo parametrizados com relacdo aos nimeros de Prandtl e
Rayleigh. Foram feitas simulagdes com Ra=10*, Ra=10" e Ra=10°. Em todas estas

simulacdes o nimero de Prandtl foi Pr=0.71. O transiente entdo acontece de =0 até

t=60L/u, , onde uoz\/ﬁ(T ~Tin)

max

g”L. Todos os casos foram longos o suficiente para

obtermos uma convergéncia ao estado estaciondrio.

A figura 8 representa a malha adaptativa final, distribui¢do de temperaturas, campo de

pressdo e campo de velocidade para Ra=10*, e Pr=0.71. A malha final contém 9574 nés e

18346 elementos, com tamanho minino do elemento de 0.005L .
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Figura 8: Campos de pressdo, temperatura, velocidade e malhas adaptativas finais para
Ra=10*,e Pr=0.71.

A figura 9 representa a malha adaptativa final, campo de temperaturas, campo de

pressdo e campo de velocidade para Ra =10 e Pr=0.71. A malha final contém 7357 nés e

13912 elementos, com tamanho minino do elemento de 0.005L .
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Figura 9: Campos de pressdo, temperatura, velocidade e malhas adaptativas finais para

Ra=10’e Pr=0.71.

A figura 10 representa a malha adaptativa final, campo de temperatura, campo de

pressdo e campo de velocidade para Ra=10°, e Pr=0.71. A malha final contém 6008 nés e

11214 elementos, com tamanho minino do elemento de 0.005L .
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FiguralO: Campos de pressdo, temperatura, velocidade e malhas adaptativas finais para
Ra=10°,e Pr=0.71.

E possivel observar a estratificagio térmica com o aumento do nimero de Rayleigh. A
figura 11 mostra a distribuicdo do fluxo de calor na parede da esquerda de baixo para cima,

em termos do nimero de Nusselt, que por sua vez é dado por

Nu=gq,L/x(T, ~T,.) (5.1)

max min

onde g, € o fluxo de calor local da parede.



59

Numero de Nusselt local

20 -
| = Ra=1000000 : : : : :
18 o Ra=100000 |
| = Ra=10000 %
164 S S o o A S A

-05 -04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04 05
Posicao ao longo da parede esquerda

Figura 11: Nimero de Nusselt local ao longo da parede para Pr=0.71 ¢ Ra=10",
Ra=10" e Ra=10°

A tabela 1 compara nossos resultados obtidos para o nimero de Nusselt médio da
parede da esquerda e nimero de Nusselt mdximo da parede da esquerda com referéncias
fornecidas por Hortmann et al [26] e Sampaio [14]. O uso de malhas adaptativas em nossos
calculos nos permitiu obter resultados que concordam muito bem com valores de referéncia,
com um erro maximo de aproximadamente 0,28 % em relacdo a Hortmann et al. [26] e 0,09%

em relacdo Sampaio [14] apenas.
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Ra=10* | Ra=10* | Ra=10° | Ra=10’ Ra=10° | Ra=10°
Nu max. Numédio | Nu max. Nu médio Nu max. Nu médio
Hortmann
3.530 2.244 7.720 4.521 17.536 8.825
et al.[26]
Sampaio [14] | 3 575 2.239 7.703 4512 17.457 8.807
Resultados
. 3.529 2.243 7.723 4.519 17.527 8.807
Obtidos

Tabela 1: Resultados obtidos para nimero de Nusselt maximo e médio.

Estes resultados nos mostram que o método empregado nesta dissertagdo apresentam

excelente concordancia com os valores esperados.

A figura 12 mostra o tempo de calculo para Ra=10° e Pr=0.71, com tamanho
minimo do elemento de 0.005L . Podemos notar que o tempo de célculo para este exemplo
diminui com o aumento do nimero de processadores envolvidos na computagdo em paralelo.
No entanto, percebe-se que ao chegar em 12 processadores a curva tende a atingir um valor
minimo de tempo cdlculo. Esse comportamento € esperado, pois como dito na secio 4.2, a
razdo “ndmero de ndés compartilhados/nimero de nds interiores” e, portanto, a relagdao
“calculo sequencial/cdlculo em paralelo”, aumenta a medida que mais processadores siao
empregados. Uma estimativa do speed-up também € mostrada na figura 12. Como o programa
desenvolvido roda apenas em paralelo, isto €, a partir de dois processadores, assume-se que de
um para dois processadores tem-se o speed-up 6timo, plotando-se entdo uma estimativa da

deteriora¢do do speed-up com o aumento do niimero de processadores.
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o Tempo total de célculo

12000 o

10000

8000

Segundos

6000

4000

2000 . . . . . ,
2 4 6 8 10 12

NUmero de processadores

Estimativa de Speed-Up

Speed-Up

Figura 12: Tempo de cdlculo e estimativa de speed-up em funcdo do nimero de
processadores envolvidos para o exemplo com Ra=10° ¢ Pr=0.71.
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5.2 CONVECCAO NATURAL EM TORNO DE UM CILINDRO QUENTE

Neste exemplo mostraremos a convec¢do natural externa em torno de um cilindro
quente. O fluido em contato com o cilindro estd inicialmente em repouso a uma temperatura
T . =T,. A temperatura na superficie do cilindro vale T, =T,+AT. As condi¢des de
contorno na superficie do cilindro s@o velocidades nulas. A gravidade tem direcdo vertical e
sentido para baixo. O diametro do cilindro d € escolhido como comprimento caracteristico do

problema.

Foram  feitas simulagbes com  numeros adimensionais Pr=0.71 e

Ra=10*5x10%,10",1.5x10°,2x10°,5x10° ¢ 10° . Os transientes ocorrem de 7 =0a ¢ = 70d/u0 ,

Onde uO = \/ﬂ(Tmax - Tmin )I

Usando o tamanho minimo de elemento como 4, =0.02d obtivemos malhas adaptativas

g||d . Em todos os casos a malha inicial continha 44.225 elementos.

finais com mais de 200.000 elementos.

A figura 13 representa o campo de temperatura e as malhas adaptativas finais em torno

da superficie do cilindro em ¢ =70d/u, para Ra=5x10*
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Figura 13: Detalhe do campo de temperatura e malha adaptativa para Pr=0.71 em
t=70d/u, (Ra=5x10").

Além destes resultados, foram também obtidos resultados usando o tamanho minimo
de elemento como h_ =0.0ld para Ra=5x10"e10°, usando o tamanho minimo de
elemento como h_. =0.005d para Ra=10°e10’, usamos também h_ =0.002d para
Ra=10"e10® e por fim usamos h_ =0.001d para Ra=10°. No final de todas as solugdes

numéricas, obtivemos uma malha adaptativa final de maximo refinamento na casa dos

300.000 elementos.
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Assim como para o caso da secdo 5.1, também comparamos o numero de Nusselt

médio na superficie do cilindro com correlacdes experimentais disponiveis na literatura. O

nimero de Nusselt médio é dado por <Nu> = <qw >d / K<me -T.. >

De acordo com Churchill e Chu [31], dados experimentais em um intervalo laminar

, 9 -~ . ~
(at¢ Ra =10") sdo bem correlacionados com a expressao:

7
(Nu) =036+ >18Ra (5.3)

[1+ (0.559/Pr)%6]%

Uma correlagdo alternativa em um intervalo laminar € fornecida por Hyman et al. [32]:

Pr Y
<Nu> = 0.53{(—)&1} (5.4)
Pr+0952

A figura 14 mostra comparagdes dos nossos resultados obtidos para o valor do nimero
de Nusselt médio para todos os valores do nimero de Rayleigh aqui vistos, com as expressoes
dadas pelas Egs. (5.3 — 5.4). Observe que nés obtivemos resultados muito bons comparados as

correlacOes experimentais.
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odf + h_-0.001d
s s s s mn -
5 r —— Hyman et al.
r Churchill & Chu
0 -4 T T T T T T T T T T
0,0 2,0x10" 4,0x10’ 6,0x10" 8,0x10" 1,0x10°
Ra

Figura 14: Comparag¢do do numero de Nusselt obtido com correlacdes experimentais

de Churchill and Chu [31] e Hyman et al. [32].

Na tabela 2 para demonstramos todos os valores obtidos em nossa simulacdo

computacional e comparamos com o0s valores de Churchill e Chu e Hyman et al.

P h i i h. Churchil | Hyma
0.02d "1 00054 | 0.002d | 0.001d | eChu | etal.
0.01d

Ra=10" | 4651 4278 | 4.285
Ra=5+0" | 6.601 6219 | 6.407
Ra=10° | 7.699 7328 | 7.619
Ra=15x10° | 8.395 8.071 | 8.433
Ra=2x10° | 8.878 8.646 | 9.061
Ra—=5x10° | 10.963 | 11.153 10.779 | 11.394
Ra—10° | 12469 | 12.691 | 12.941 12.75 | 13.549
Ra=10 20321 | 22.682 | 22.872 | 22.393 | 24.095
Ra=10° 35349 | 38401 | 39.033 | 39.542 | 42.848

Tabela 2: Comparagdo de dados obtidos relativos ao Niumero de Nusselt com valores
encontrados na literatura.
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5.3 CONVECCAO FORCADA E MISTA EM TORNO DE UM CILINDRO QUENTE
SOB INFLUENCIA DE FORCAS DE EMPUXO

Neste exemplo nds analisamos o escoamento em torno de um cilindro e o efeito das
forcas de empuxo contrdrias e favor ao escoamento. O fluido que cerca o cilindro esta

inicialmente em repouso € a uma temperatura 7, =7,. A temperatura na superficie do
cilindro 7, =T7,+AT. As condi¢des de contorno na superficie do cilindro impdem
velocidades nulas. A velocidade inicial do escoamento a uma temperatura 7;, vale u,. O

diametro do cilindro d € escolhido como comprimento caracteristico do problema. A figura 15
¢ uma representacdo esquematica do dominio de andlise deste problema, no qual mostra o
sentido da gravidade. Assim teremos trés casos, no primeiro caso nds consideramos as forcas
de empuxo despreziveis em relacdo ao escoamento, em outro caso a gravidade auxilia a

conveccdo e noutro a gravidade € oposta a convecgao.

Direcao do escoamento

—

_ﬁi empuxo contrario a convecgao
Iy —> g —— >
. 0

_— < ¢

— empuxo a favor da conveccio

Figura 15: Dominio da andlise do problema de escoamento em torno de um cilindro quente

Como dito acima, trés casos foram estudados. Em todos os casos a malha inicial
contém 3077 elementos finitos, com tamanho minimo de elemento 4, =0.02d , nimero de
Prandtl Pr=0.71 para conveccdo forcada e Pr=1 para conveccdo mista. Os exemplos

ocorreram num intervalo de tempo =0 até 1 =99d/u, .
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Nossos resultados sdo avaliados em termos das forcas de arrasto e transversal, F,, e
F, , agindo no cilindro (sdo originados a partir do desprendimento de vortices). Essas forgas

sdo calculadas a partir do campo de escoamento de acordo com:

ou ov ou

o= G5 2w Jor 2
Jdu ov v

Fome S g - o -

onde né o vetor unitdrio normal a superficie do cilindro com interface I'. (com sentido
apontado para o centro do cilindro). Note que nas Eqgs. (5.2 — 5.3), nés usamos x, =x,
x,=y,u =u e u,=v.Afreqiiéncia do desprendimento de vortices f € obtida da anélise da

forga transversal ao longo do tempo. E dada em forma adimensional pelo niimero de Strouhal

St=fd/u,. Os coeficientes das forcas de arrasto e transversal sdo dados por
C,=2F, / puj d e C,=2F, / puj d, respectivamente. NO6s também calculamos o fluxo de

calor médio na superficie do cilindro, expressando-o em uma forma adimensional em termos
do nimero médio de Nusselt:
min

(Nu)={q,)d k(T —Tpir) (5.4)

onde <qw> € o fluxo de calor médio da superficie do cilindro.

5.3.1 CONVECCAO FORCADA

O primeiro caso estudado é aquele em que desprezamos as forcas de empuxo em
relacdo a forgas viscosas. Logo esse caso € puramente regido pela conveccao forcada, ou seja,

Ri=0. Neste caso foram usados Re=100,Re=110, Re=125, Re=140, Re=150 e
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Pr=0.71. Iremos comparar os valores obtidos para C, .., » C e St com valores

L,rms

encontrados na literatura.

A figura 16 representa a evolucdo da malha adaptativa final e o campo de temperatura
para Re=100 ¢ Ri=0 em t=9d/u,, t=29d/u,, t=59d/u, e t=99d/u,. A malha
adaptativa nos instantes selecionados contém 12881, 13276, 13235 e 12945 elementos
respectivamente. Podemos perceber que o desprendimento de vortices neste caso se estabiliza

a partir de t =29d/u, apresentando um comportamento oscilatério constante.



Figura 16: Evolugdo da malha adaptativa final e campos de temperatura em ¢ =9d/u, ,
1=29d/u,, t=59d/u, e t=99d/u, , para Re=100 ¢ Ri=0.

69
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A figura 17 nos fornece a curva caracteristica para o nimero de Nusselt local para

cada ponto da superficie do cilindro para Re=100 e Ri=0 em t=99d/u, , o valor maximo

obtido para o nimero de Nusselt é¢ 9.31, comparando com resultados fornecidos por Yoon et

al. [37], do qual obteve 9.28 temos uma discrepancia de apenas 0,3%.

6

AR
N,

|||

sentido do fluxo

Nu local

y T y T y T y T
180 240 300 360

0
Figura 17: Nimero de Nusselt local em torno do cilindro para Re =100 e Pr=0.71.

T
0 60 120

Na figura 18 podemos observar em detalhe o vetor do fluxo de calor através da

superficie do cilindro, nota-se que o ponto de mdximo ocorre no ponto frontal ao escoamento,

o que de fato € o esperado pela teoria.

”i’fw f //x%/u/y

Figura 18: Vetor fluxo de calor através da superficie do cilindro em 7=99d/u,, para
Re=100 e Ri=0
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A evolugdo das malhas adaptativas e campo de temperatura sao bem semelhantes para
todos os nimeros de Reynolds simulados. Como visto na evolu¢ao da pluma do caso para
Re =100, podemos garantir que aproximadamente em ¢ =29d/u, (no minimo) teremos um
padrdo oscilatdrio constante para cada caso. A figura 19 representa a malha adaptativa final e
campo de temperatura no instante f=99d/u, , para os 3 casos, que contém 12926 elementos
para Re =100, 12236 elementos para Re =125 e 12135 elementos para Re =150 . Onde é

possivel observar o desprendimento de vértices para cada caso e o aumento de sua freqiiéncia

com o aumento do nimero de Reynolds.

Figura 19: Malhas adaptativas finais e campos de temperatura em ¢ =99d/u, . De cima
para baixo: Re=100 e Ri=0, Re=125 ¢ Ri=0, Re=150 e Ri =0, respectivamente.



Na figura 20 podemos observar o cilindro em detalhe e a dindmica do fluido que o
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cerca, através dos vetores de velocidade para os casos em que Re=100, Re=125 e
Re=150.
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Figura 20: Campo vetorial da velocidade em 7 =99d/u, . De cima para baixo: Re =100 e
Ri=0, Re=125¢ Ri=0, Re=150 e Ri =0, respectivamente.
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Na figura 21 fazemos uma comparacao dos resultados obtidos do coeficiente médio de

arrasto, Cp,, ..., com os resultados obtidos por Baranyi [27]. Na mesma figura comparamos o

que obtivemos para o coeficiente rms de forca transversal, C com a expressao proposta

L,rms

experimentalmente por Norberg [28]:
2 5.5
CL rms ‘ ° ( )
’ 30 90
onde:

Re-47
&=
47

(5.6)

1,6

1,4

-1

1,2

1,0 5

Baranyi[27]
obtido

0,8 . Norberg[28]

C
Cb,médio
C
C

0,6

0,4 @

0,2

0,0 T T T T T 1
100 110 120 130 140 150

Numero de Reynolds

Figura 21: Comparacao dos resultados obtidos nesta dissertacdo com dados obtidos
de Baranyi [27] e Norberg [28]
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Podemos notar que obtivemos resultados muito parecidos com os encontrados na

literatura, com uma discrepancia mixima de 0,4%.

Na figura 22 comparamos o nimero de Strouhal obtido por nosso método com a
correlagdo Strouhal-Reynolds obtida experimentalmente por Williamson [29], assim como

comparamos com os resultados obtidos por Baranyi [27] com métodos numéricos:

st=-33205 () 1816+0.00016Re (5.7)

Re

0.207 0 Strouhal obtido
»  Strouhal Williamsom [29]
| o Strouhal Baranyi [27]
: : f z
0,18 R B
L
| s -
T
0,14 , . , . , .
100 120 140

Numero de Reynolds

Figura 22: Comparacdo dos resultados obtidos para o nimero de Strouhal nesta dissertagao
com a correlagdo Strouhal-Reynolds de Williamson [29] e resultados numéricos de Baranyi
[27].

Mais uma vez resultados obtidos de bom acordo com a literatura, com discrepancia
maxima de 1%. Podemos notar também bons resultados quando comparados com outros

métodos numeéricos.
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Na figura 23 comparamos o nuimero de Nusselt obtido por nosso método com a

correlagdo empirica de Bernstein et al. [35] dada por:

0.62Re"’ Pr'? Re 55"
Nu=03+— . 1+( j (5.8)
i+ (0.4/Pr)] 282000

na mesma figura também comparamos com o resultado numérico fornecido por Lange et al.

[36] dado por:

Nu=0.082Re"” +0.734Re" (5.9)
onde
w =0.05+0.226Re"*® (5.10)
6.5 7 = Nu-obtido
‘ Nu - Lange et al. [36] 3 3
Nu - §Bernstein et al. [35]
oo S— N NS S -
> X
pd
s HE 0 T S — s
5,0

| ! | ! | ! | ! | ! |
100 110 120 130 140 150
Figura 23: Comparagdo dos resultados obtidos para o nimero de Nusselt nesta dissertagao
com os resultados de Bernstein et al. [35] e Lange et al. [36].
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A figura 23 mostra um excelente resultado do método proposto nesta dissertacio com
correlagdes experimentais e numéricas, com uma discrepancia mixima de 1,6% com os

resultados de Bernstein et al. [35] e 0,5% com os fornecidos por Lange et al. [36].

Podemos notar que obtivemos resultados de 6timo acordo com a literatura [27 — 29]
para os coeficientes das forcas de arrasto e transversal, assim como para o nimero de Strouhal

e niumero de Nusselt.

5.3.2 CONVECCAO MISTA

Nesta sec@o analisaremos a convecg¢do mista, com Re=100, Ri=0.25e Pr=1,
sendo uma andlise com o escoamento contrario ao sentido da gravidade (for¢as de empuxo a
favor da conveccdo) e outra a favor do sentido da gravidade (forcas de empuxo opostas a
convecgdo). Assim como analisaremos também um caso semelhante ao visto na secao anterior

(convecgdo forgcada) para Re =100 e Ri=0, desta vez com Pr=1.

Com os resultados obtidos na sec¢dao 5.3.1 podemos simular com resultados confidveis

estas duas andlises, para conferirmos os valores do nimero médio de Nusselt, <Nu>,

coeficiente médio de arrasto C,,, ..., coeficiente rms da forca transversal C e 0 nimero

L,rms

de Strouhal, caracteristicos destes dois exemplos.

Para o caso de convecc¢ao forcada obtivemos uma malha final de 12926 elementos.
Para o caso de escoamento contrdrio as for¢as de empuxo a malha final contém 15884
elementos. Para o caso de escoamento a favor das forgas de empuxo a malha final contém
9437 elementos. A figura 24 representa a evolucdo da malha adaptativa final e o campo de

temperatura em ¢ =99d/u, para os trés casos.
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Figura 24: Malhas adaptativas finais e campo de temperatura para o escoamento em torno
de um cilindro quente em? = 99d/u0 . De cima para baixo: Re=100 e Ri=0; Re=100,

Ri =0.25 (escoamento a favor do sentido da gravidade) e Re =100, Ri=0.25 (escoamento
contrério ao sentido da gravidade)

Podemos notar que o desprendimento de vértices foi suprimido no caso de escoamento
a favor das forcas de empuxo (ou seja, contrdrio ao sentido da gravidade). Esse

comportamento estd de acordo com resultados obtidos por Patnaik et al [30].
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A tabela 3 nos mostra os valores dos coeficiente médio de arrasto C,, .. ., O

coeficiente rms da forca transversal C do nimero médio de Nusselt <Nu> e o nimero de

L,rms °
Strouhal (S?) para os 2 casos. Incluimos na tabela o caso de conveccao for¢ada (secdo 5.2.2)

para Re =100, apenas para efeito de andlise de comportamento.

CD,médio CL,rmx <Nu> St
obtido obtido obtido | obtido
Ri=0 1.40 0.24 5.80 0.165
Ri =0.25 gravidade a favor do
1.40 0.39 5.70 0.154
escoamento
Ri =0.25 gravidade contra o
1.50 0 5.86 -
escoamento

Tabela 3: Dados obtidos relativos a quantidade de movimento e transferéncia de calor com
resultados para o escoamento cruzado na convec¢do mista e forcada com Pr =1

Pela tabela 3, podemos observar que hd pouca variagao no nimero médio de Nusselt e

no coeficiente médio de arraste para os 3 casos.

Por outro lado, a forca transversal associada ao desprendimento de vortices &
considerada mais intensa para o caso de escoamento contra as forcas de empuxo (no mesmo
sentido da gravidade), enquanto € suprimida no caso de escoamento a favor das forcas de

empuxo (ou seja, contrdrio ao sentido da gravidade) como indicado por C Esse

L,rms *
comportamento do desprendimento de voértices e consequentemente o comportamento do

nimero de Strouhal estdo em plena concordancia com Patnaik et al [30].
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Formulagdes estabilizadas de elementos finitos provaram ser bem sucedidas para os
escoamentos com conveccdo dominante e para a simulagdo de escoamentos incompressiveis
utilizando uma interpolacdo de mesma ordem para a velocidade e pressio. Métodos
estabilizados podem ser derivados de diversas abordagens, tais como o método clédssico de
Galerkin [33] e o método de Taylor-Galerkin [34] entre outros. Em [14] uma formulacao
estabilizada de elementos finitos foi apresentada, onde uma discretizacdo temporal de
primeira ordem com diferencas finitas precede o uso de elementos finitos para a discretizagdo

espacial.

Nesta dissertacdo uma formulacdo de segunda ordem no tempo de elementos finitos
foi apresentada. Os balancos de massa e quantidade de movimento foram combinados em
uma série de Taylor de segunda ordem para a pressao. Este foi discretizado no espaco com o
método de Galerkin e resulta em uma equacdo adequada para calcular os valores da pressao.
Os balangos de quantidade de movimento e energia foram também discretizados no tempo
com segunda ordem. Em seguida, minimizaram-se os minimos quadrados dos residuos
espaciais de quantidade de movimento e energia em relacdo aos graus de liberdade livres para

velocidade e temperatura, para obtencao das equacdes para atualizacdo destas varidveis.

O método proposto introduz automaticamente os termos de estabilizacdo necessarios
para controlar as oscilagdes espaciais (wiggles) em problemas com convec¢cdo dominante e
para contornar as restricdes Babuska-Brezzi sobre a escolha dos espacos de interpolacao para

velocidade e pressao.

Passos de tempo locais para quantidade de movimento e energia desempenham o papel
dos parametros de estabilizacdo. Um esquema simples de interpolacdo dos passos de tempo €
incorporado no método, sincronizando o tempo de avango da computacdo. A abordagem leva
a um esquema de célculo onde a pressdao € calculada primeiro e depois velocidade e

temperatura sdo calculados simultaneamente.



80

Para esta formulagdo  estabilizada foi  desenvolvido um  programa
‘ns_new_solver_2d_a_v2_MPI’ mantendo as principais caracteristicas do programa original

‘ns_solver MPI 2d_a’.

Os exemplos numéricos apresentados demonstraram a efetividade do método nos
calculos de escoamentos incompressiveis (condi¢do limite para o qual o nimero de Mach ¢é

nulo).

No caso da andlise da conveccdo natural e estratificacdo térmica em uma cavidade
quadrada, pudemos analisar a mudanga do perfil de temperatura e pressao com o aumento do
nimero de Rayleigh, e a conseqiiente estratificacdo térmica. Assim como pudemos analisar o
fluxo de calor adimensional (nimero de Nusselt) das paredes, com 6tima concordancia com

resultados disponiveis na literatura.

No caso da conveccao for¢ada e mista em torno de um cilindro aquecido, foi possivel
notar o comportamento do desprendimento de vértices de pleno acordo com resultados
experimentais. Em especial, o caso em que o desprendimento de vortices cessa (nimero de

Strouhal nulo).

Analisamos também o caso de convecg¢do natural em torno de um cilindro aquecido,
onde, mais uma vez conseguimos Otimos resultados nos valores de fluxo de calor e sua

distribui¢ao em torno do cilindro, quando comparados a resultados encontrados na literatura.

Casos como conveccdo natural, mista e forcada foram estudadas assim como a
transferéncia de calor associada em cada caso. Comparagdes dos nossos resultados com
solugdes numéricas e experimentais disponiveis na literatura mostram o 6timo desempenho da

formulacao estabilizada proposta nesta dissertacao.

Espera-se que o método proposto possa ser utilizado em projetos de reatores nucleares

no Brasil e no estudo da seguranca de nossas centrais nucleares.
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APENDICE A

Como mencionado no capitulo 3, mostraremos aqui a obten¢do da equagdo de

atualizagdo de pressdo, eq. (3.9).

Empregando o método cléssico de Galerkin na eq. (3.8), temos:

[N(8, i =0 (A1)

Substituindo na equacao A.1 a expressdo de ga , teremos:

[~ pe 2P AL 9 [OAD b o g (A.2)
3 At 2 dx, | ox,

ou entao:
[, 2P AL 9 fOAD ey jNFdQ (A3
3 At 2 dx, | ox,

Substituindo na equacio A.3 a expressio de F., teremos:

a?

dQ = — jN —dQ (A4)
2 ox, \ ox,

IN At 8 o ou' (ot +8p +Rig T | o
ax,, ox, ) ox,

usando a identidade de Green no 2° termo do lado esquerdo e no 2° termo do lado direito da

M? . At 9 (JdAD
e

equagdo A.4 obtemos:
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J-—NA J'At oN, aAp —N 0Ap n dr =
2 ox, 02 lox, C

(A.5)

J~At oN, aua arab+ap +Rig T i
2 ox, ax,, ox, ox,

J- AtN aua ot +8p +Rig T" |n.dr
2 “ox, \ox, ) ox,

No dltimo termo do lado direito da equagdo acima, a expressdo

8u s + op +Rigaf" pode ser reconhecida como o balango da quantidade de
ax,, dx, ) ox,

movimento dada pela Eq. (2.10). Considerando que o termo de gradiente de pressao na Eq.

(2.10) é tomado num nivel de tempo de n+1 e todos os outros termos sao tomados num nivel

de tempo n:
M ppr [ALON OB ey SN, 98P, dr =
o At 52 ox, ox, 52 ox,
J'At aN al/la aTab + ap +Rigarfn Q (A6)
2 ox, axb ox, ox,

_ o My [ua aAp}I i
Tpuly at

onde p""' =Ap+p".

Sabemos pelo capitulo 2 (eq. (2.8)) que na fronteira 7, a pressdo € prescrita, ou seja, a
integral de fronteira apenas tem como dominio de integracdo a fronteira 7, pois Ap=0

sobre 1, assim a equagdo A.7 fica da seguinte forma:
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J'At ON, OAp 98P 16—
ox, ox,

At N, ( LA fnjdg (A7)
a a a

3 2 ox, ox, dx, Ox
[0, o
g2 ot

Para podermos continuar com uma equagdo em segunda ordem no tempo, 0 termo

o’ / ot pode ser aberto em série de Taylor, de forma que:

al/fl\n I:[\n-%—l _ﬁn

¢ =t <4+ O(A A8
> A (Ar7) (A.8)
Logo teremos:
[0
3 52 ox, ox,
IAI oN, 8 " ara,,+ap +Rigaf‘” o (A.9)
2 ox, ax,, ox, ox,

An+l
FG

Pela condi¢do de contorno dada pela equagdo (2.9) u,n, =5(X,t), na qual pode ser

entendida para cada nivel de tempo, n e n+l, (u,n,) =G (x,t) e (u,n,)" =5n+1(x,t),

obtemos entdo a equagao 3.9:
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AN AN An An R A 10
B J-Ni o 10— J-At oN, aua _oJ, N op + Rig 7" 4O (A.10)
axb ox, Ox,

_ J‘%(Enﬂ_an adr
T,

Como estamos empregando o método classico de Galerkin, substituiremos

Ap =N ;Ap; , podemos reconhecer a equagdo (3.9 € 3.10) em sua forma bidimensional como:

At(ON,ON; N, ON;
—NN dQ+ L hQ (A.11)
[ ]‘ J. J. (ax 8x+8y ayjd
{Ap}, =Ap, (A.12)

oi"  ov" At| ON, ( ., di" ou") ON,( ., d" "
N, Q- V" V" dQ
I (ax dy [ax ( ox i dy j+ dy ( ox i dy H

(A.13)
At(ON, 3p" AN, 3p" NN Ve (Nofer g
_JZ(BX 8x+8y ade JR ( ay }d r:':z(G G)dr

Como definimos as fungdes de forma N; como fungdes lineares, o termo que envolve £, na

integral da Eq. 3.9 ¢ nulo, pois 7/, = u(0a, /dx, +9dd, /dx,)" envolve derivagio de segunda

ordem.
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Mostraremos passo a passo que as Egs. (3.11 e 3.12) sdo equacdes com discretizagdes

exatas de segunda ordem no tempo.

Primeiramente vamos demosntrar a eq. (3.11). Usando série de Taylor para a varidvel

u, , teremos:

ou" (At \o%u"
™ =u"+ At, —+| =M | =2 4 O\AF
‘ a9t 2 | o ( )

1 .
Sabemos que u""* =u" +—Au,, onde Au, =u"" —u", assim:
2
1 1 1 1
W =u"+—Au, =u" +—(u;’+1 —u! )z —u" +—u""
2 2 2

Substituindo B.1 em B.2 teremos:

u™"? zlu;’ +l ul +At,, o, +0(At2)
2 2 ot

Derivando em relagdo ao tempo ambos os lados, surge que:

aun+l/2 aun 1 azun
« - a4 | Af, —= |+0(AF®
o ot 2( . aﬁj (ar’)

Multiplicando por At,, ambos os lados:

aun+l/2 aun 1 ) azun
At, —— =At, —“+—| At < |+ 0lAf’
Moo Moar 20M or? ( )

Substituindo B.1 em B.5 teremos:

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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ax,
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n+l/
At,, 8”5;2 = (" —u")+0(ar?) (B.6)

Depois de algumas manipulagdes algébricas triviais temos finalmente que:

Au aun+1/2

a

At,, ot

rolar’) B.7)

Assim ao substituirmos a eq. (2.10) tomada num tempo n+1/2, na eq. (B.7) teremos:

n+1/2
Au au 1 a au aub ap ) )
a — _ a __ a+ + +R T +0At
Aty {ub dx, Re ox, (ax,, axa] ox ‘8 } ( ) (B.8)

a

n+1/2
L w1 [ Ou,  du,
Reconhecendo na equagdo acima que 7, '~ =—| —*+—= , teremos:
Re\ dx, oOx,

u —
At,, ’ ox, ox, ox

a

n+l/2 An+l/2 n+1/2
Au, _ _{( auaj B ot + dp +RigaT"+l/2]+O(Atz) (B.9)

1 1 . .
Sabemos que 7" =T" +§AT e o =1", +5Arab, logo a equagio acima fica:

Bu, _|[ on, "9 10A3, L
At,, * ox, ox, 2 ox, ox

a

+Rig,T" +Rig, %AT] +0(Ar?) (B.10)

n+1/2
A u, :
No apéndice E podemos mostrar que o termo | u, pode ser reescrito como
X
b

=—|u
2

+u

n+l/2
ou, 1 ou L ou!
" ox, U ox,

+ O(At2 )} , assim a equagdo acima fica como:
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Au, {1 (ubn ouy™ et O j_ oty _19AE, op"”

P iy, +Rig T" +Rig, ~ AT |+0(Ar?)
ox, ox, ) dx, 2 OJx, ox, 2

(B.11)

Como Au, =u""" —u", podemos reescrever a equago acima:

n An A n+1/2
- eur) e |9t 1A%, DT pe i Rig LAT |+0(ar?)
At,, 2 ox, ox, ) dx, 2 ox, ox, 2
(B.12)
Ap6s algumas manipulagdes simples a equacdo acima fica como:
n n An A n+1/2

Au, _ |1 ub"M+(Aub)au“ i) Qe Ot LA, P pie 1y Rig, LT |+0(Ar?)
At,, 2 ox, ox, ox, dx, 2 OJx, ox, 2

Como Ar, =

1 (aAua oAu,
+

— , podemos ver que a expressdo acima é exatamente a
Re| odx,  ox

a

eq. (3.11) que gostariamos de provar.

Por dltimo vamos demonstrar a eq. (3.12). Usando série de Taylor para a varidvel T,

teremos exatamente os mesmos passos feitos para a varidvel de velocidade u, , descrita acima,
até a eq. (B.7). Como estamos falando agora de temperatura devemos apenas trocar u, por T

e At,, por At,, pois estamos lidando com a escala de tempo da equacdo de energia. Logo

teremos:

+0(ar?) (B.13)

Assim ao substituirmos a eq. (2.12) tomada num tempon+1/2, na eq. acima teremos:

n+l/2
AT or 1 0 (dT
A, 9N oA
At, {ub 0x, RePr ox, (ax'b H ( ) (B.14)
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n+1/2
~ . n+l/2 1 a
Reconhecendo na equagdo acima que ¢, '~ =———| — , teremos:
RePr\ ox,

u 2L
At, * ox, X,

n+l/2 ntl/2
AT :_l( aTj +a‘1”—]+0(Az2) (B.15)

1 . .
Sabemos que ¢ =g’ +5Aqb , logo a equagdo acima fica:

n+1/2 n
AT _ [, 2L ,9la; +q,/2) +0(ar?) (B.16)
At, ox, ox,

n+l/2
No apéndice E podemos mostrar que o termo (ub —j pode ser reescrito como
X,
b

n+1/2 1 n
or™ oT
(“h a_Tj = ll:ub" —tu," —+ O(At2 )} , assim a equagdo acima fica como:

ox, 2 ox, ox,
or" or" "
£:_ l ubn—+uhn+l + a(Qb +AQb/2) +O(At2) (B17)
At, 2 ox, ox, ox,

n+l

Como Au, =u)"' —u) e AT =T"" —T", podemos reescrever a equagio acima:

AT _ —P[uh" dar+1") ()" + A, )Z J+ ola; SXA% /2)} +0(ar?)  (B.13)
b b

Ap6s algumas manipulagdes simples podemos ver que a equagdo acima fica como:

or”" or" "
AT _ 1 u," AT +Au, +u, +l dAq, + %, +O(At2) (B.19)
At, 2 ox, ox, dx, 2 ox, Ox,
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Como Ag, =— ! (aAT

, podemos ver que a expressdo acima é exatamente a eq.
RePr\ ox,

(3.12) que gostariamos de provar.
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Como mencionado no capitulo 3, mostraremos aqui a obteng¢do das equagdes

governantes da varia¢do da velocidade e temperatura, eq. (3.24 e 3.25).

Primeiramente, mostraremos o procedimento para V Au_ livre:

Ao introduzirmos as Egs. (3.16 — 3.19) na Eq. (3.22) obtemos :

A A A A 1" Ali All
J.Ni+ tMﬁZaN’ 1 Al + ty ﬁsa uc_l_Aﬁbauc 19 auc_i_a RPN
3 2 ox, || At,, 2 ox, ox, 2Re dx, \ 0dx,  ox,

At,, i A A 7l ALY
+J- t, Ou! N, 1 A+ ty ﬁsa i, A, dii, || 1 d [dAq, +8 i ) )
a3 2 ox, At,, 2 ox, dx, )| 2Redx,\ ox,  ox,
N At oT N, lAﬁb oT 1O+ JAtM i N, Rig AT 10
a3 2 ox, 2 ox, 3 ox, 2
o N4 Ao N | Rig AT
3 2 Ty, | 2
At, oT" A ¥ f
o L oT v Ay E[ﬁ,’} aAT] 19 [BATJ 0
g 2 ox, Aty | 2 ox, 2RePr ox, | ox, C.1)
B An An+l/2 An R
+ N+ B0 o ON, | o0 O (O 0%, | e 7 L2
3 2 T ox, | "ox, dx, O,
AN B AN An+l/2 ~An R
Ay Oy | Oy OB Ty | pie 0 |ay
6 2 ox, | "odx, dx, ox,
+ Aty IT N, ﬁ,’j—aT +ai dQ+
a3 2 ox, ox, Oox,

+ [N ps, +e,n, —1 xn] ar=0
r,
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usando a identidade de Green nos seguintes termos: I[N] o [ 9Ad, +aAu” dQ;
35 2Re ax,, ox,  Oox,

j[N {a” }dﬁ J'[N ]{a;cb}m obtemos:

ox .

c

I{ N+ Al aN,} U | g s A (ﬁ,’f oA, Al dii” j o

3 2 U oox, || A, 2 ox, ox,

o 1 aN,.(aAuC+8Aubj w0 | 1 N{aAu”raAubj n dT
a| 2Re dx, { dx,  dx, ror. | 2Re dx,  Ox,

o At,, i aN,} 1 i[aAuC +8Aub] 0.

al 2 ox, || 2Re ox,\ odx,  Oox,
j w Ol 1 AG, +AtM (ﬁ;‘ oA, A, auaj 19 (aAua N aAubj i
3 xc | At,, 2 ox, dx, )| 2Redx,\ ox,  ox,

T 1 O g g it
22 ax 28 X, 2

Q
o N+ Bt g N, | Rig AT .
3 2 Ty, | 2
+J-AIE LA N P LY | S 2|
g 2 ox, Aty | 2 ox, 2RePr ox, | ox,

on” A
N, +—A” Y —< +Rig T" |[dQ
J{ u, axb { u, 3 8. }

(C.2)

Xp
n+l/2
J.[ﬁn+l/2 aN A0+ J.[ﬁn-%—l/Z]N dF+IAt AnaN op 4O
o a c r,or, axb ox,
ON. | ot
+ dQ— ||N. Mg —1 < 1dQ

b e s e

AN B An An+l/2 ~An R

Ay Oy | Oy OB Ty | pie o |ay
6 2 ox, | "dx, dx, ox,

N;|u,
2 ox, | 7 oy, axb

Q

Arg of" [, 97" 9§ }dg

+ J.Ni [(_ PO, + T, ), _t_c(x’ t)]”ﬂ/zdr =0
r,
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Sabemos pelo capitulo 2 (eq. (2.4 e 2.5)) que na fronteira I’ a velocidade é prescrita
ou seja Au, =0, e a fronteira I, € relativa apenas as varidveis de pressdo e tensdo cisalhante,
logo as integrais de fronteira apenas t€ém como dominio de integracdo a fronteira I', . E apos

algumas  manipulagcdes simples na equacdo acima e reconhecendo que

A, = 1 aAuC_i_aAub
ox,  ox,

j{N[ + Aty i, aN’} ! Ail, +Aﬂ(ﬁ;‘ OAL, +Ad, oi; j dQ
3 2 ox, || At, 2 ox, " ox,
1 ON, [ dAi, N oA, 4o
| 2Re dx, \ dx,  ox,
ﬂﬁ: ON, | 1 9 [9JAd, N oA, IO+
| 2 ox, || 2Re dx,\ dx,  Ox,

At,, i A A 7l Ad, NG
+I t, Ou! N, 1 A+ ty i oA, A, dii, || 1 0 [dAa, +8 i ) 1)
a3 2 ox, At,, 2 ox, dx, )| 2Reodx,\ ox,  ox

j , teremos:

+
[of S—

I
o S—

A, 9T N,»(— ] j (RzgaAT o
22 a2 ] X, 2
T o (C.3)
o N+ At o OV, | Rig AT 0
3 2 Tox, | 2

+IAIE8T 9% LI VA7 VLY B TN P
g 2 ox, Aty | 2 ox, 2RePr ox, | ox,

aN ou" A
+ N+ P —C< + Rig T" |dQ
[ty |G|

axb | X,

oN. 1 At oN, | 9p"?
— [l | == [d@+ |N,| p"Vs, —(”.’ +—A”_’j dr+ [| =2y o P o
J[P {ax } rj i\ P b | Teb 2 Tep | [ 53[ 2 u, axb axc

¢

fr { }dﬂ 1555

Aty Oy | -, O Jra”l“/2 ot
2 ox, ax,, ox ox,

a

+Rig T" }dﬂ

Q
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, (At T N{An or" 34,

u, }dQ+
a3 2 ox, ox, Oox,

+ [N ps, +e,n, 1 xn] ar=o0
r,

an D T A i, b ,
Como 7% =%"+—Af", o termo I N{p 5, _(TC,, +— A7), Hn,,dl“ fica como
2 2
FIL'

n+1/2
]+1 .,

IN ; [19”“/ 25 (e 2)}1,10,’1" , sendo este cancelado com o termo .[Ni [(= po, +7,,)n, ja
I, r

Ie
existente das condi¢des de contorno impostas ao problema, dessa forma, finalmente,

chegamos a equacdo (3.24).

Por tltimo, mostraremos o procedimento para V AT, livre:

Ao introduzirmos as Egs. (3.16 — 3.19) na Eq. (3.23) obtemos :

J‘{N[ + Aty 7 aN’} ! AT + Aty (ﬁ,’} oAT +Ad, or j dQ
3 2 7 ox, ||Atf, 2 ox, ox,
—I{Nﬁ% i azv,}{ I i(aATﬂdSH
3 2 7 dx, || 2RePr ox, | ox, (C.4)

J‘[AtM RigaNij Rig AT 0+
o\ 2 2

AﬂRigaNij 1 Ad + At i dAlL, A, diiy || 1 9 (0Ad, +8Aub 10
2 At,, 2 ox, ox, 2Re dx, | Ox, ox

a

i
2 "ox, | " ox, ox,

+ I{N[ + Al i, o, }{A or + 94; }d(ﬂ
Q

A N AN ~ n+1/2 an ~ [— +
+ J'(i RigaNi j|:u; 31/144 + ap _ afab + ngaTn:|dQ + J.Nl [Q(X,t) — qbnb]w Vzdl—‘ =0
3 x, Ox, Ox, .

q
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usando a identidade de Green nos seguintes termos: I[Ni ! i oAT dQ
3 2RePr ox, | ox,

J.[N,{a }dﬁ obtemos:
o ox,

j N+ Aty ar oN, 1 AT + 4 OAT +AG, oT J0
3 2 7 ox, || At 2 ’ ox, ox,

+J‘ 1 ON,[JAT J0— J‘ N, 1 OAT n,dl
5| 2RePr ox, \ ox, | 2RePr | ox,

ryour,
[ P ¢ AT C.5
_jAtEﬁZBN, I 9 [oAT dQ+j( MRgN] Rig AT )y, (C.5)
ol 2 Ox, || 2RePr ox, | ox, 2

J-[AtM RigaNij 1 Aﬁa_l_AtM i 8Aua+ AG, diy || 1 9 8Aua+8Aub 10
o\ 2 At 2 ox, ox, 2Re dx, | dx,  Ox,

M
At, ., oN. | ., oT ., ON. [ 9g"
N. Eqpr —1 " dQ N. dQ+ ! b 1dQ
+é[{ o 2 ub axj{ ah} +r,(!.r[ ]q,,n,, ﬂ { } {{ axb__ax,,} ’

ALy LN o
Rig.N; <y Rig,T" |dQ + [N, dr =0
+§[( 2 j{ ox, " ox,  ox, Mt +.[ lax.n-g,n]"

Sabemos pelo capitulo 2 (eq. (2.6 e 2.7)) que na fronteira 7/, a temperatura é prescrita
ou seja AT =0, e a fronteira I, € relativa apenas as varidveis de fluxo de calor, logo as
integrais de fronteira apenas tém como dominio de integragdo a fronteira /. E apds algumas

1
RePr ox,

manipulagdes simples na equagdo acima e reconhecendo que Ag, =— , teremos:

I N, + Al i AT | PV i oAT + A6, I | |4
2 7 ox, ||Atf, 2 ox, ox,

o 1o (aaf] (C.6)
a| 2RePr 0x, | ox,

‘I At, i oN, I 9 [0AT dQ+I(AtM Rg Nj Rig AT |,
al 2 7 ox, | 2RePr ox, | ox, al 2 2
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b

I(AtM RigaNij 1 Aﬁa+AtM i JAil, A, dii; || 1 0 [0JAg, +8Aub 40
2 At 2 ox ox, 2Re dx,\ dx,  ox,

Q M
At, ., oN, | ., oT" 10N, At, ., ON. | 94"
N. E ~n i n dO — n| Vi 4o E An i b do (Cl6)
+J{ i 2 “ axj[”” axb} J[%{axb} +£{ 2 “ axb}{axb} "

1
+ |N.|=Ag, +q |n,dl
r'!. {2 q, %}b

n

An A n+l/2 /a3 N — +
+ j(ﬂ R gaNij i O (0P O pie 7 laq + [w, lex.)—g,n, | ar =0
gL 2 ox, ox, Odx, .

n+l/2

- I,. . I, . . , .
Como g :EA% +4q, , 0 termo J.N{EA% +q, }nbdf fica como .[Ni [qb nb]dr,
F‘/ F‘I

— o .
sendo este cancelado com o termo .[Ni [q(x,t)—qbnb]w+ dl' ja existente das condi¢des de
T

q

contorno impostas ao problema, dessa forma, finalmente, chegamos a equagao (3.25).

Podemos reconhecer as eqs. (3.24 e 3.25) em sua forma bidimensional como:

Para a componente x do problema, ou seja, v Au; livre, temos a eq. (3.24) como:



(| 7, A O g OV | Ly B [ o O OAR g O 97 )y
3 2 ox ay )| Az, 2 ox dy ox dy

L azv(amz an BN.[BAﬁ aA\?j
+ I : + +— + dQ)
o 2Re ox \_ dx  ox dy \ dy  ox
At ( ON, o 9N, H 1 {a (aAﬁ am) P) [aAﬁ amﬂ
- | =] ar = - + +— + dQ +
al 2 ax dy )J||2Re|odx\ dx dx ) dy\ dy  ox
j T | pp e Bl [ o OB 0 OB 290 659 L
g 2 ax At 2 ox dy ox dy

i 'a(amz aAﬁJ 3 (0Ai  AD
— + +— + dQ
2Re|ox\ dx dx ) dy\ dy  ox

_JAtM v {a[aAv_i_aAuj_'_i[&_i_aAvﬂ o
S 2 ox 2Re| ox\ dx dy ) dy\ dy Oy

ox 2 ox

N JAtM v N, 1 A§+AIM [ﬁ" aAan 8Av+Aﬁ ov LA v j 40
S 2 ox At,, 2 ox dy ox dy
(2 x 2 dy

o N D (N, N [ Rig AT

2 ox dy 2
+.[AtE oT N, 1 Af+AtE an aATW OAT i
a2 ox At, 2 ox dy
_IAtE oT N, 1 | d[0AT L9 0 [ OAT 40
S 2 ox 2RePr| ox\| ox dy 8y

:—J. Nl.+AtM n" oN, +v" oN, u" i +v" oi +Rigxf" dQ
3 ox dy || ox dy

n An A n+l/2 An a’\ﬂ R
au au 8 oty 9T, +Rig T | a0
ay ox ox dy

n An+l/2 a"” a
At ( l: " 9 +7" n OV 8 T +Rig, 7" Ddﬂ

ay dy ox dy

(1,90 1, o ]dg A; {a Ni(RzngTj+8v N
Q

a/\ n+l/2

dQ

0x dy ox Oy ox dy

30 ON; o ON; 8€;+3rx}, 10
o) dy ox dy

Q

At, 3T { Y. . qy}dQ_IA;M{maN,_i_ﬁnaN,} p
N
X

ox

102

(C.7)
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n J‘[ﬁ"“ﬂ{%}dﬁ— J‘{f” %+”’ N, }dﬂ+ _[N, [tx(X t)]n "

3 o0x al Tox Y oy

Para a componente y do problema, ou seja, v Av, livre, temos a eq. (3.24) como:

jN, ar Ny g ON | L pp g Bl [ o 98D 50 98D 00 | 039 Y i
ox ay )| At,, 2 dy ox dy ox
aAv aAﬁ N ON, [ 0AD N oAl 0
2Re ady ay ox \ dx  dy
aN aN 0 (0AV O0AV)| 0 (0JAV OAd
+7" + e [ Q+
2Re ay dy dy ) odx{ dx 9y
( g v
5

av N 1 Av+AtM 8Av P AV +Aﬁ8v +A‘38v JQ
o 2 ay ox dy ox

o N,{ i aAv BAVJ (BAV aAuﬂ} 0
2Re| 9y ay
1 OAG ., 0AG . .O0" 0"
b 7" AP Adi dQ
{AtM{ i+ (v % +i o +Av % +Au . ﬂ}
N, 1 aAu | OA +i(aAﬁ+aAﬁ] 10
2 ay 2Re| dy ax ox\ dx  odx

7" o AT 99" [ Rig AT
1A aT IO+ IAIM ol N, Rig AT +8v N, 18, 40
2 2 8y 2 | dy 2 dy 2

Q

+AtaTN

1

Q

| Rig AT
+ J.{N Aty (ﬁ N, +7" Gl H 27 o
35 2 ox dy 2
N J-AtE LAV I POV a7 ant || o
S 2 oy At 2 ox dy
B IAIE oT N, 1 | d[0AT L9 0 [ 0AT 40
3 2 dy 2RePr| ox| ox dy 8y

:—J' Nl.+AtM Q" aN"+\9” N, 0" oi +7" oi +Rig T" |dQ
2 L ox dy !
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~n An An An+l/2 An a"”‘ R
- [P | O | g O O O e T pig 7 | a2
2 | dy ox dy ox ox dy

A An R An R An An+l/2 af" af" .
= [8\/ Nil:u" O | n O O O 2 4 Rig 7" ||

Q

2 | dy ox dy dy ox  dy

Q

~n ~n S An a"" ' ' An+l/2

~ jAtE or N a of" ., of" 9q 94y, IAIM {u ON, o azv,}ap 10

3 2 oy ox dy dx dy o 2 ox dy | dy

, |l ot ot" (C.8)

+ I {AtM (ﬁ N, 4 I, H SCIIGE 7Y

al 2 ox dy ox dy

oN. oN. oN. — +1/2

N [,3"“/2{—’}19— {f”,,—’+f”,x—’}dﬂ+ N ] ar

é[ ay é[ yy ay y ax 1—;|: ¥
Para ambas as componentes, ou seja, V AT, livre temos a eq. (3.25) como:
I N+ At, (u ON, , o BN,.] | o Ae( 20 0AT o 0AT |||
3 2 ox ay ||| At, 2 ox dy
o 1 [BN,. oAT N, BAT} o

3| 2RePr| ox odx  dy Oy
_J- At, e oN, Y oN, 1 | d(0AT +i OAT JO+

al 2 ox dy ) || 2RePr| dx| ox dy| dy (C.9)

g AT Rig AT
AiRg Nij(ng—gATde-l_I(A%RigyN,’j lgé ]dQ+

I N, + Aty 0" oV, +7" N L Al or’ +A\78Tn dQ +
3 2 ox dy )| 2 ox dy

M Ringfj(AL{Aﬁ +ﬂ(ﬁ" L aaA” VLYY aa“ JDdQ

2 ox y ox y

2Re| ox\ ox = ox +$ dy  Ox

+I Aty Rg,N, ! Aﬁ+AtM V" aAVﬂ?” aAV+A\9av +Ail 99 dQ
g\ 2 At,, 2 dy ox dy ox

At,, 1 | 0(0dAV JAV) 9 (0AV JAu
N, | - — + +— + 17(9)
2 2Re|dy\ dy dy ) ox\ dx dy

NEPaE {a [aAquaAuj 9 (aAquaAvJDdQ
Q

|
[of
=
A
=2
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] Ni+AtE(ﬁ"aNi+ﬁ”aNij PR
3 2 ox dy ox dy

AtE ﬁn aNl +‘f}\n aNz aé:: + aq} dQ (C9)
2 ox dy ox dy

B An An An+l/2 An af” R
—A;M R,.ng,.j i O O 0P 9T T | Rig 7 a2

I
De—1ry

ox dy ox ox dy

|
o M—"

IO L. L L - .
- Aty Rl.gle) r O g O 0P e Ty +Rig T" |dQ
o\ 2 | ox dy dy ox  dy ]
oN, ., ON, . — +12
+ [ =6+ =6 la— [N |gx.0)[ ar
Qf 4, q}j FI Jan]
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APENDICE D

Substituindo as varidveis do problema por: Ai,=NAu, (identicamente

A, =N Au,) € Af:NjATj nas Egs. (3.24 e 3.25) obtemos um sistema de equagdes

simétricas para calcular os valores nodais da atualizagdo da velocidade e temperatura.

Mostraremos aqui a forma das eqs (3.26), com ajuda do apéndice C, podemos definir entdo:

[A““]ij = J. Ni‘l‘AtM ﬁn aN, _l_\,}\,, aNz 1 Aﬁ-l—AtM ﬁn aAu-l—ﬁn aAM_l_Aﬁ al/l 0
3 2 ox ay )| Aty 2 ox dy ox
ALY (aAﬁ aAﬁj aN, (aAﬁJ

+ I + + Q

a| 2Re ox \_ dx  ox dy | dy

J-_AtM L oN. L oN)|| 1[0 (aAﬁ aAﬁj 3 (9Ad
- u 4V . — + +— dQ+

al 2 ox dy )||2Re| dx\ dx dx ) dy\ dy (D.1)

! {Aﬁ ; A;M (u OAL | o OAR |\ ;98 ﬂ}dﬂ

ox dy ox

_JAtMau”Ni 1 i[aAu_i_aAu}Li(aAuJ 10
S 2 ox 2Re| dx\ dx  dx ) dy\ dy

+JAtM o | 1 [ A, A dQ_IAtM o5 1 1 [a(aai)]]
a2 ox At | 2 ox 3 2 ox '|2Re|ox| dy

A,) = j N, + B0 (g ON; 5 ON ) Aﬂ A2 o
2 ox dy 2 dy
+I{ 1 aAv }J I[ 2 ON, o 0N, M 1 {i(awﬂ}(ﬁ“
3 2Re 3 ox dy ) || 2Re| dy\ ox
+J At J y 0" N1t i(aAﬁJ 10
2 ax 2 2 oOx 2Re| dy\ ox
+j Av + aAV+ﬁ” 8A§+Aﬁaﬁn dQ
2 ax ox dy ady

J RAUNY N1t i(aA\?}Li 0AD | IAD At, aT"N _AvaT" 0
2 ox 2Re| ox\ dx ) dy\ dy 9y 2 ox dy

(D.2)
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7" ~ Rig AT
[AuT]ij: By | % N; ngXAT a N; Lt dQ
g 2| ox 2 ax 2
.\ I{ ( AN, , 5 N, H{RingT} 0
ox dy 2
+J-AtE T N B 267 ant || o
a2 ox At, 2 ox dy

At, aT" d (OAT ) o (0AT
- [=£ +— dQ
o 2 ax 2RePr| x| ox dy ay

[Aw] J- N, +At 4 aNl.+A,, oN, 1 A\?+AIM o 8Av+ﬁn 8Av+Aﬁ8v Q
3 2 ox dy )| At,, 2 ady ox dy
1 [ow, (8&3 am] oN, (BA\?)

+ I i + +— Q

o| 2Re dy \ dy  dy ox \ dx
‘I At,, (u ON, , o aNI.J 1 i(aAv_'_aAvJ_l_i(aAvj o+

ol 2 ox dy )| 2Re| dy\ dy  dy ) dx\ ox
N J-AtM ov N, 1 Ab+ At,, e 0AV Y 0AV A a J0

3 2 ody At,, 2 dy ox ax

_J-AtM a\?"N 1 oAV aAv i 8 v
3 2 dy | 2Re | 3y dy

(D.3)

8
S @ e Rl

At, | 9i"  (Rig AT av" [ Rig AT
Al = [Pl %y | R8s N 22 Han
A, I 2 !ay ( 2 J dy ( 2 H

.\ IAtE oT VLN P (u AT ., aAT] o
a2 oy At, 2 ox dy (D.4)

1 | 9(0AT) o (oAT
+ dQ
2RePr{8x( ox J ay[ dy J:l}



L AN, 3N,
+v

AN

OAT
+v

. OAT

|55

+I{ i {8Ni oAT _ aN, aAT}dQ

= [ a2

Q

dy

2RePr| dx ox dy Oy

Q

I[AIE ( ON, ., oN,
- u +v

al 2 ox dy

I(ﬂRl’ngij Rig, AT dQ + I(AﬂRig}*Nij
A2 2 A2

{Au}, = Au,
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S RigyTA”}dQ
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APENDICE E

n+l/2 a n+l/2
PORET u .
Neste apendlce mostraremos que oS termos (I/lb aj € (I/lb _J , V1stos no
X
b

n+1/2
A : du 1 ,ou™ . ou
apéndice B, podem ser reescritos como | u, —* =—|lu, ——+u, " +O(At2) e
ox, 2 ox, X,

n+l/2 n+l n

oT oT

u, oT _1 w," ——+u," ——+ O(At2 ) , respectivamente.
ox, 2 ox, ox,

Como estes dois termos terdo demonstragdes idénticas, pois sdo semelhantes na
estrutura, demonstraremos em uma forma generalizada para quaisquer duas varidveis
envolvidas. Chamemos-as de A e B, como as varidveis de um problema. Entdo queremos

demonstrar que:

(AB)y*"* = %[A"B"+l +A™B" + O(At2 )] (E.1)

Pelo apéndice B vimos a série de Taylor para a varidvel u, e T, entdo para uma

variavel A e B, as suas respectiva séries de Taylor ficam como:

n

0A
A= A" +Ata—+0(At2) (E.2)
t

n

n+l n alg 2
B =B +At7+O(At ) (E.3)

Depois de algumas manipulacdes algébricas, vistas no apéndice B, podemos escrever

as seguintes expressoes:

n (E4)

0A
A2 = A +1At—+O(At2)
2 ot
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oB”"
Bn+l/2 :Bn +%At?+O(Al2) (ES)

Podemos também inserir a eq. (E.4) na eq.(E.2) e inserir a eq. (E.5) na eq.(E.3), dessa

forma teremos:

0A"
An+l — An+l/2 +%a_+0(At2) (E.6)
t

oB"
B = g % . +o(ar?) (E.7)
t

Ao introduzirmos as eqs (E.4 — E.7) na expressao (E.1), temos finalmente:

P PYLT (WS A ®

2 2 ot 2 ot
0A”" oB"

o| ame fBLOA T pue _ALOT +o(ar?)
2 ot 2 ot

Multiplicando internamente teremos:

(AB)n+l/2 :l Ar2 g2 _Bn+1/zﬂaAn _ At* 0A" 0B" A2 ﬂﬁ_i_ (E.9)
2 2 ot 4 ot ot 2 ot

+ An+l/an+l/2 _

2 0A" dB" 0A" oB"
A_t__+Bn+l/2 E__AVH—I/Z £_+O(Atz)
4 ot ot 2 ot 2 ot

Ao somarmos os termos do lado direito da equagdo acima podemos ver que:

> 9A" 9B"
(4B = 1| pqrvzgr: AT OB (5p2) (E10)
2 2 Jdt ot
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At?> 0A" OB" . ) . )
O termo = % 3 na equacdo acima ¢ de segunda ordem no tempo, assim

Jr ot

finalmente podemos chegar ao resultado que procurdvamos:

(AB)n+1/2 _ A2 g2 +O(At2) (E.11)

n 1 + n n sz .
Logo provamos que (AB)"™"’ =§[A"B" '+ A™B +0(At2) . Ao mudarmos as varidveis A e

B, para as quais usamos nos nossos problemas dessa dissertacio teremos:

n+l/2 nil n
(ub auaj :l|:ubn aua +I/lbn+la&+0(At2):| (EIZ)

ox, ox,

n+l/2 n+l n
oT oT
I/tba—T :l Mbn—+ubn+l—+O(At2) (E13)
2 ox, ox,



