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Condições de equiĺıbrio para um sistema f́ısico: balanço detalhado

W (n,m)Peq(m) = W (m, n)Peq(n),∀(n,m)
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Condições de equiĺıbrio para um sistema f́ısico: balanço detalhado

No equiĺıbrio existe uma teoria bem fundamentada: teoria de

ensembles.
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Comportamento coletivo dos graus de liberdade em grandes escalas.

Transições de fase, em geral, ocorrem pela competição
ordem-desordem (energia vs. entropia)

A transição fica caracterizada por quantidades como ponto cŕıtico e
expoentes cŕıticos.

Sistemas f́ısico distintos podem apresentar as mesmas propriedades
cŕıticas.

Ind́ıcio de que simetrias essenciais determinam o mesmo
comportamento.
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Objetivos do estudo de transições de fases

Categorizar os sistemas que apresentam as mesmas simetrias
essenciais =⇒ Classes de Universalidade.

No equiĺıbrio existe um esquema de classificação para transições
cont́ınuas em duas dimensões, graças à Teoria de Campo Conforme.

A busca deste esquema leva à necessidade do desenvolvimento de
ferramentas precisas para estimativa ou determinação de propriedades
cŕıticas.
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O processo de contato

Numa rede d -dimensional śıtios estão ocupados ou vazios.

Um śıtio vazio torna-se ocupado com uma taxa λn/z , sendo n o
número de primeiros vizinhos ocupados e z a conectividade da rede.

• ◦ ◦
λ/2
→ • • ◦

Um śıtio ocupado se esvazia com uma taxa unitária.

•
1
→ ◦

Estado absorvente (rede vazia) é um estado estacionário trivial.

Existiria outro estado estacionário para algum valor de λ? Resposta
positiva dada por prova rigorosa da existência de tal estado.
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Um śıtio vazio torna-se ocupado com uma taxa λn/z , sendo n o
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Transição cont́ınua, mesmo em 1d, entre uma fase ativa e outra
absorvente.
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ρ ∼ (λ − λc)
β

N ∼ tθ

Ps ∼ t−δ

ρ ∼ Lβ/ν⊥

τ ∼ Lν‖/ν⊥

Existência de expoentes cŕıticos que pertencem à classe da Percolação
Direcionada (DP).

Quais as simetrias relevantes para que o PC possua estes expoentes?

Inexistência de um esquema de classificação para universalidades.

Conjectura DP: qualquer modelo com um estado absorvente,
parâmetro de ordem escalar, interações de curto alcance e sem
campos conservados pertence à classe DP.
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A pilha de areia de Manna

Numa rede com L sitios distribuem-se, aleatoriamente, N part́ıculas,
ζ = N/L.

Todos os śıtios ocupados por pelo menos duas part́ıculas são ditos
ativos.

Os śıtios ativos realizam as seguintes transições:
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Todos os śıtios ocupados por pelo menos duas part́ıculas são ditos
ativos.
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Dinâmica conserva o número de part́ıculas.

Se ρ > 1 existe um estado ativo. Existiria um estado absorvente para
ρ ≤ 1?

Parâmetro de ordem: número de śıtios ativos. Parâmetro de controle:
densidade de part́ıculas. Acoplamento entre parâmetros.

Expoentes cŕıticos distintos da classe DP.
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Expoentes cŕıticos distintos da classe DP.

W. G. Dantas () Modelos e técnicas 4 de março de 2010 11 / 28
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PC com criação por pares

• • ◦◦
λ/2
→ • • •◦

•
1
→ ◦

O vácuo é novamente o estado absorvente para este sistema.

Qual a classe de universalidade deste modelo? Resposta: a mesma do
PC ordinário.
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O vácuo é novamente o estado absorvente para este sistema.

Qual a classe de universalidade deste modelo? Resposta: a mesma do
PC ordinário.

W. G. Dantas () Modelos e técnicas 4 de março de 2010 12 / 28



PC com criação por pares

• • ◦◦
λ/2
→ • • •◦

•
1
→ ◦
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Campo médio no PC

A equação para a evolução da densidade de śıtios ativos do PC é
dada por

d

dt
ρ = λφ− ρ,

onde ρ = 〈σi 〉 e φ = 〈ηiηi+δ〉,∀i , δ = ±1.

Uma aproximação posśıvel para resolvermos esta equação seria
φ = ρ2. Para t → ∞

ρ =
λ− 1

λ
,

tal que λc = 1 e β = 1
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Campo médio no PC

Podemos calcular um sistema de equações para ρ e φ, mas este
último dependerá de média de três śıtios.

Numa aproximação que leve em conta apenas pares temos λc = 2 e
β = 1.

Valores cŕıticos CM d = 1 d = 2 d = 3

λc 1 3.2979 1.649 1.317
β 1 0.276486(8) 0.584(4) 0.81(1)
ν⊥ 1/2 1.096854(4) 0.734(4) 0.581(5)
ν‖ 1 1.733847(6) 1.295(6) 1.105(5)
z 2 1.580745(10) 1.76(3) 1.90(1)

Dimensão cŕıtica superior dc = 4.
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Formulação operatorial da equação mestra

Tomando a equação mestra

d

dt
P(η, t) =

∑

i

[wi (η
i )P(ηi , t) − wi (η)P(η, t)],

sendo w(η) a taxa de transição e ηi a configuração η alterada no
śıtio i .

Definindo o vetor estado |ψ(t)〉 =
∑

η P(η, t)|η〉, com 〈η′|η〉 = δη′,η,

de modo que a normalização é dada por 〈 |ψ(t)〉 = 1, onde 〈 |
representa o projetor

∑

η′〈η′|, reescrevemos a equação mestra como

d

dt
|ψ(t)〉 = S|ψ(t)〉,

onde S é o operador de evolução temporal dado por
S =

∑

i [Fi − 1]Zi , com Fi |η〉 = |ηi 〉 e Zi |η〉 = wi (η)|η〉.
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de modo que a normalização é dada por 〈 |ψ(t)〉 = 1, onde 〈 |
representa o projetor

∑

η′〈η′|, reescrevemos a equação mestra como

d

dt
|ψ(t)〉 = S|ψ(t)〉,

onde S é o operador de evolução temporal dado por
S =

∑

i [Fi − 1]Zi , com Fi |η〉 = |ηi 〉 e Zi |η〉 = wi (η)|η〉.
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Definindo o estado |η〉 =
∏

i ⊗ηi e a álgebra de operadores

A
†
i |η〉 = (1− ηi )|η

i 〉

Ai |η〉 = ηi |η
i 〉

Com isso temos que

Ni = A
†
iAi , Fi = A

†
i + Ai

[A†
i ,Ai ] = 2ηi − 1, {A†

i ,Ai}+ = 1

Operador de evolução para PC

S =
∑

i

[
λ

2
(A†

i − AiA
†
i )(A

†
i−1Ai−1 + A

†
i+1Ai+1) + (A†

i − A
†
iAi)]
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Expansão supercŕıtica

Fazendo uma transformação de Laplace sobre a solução formal da
equação mestra, temos

|ψ̃(z)〉 = (z − S)−1|ψ(0)〉,

com o estado estacionário dado por |ψ(∞)〉 = limz→0z |ψ̃(z)〉.

Supondo que S = µW + V e que o vetor estado pode ser expresso
como uma série de potências de µ,
|ψ̃(z)〉 = |ψ̃0〉+ µ|ψ̃1〉+ µ2|ψ̃2〉+ .., então

|ψ̃0〉 = (z − V )−1|ψ(0)〉

|ψ̃n〉 = (z − V )−1W |ψ̃n−1〉
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como uma série de potências de µ,
|ψ̃(z)〉 = |ψ̃0〉+ µ|ψ̃1〉+ µ2|ψ̃2〉+ .., então

|ψ̃0〉 = (z − V )−1|ψ(0)〉

|ψ̃n〉 = (z − V )−1W |ψ̃n−1〉

W. G. Dantas () Modelos e técnicas 4 de março de 2010 18 / 28



Exemplo da expansão supercŕıtica para o PC

Lembrando que para o PC o operador S é dado por

S =
∑

i

[
λ

2
(A†

i − AiA
†
i )(A

†
i−1Ai−1 + A

†
i+1Ai+1) + (Ai − A

†
iAi)],

então

W =
∑

i

(Ai − A
†
iAi )

e

V =
∑

i

(A†
i − AiA

†
i )(A

†
i−1Ai−1 + A

†
i+1Ai+1),

sendo µ = 2/λ.
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Exemplo da expansão supercŕıtica para o PC

Ação dos operadores sobre uma configuração genérica (C).

V (C) =

q1
∑

i=1

(C′
i ) + 2

q2
∑

i=1

(C′
i )− (q1 + 2q2)(C),

W (C) =
r

∑

i=1

(C′′
i )− r(C),

Dicionário

q1: número de śıtios vazios com um vizinho ocupado.

q2: número de śıtios vazios com dois vizinhos ocupados.

r : número de śıtios ocupados.

(C′
i ): configuração original com o śıtio i ocupado.

(C′′
i ): configuração original com o śıtio i vazio.
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Usando a identidade

(z − V )−1(C) =
1

z

[

(C) + (z − V )−1V (C)
]

.

temos

(z − V )−1(C) = zq̃

[

(C) + (z − V )−1

{

q1
∑

i=1

(C′

i ) + 2

q2
∑

i=1

(C′

i )

}]

,

onde zq̃ = 1/(z + q̃)
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Cálculo de alguns termos

|ψ(0)〉 = |1〉

|ψ̃0〉 = (z − V )−1|1〉

=
1

2
[|1〉+ (z − V )−1{2|11〉}]

=
1

2
[|1〉+ {|11〉 + (z − V )−1(2|111〉)}]

=
1

2
[|1〉+ |11〉 + |111〉]

|φ̃1〉 = W |ψ̃0〉

=
1

2
{[|0〉 − |1〉] + 2[|1〉 − |11〉] + 2|11〉 + |101〉}

=
1

2
[|0〉+ |1〉+ |101〉]

|ψ̃1〉 = (z − V )−1|φ̃1〉

=
1

2
|0〉+

1

4
|1〉+

1

4
|11〉+

1

8
|101〉
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Os demais termos são

|φ̃1〉 =
1

4
|0〉+

1

2
|1〉,

|ψ̃2〉 =
1

4
|0〉+

1

4
|1〉

|φ̃2〉 =
1

4
|0〉

|ψ̃3〉 =
1

4
|0〉.

Calculando a probabilidade de sobrevivência

P∞ = 1− lim
z→0

z〈0|ψ̃(z)〉

temos

P∞ = 1−
1

2
µ−

1

4
µ2 −

1

4
µ3 + ... = 1−

25
∑

i=1

biµ
i

W. G. Dantas () Modelos e técnicas 4 de março de 2010 20 / 28



Análise da série

Próximo ao ponto cŕıtico temos que

P∞(µ) ∼ (µc − µ)β

Definindo a função F (µ) = d/dµlnP∞(µ), temos

F (µ) =
β

µc − µ
=

∑N
n=1 nbnµ

n−1

∑N
n=0 bnµ

n
.

Definindo o aproximante de Padé

F (µ) =
PL(µ)

QM (µ)
=

p1 + p2µ + p3µ
2 + ... + pLµ

L−1 + pL+1µ
L

1 + q2µ + q3µ
2 + ... + qMµM−1 + qM+1µ

M

Pólo do aproximante: ponto cŕıtico; Reśıduo associado ao pólo:
expoente.
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expoente.

W. G. Dantas () Modelos e técnicas 4 de março de 2010 21 / 28



Análise da série
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F (µ) =
PL(µ)

QM (µ)
=

p1 + p2µ + p3µ
2 + ... + pLµ

L−1 + pL+1µ
L

1 + q2µ + q3µ
2 + ... + qMµM−1 + qM+1µ

M
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Resultados para o PC

[L,M] µc β

[8,9] 0.6064568 0.2764

[9,9] 0.6064564 0.2764

[9,10] 0.6064572 0.2764

[10,9] 0.6064562 0.2763

[10,10] 0.6064565 0.2763

[10,11] 0.6064556 0.2765

[11,10] 0.6064562 0.2763

λc =
2

µc
= 3.297848
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Exemplo da expansão supercŕıtica para o PCCP

Assim é a ação do operador (s − V )−1 sobre uma configuração
arbitrária, contando com p1 śıtios com um par de primeiros vizinhos
ocupados ou p2 śıtios com dois pares de primeiros vizinhos ocupados,

(s − V )−1(C) = sq







(C) + (s − V )−1





p1
∑

i=1

(C′′
i ) + 2

p2
∑

j=1

(C′′
j )











,

onde sq ≡ 1/(s + q) e q = p1 + 2p2.

Quando a configuração não possui pares de śıtios ocupados,

(s − V )−1(P) =
1

s
(P).

Aparecimento de divergência para alguma ordem na expansão.
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Modelo modificado

1 Criação

• • ◦
λpnp/2
→ • • •

e

•◦
λsns/2
→ ••,

onde np é o número de pares de primeiros vizinhos ocupados e ns é
simplesmente o número de primeiros vizinhos ocupados.

2 Aniquilação

•
1
→ ◦

Com essas regras, o operador de evolução pode ser escrito como
S = λpSp + λsSs +W0, ou

S = V + µW0,
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onde

V = Sp + γSs ,

µ = 2/λp e γ = λs/λp .
Logo, quando não há pares de primeiros vizinhos ocupados,

(s − V )−1(P) =
1

s + γb







(P) +
∑

j

(P j )







,

onde b é um número inteiro e (P j ) é a configuração originada de (P) por
uma criação simples.
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