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Introducao

Definicao

Contrato que da o direito (mas n3o o dever), mediante o pagamento de um
prémio, de comprar ou vender um ativo a determinado preco até/em uma data
futura.

Se caracteriza por

@ V - prémio (ou valor da opgio).

@ E - preco de exercicio ou Strike.

@ T - tempo de maturagdo (data limite para exercicio do direito).

5\

Problema

Como determinar o valor do prémio de uma opg¢ao?
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Modelo de Black-Scholes (BS)

Modelo pioneiro para precifica¢ ao de opgdes Black, F. & Scholes, M. (1973),
Journal of Political Economy, 81, 637-656. J

@ Taxa livre de juros r é constante.
@ Volatilidade o é constante.
@ Preco S do ativo segue Movimento Browniano geomético

d
?5 = pdt + odZ (1)

O ativo n&o paga dividendos ou outros beneficios (auséncia de saltos nos
pregos).

A opgio é do tipo européia (Exercicio na data de vencimento).

N3o ha custo de transacdo (Nimero ilimitado de transacdes).

E possivel negociar quantidade fraciondria do ativo.
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Derivacao da equacao de Bs

Protecdo contra o risco

@ Monta-se carteira — 1= -V + AS
@ Auséncia de risco: A = ‘2—.

< [l

4

Se a carteira evolui livre de risco, entdo

dln = rMdt (2)
Usando o Lemma de Ito
OV 1, LRV
"”—(E 5“5W> (3)

dn:rndt:r<—v+%> dt (4)
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A equacdo de Black & Scholes

A equacdo de Black & Scholes

V. oV 1, ,0%V
25° 9t 7270 a2

Criticas

@ A volatilidade varia ao longo do tempo.

r

V=0 (5)

@ A distribuicdo dos precos ndo segue uma distribuicdo log-normal.
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Criticas ao BS

Volatilidade varia ao longo do tempo

Serie historica da volatilidade
BOVESPA
WO T T T T T T T T I T T T T T T T T T T T T T T TTT

TS5

Volatilidade

Figure: Cada ponto corresponde a volatilidade anualizada calculada no periodo de um

dia.
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Densidade de retornos

A distribuic3o de retornos n3o segue uma gaussiana.

Distribuicao dos retornos
eseala temporal = | min.

T T T

nP

4 L 0

1
2 4 [ E
log(S, /8, ,

. . 2 1/(1—q)
Figure: Ajuste: P(x) o [1 -(1-9) (%) ] , com g =1.56 e B =0.32.
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Calculo a partir da flutuacao empirica da volatilidade

Retorno logaritmico modelado por

In 2t — pt + Xz, (6)
So

sendo constituido de uma parte deterministica (tendéncia x, constante) mais uma
parte estocastica x; governada por

% = f(x, t)n(t) Langevin @)

sendo 7)(t) é um ruido branco e x € p(x, t) e x(t = 0) = 0.

dp _ 10°(f?p)

ot 2 0Ox?

Fokker-Planck (8)
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Calculo a partir da flutuacao empirica da volatilidade

Equacdo Black-Schole generalizada

Usando o mesma esquema aplicado para o BS tradicional obtemos

ov oV 1 _, ,0°V _
Cuja solugdo é
V = exp[—r(t" — t)] (©(Sexp(¢) — E)(Sexp(¢) — E)), (10)

onde

g:/t dt<5<+r—%f2> (11)
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Falta estimar f(x, t)?

& = e, )

Usando o lemma de [t6 em e* e multiplicando por e™* obtemos

7de7- 12
e e _x+2f. (14)

Discretizando a derivada (At = Imin.)

1 tx
E/ dtf? ~ (XN = Xo
i

Como A = 1min, N = T. Logo,

N — Zexp (6x7) 1 . (15)

T-1

C=2(xt—x0)+rT+T— Z exp(dx;). (16)
i=0

0xi = Xit1 — X; = In(Si+1/Si) — p
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Como extrair dx; da série de precos?

@ A partir da série de precos é gerada a série de retornos
6zi = In 5,'/5,'71 =+ dx;.

@ A série de retornos é dividida em sub-séries de tamanho T (tempo de
maturac3o).

@ Para cada sub-série determina-se a tendéncia:

.
= 07y = % 2521' (17)

@ Dentro de cada sub-série: 0x; = 6z — 0z,
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Resultados para BOVESPA

@ Utilizamos a série de preco do indice BOVESPA entre julho de 2006 a julho
de 2008 catalogados minuto a minuto (total de 213900 dados).

@ Prémios s3o estimados a partir de

V = exp[—r(t" — )] (©(S exp(C) — E)(Sexp(¢) — E)), (18)
C=2(xr —x0)+rT+T-— i exp(0x;) (19)

@ Meédias: consideramos 3000 trajetdrias sucessivamente deslocadas uma da
outra de uma hora.

Detalhes extras

@ Taxa livre de risco usada — Taxa DI

@ Desvio padrao considerando toda série dx; de retornos sem tendéncia
oo =5.9 x 1074,

@ Dados para os quais dx; > 100¢ foram descartados (um total de 78 dados).
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Evolucdo do indice BOVESPA

IBOVESPA
Julhe 2006 a julbs 2008
8 T T T T T T T

S(t)x10°
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Retornos

e0x10" T T T

saan’ =

200"

Ia’Si ]

i+

i11)

In(S

20410”

40

1 | I | 1 | 1
1000 1500 00 2500

tempe (min)

célculo a partir da flutuagdo empirica da volat

Carvalho (T Pontificia Universidade Catdlica - Rio *Opgde:



Volatilidade diaria

Serie historica da volatilidade
BOVESPA
WO T T T I T I T T I T T T T T T T I T T T T T T TT]

50—

Volatilidade
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nome E MKT EP EP* BS
BOVAG44 44 8.09 7.68 7.683 754
BOVAG46 46 6.24 568 5.63 554
BOVAG52 52 128 053 056 0.54
BOVAG54 54 0.40 0.15 0.17 0.09

Opgoes langadas em 01 de julho de 2009 com vencimento em 20 de julho de 2009
(T =13 dias), r =8.87% a.a, S = 51.54.

@ Volatilidade da série histérica = 19.73%

@ Volatilidade da série entrei Janeiro 2009 a Maio 2009 = 19.05%

°
Vol. atual

&7 Vol. histérica
@ Resultados para EP*: 6x; — gdx;.
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nome E MKT EP EP* BS
BOVAH42 42 856 8.12 8.14 7.50
BOVAH54 54 104 023 026 0.12
BOVAH55 55 0.74 0.16 0.18 0.06
BOVAH59 59 1.01 0.01 0.01 0.00

Opgdes langadas em 22 de junho de 2009 com vencimento em 17 de agosto de
2009 (T = 39 dias), r = 8.89% a.a, S = 49.50. J
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NOME E MKT EP EP* BS
BOVAD34 34 823 793 7.94 7.0
BOVAD35 35 7.12 693 694 6.80
BOVAD38 38 4.84 394 394 3.80
BOVAD39 39 380 296 297 283
BOVAD42 42 212 058 0.60 0.59

Opgdes lancadas em 25 de marco de 2009 com vencimento em 20 de abril de 2009
(T = 17 dias), r = 10.78% a.a, S = 41.80. J
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Pretendemos obter f(x, t) a partir dos coeficientes de Kramers-Moyal.
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