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Motivacao basica

Simples “toy model” que permite obter
resultados exatos para sistemas fora do
equilibrio

Média temporal € equivalente a integrar
completamente a dinamica do sistema

O papel das propriedades nao-
Markovianas do ruido e da inércia

(massa) do sistema podem ser levados me
conta de maneira exata



Equagao de Langevin

Descreve a evolugao temporal das variaveis
dinamicas do sistema

Equacoes de Langevin generalizadas podem ser
derivadas, por meio de operadores de projecao,
diretamente da Equacao de Liouville para o sistema,
onde a fungao ruido é consequéncia dos graus
rapidos de liberdade do sistema

O ruido pode ser assumido efetivamente como
Gaussiano, e tanto como branco (Markovian) ou
colorido (nao-Markoviana)



Fungao memoria para o ruido

* O ruido pode se acoplar a velocidade da
particula, via uma fungao memoria, devido a
excitacao de graus hidrodinamicos de liberdade
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Ruido Colorido Gaussiano (nao
Markoviano)

» Se as interacoes entre as moléculas do fluido e a PB
tem duragao nao nula, uma correlagao temporal

nao-nula aparece entre ruidos a tempos diferentes.

A distribuicao para n(t) ainda é

A Gaussiana mas a variancia € dada
¢(T) por

<n(t) n(t)> = p(t-t’)

Escala de tempo 2> A



Ruido Branco Gaussiano (Markoviano)

e Quando as colisoes entre o banho térmico e a

particula Browniana sao rapidas, podemos
considerar que o ruido, 1(t), nao tem uma escala de

tempo definida e a fungao de correlagao no tempo

(S
<n(t) n(t)> = o(t-t)

e Supomos também que a forma da distribuigao para
n(t) € Gaussiana.



Trabalho micro/macroscopico

Trabalho macroscopico € realizado de
forma organizada (poucos graus de

liberdade)

Trabalho microscopico e realizado de

forma desorganizada (muitos graus de
liberdade)

Para sistemas pequenos a diferenciagao
trabalho-calor se torna ambigua



Forma para o trabalho

microscopico em |-D (calor)

* Trabalho corresponde a forga realizada
pela mola sobre uma das particulas

dW, = -k (x; — x,) dx,
dW, = -k’ (x, — x,) dx,

* Fluxo de energia corresponde a

Ji2= (AW, —dW,) /At



Energia local e sua transferencia

» O sistema consiste de massas e molas acopladas
entre si e com reservatorios térmicos.

* A energia “local” de cada particula corresponde
a sua energia cinetica e a parte (/2) da energia
acumulada na mola que as conecta
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Media temporal

* A média temporal € dada por

plx.v.t) =dx —x(xpvo. )] v - vixgvet)]

Devemos tomar a média sobre todas a realizagdes do ruido
para obtermos uma distribuicao de densidades de
probabilidade significativa.

A B
PP(xv) = lim — | drip(x.v.1))e ,

T—x £ Jp
0
= lim z | dre ™ {p(x.v.0))e .
0T Yo
Vemos que a distribuicao estacionaria € naturalmente
uma transformada de Laplace da distribuicao de
probabilidades instantanea



Média temporal = média

experimental

Qualquer experimento é realizado ao
longo do tempo, sobre o mesmo sistema

Medias experimentais sao medias
tomadas ao longo do tempo

Nao existe ambiguidade sobre qual
ensemble deve ser o correto

Mas sao dificeis de serem obtidas
explicitamente...



Busca do equilibrio

W/}(T} = Lplt)={H, plt)}
z | .



Busca do equilibrio

W/)(T} = Lplt)={H, p(t)}
: ‘ .

p(t) =&t p(0)



Busca do equilibrio
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Busca do equilibrio
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Busca do equilibrio

I ) o o
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Busca do equilibrio

-
< P e = lim 2 / dt et el? pl0)
oz Y
0
.
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Coeficientes de resposta

* Seja o fluxo de calor <j,,>,, gerado pela
diferenca de temperatura dos
reservatorios em contato com as
particulas | e 2

* A condutividade térmica £ (T,AT) é
definida por

K(T,AT)=0<j,>..10AT
<j 1,0 = <)1.>(T, AT) = [dAT 1 (T AT)



Transformada de Laplace da
dinamica

* As equagoes de movimento sao

my 01 (t) k(zi(t) —xa2(t)) — k" z21(t) — man (2)
Zy(t) = w(t),
ma ta(t) k(za(t) — x21{2)) — k" 22(t) — y2va(t) + ma(t

* As transformacgoes de Laplace para as
equagoes de movimento sao

Als) Ni8)— Als) 1y



Transformagao de Laplace para os
ruidos

, . . 2T T,
Ruido branco (nligi+€e)nligi+e€))=— .y
:(q,-+qj)+2e
Ruido colorido
(Elig;+ €)Elig;+ €)= —Lk
St RUGT = Tigrr ) + 26101 - rligi+ 11 - rlig; + €]

3+ 7i(g; + ;) + 2€] - P (igi+ €)(ig; + €)

—IaTor [I =7(ig;,+ e)][| + 7(ig;+ €)][1 - T(qu}: +e) ][l + T('l'q‘,-ﬁ- €)]
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Expressando x e v em fungao do ruido



Expressando x e v em fungao do ruido

PSS('.\'.U] = lim < ” e""{cs[x— .1(:)]6{;; - v(l)]}dl.
0
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Expressando x e v em fungao do ruido

PSS(‘.X‘.U) = lim z { e“'{&[x— .1‘(!)]&0 — v(l)]}dl.
0
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Expressando x e v em fungao do ruido

PS(x.p) = lim z [ e S[x— )] q v — vl()]id:.
)

—0%
\ {(fx—x(D] v -vin]}

_ ‘de JOx *‘dp Py

=i =
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Expressando x e v em fungao do ruido

= re= g = = . = ¢ p\m
PS(x.p)= lim z , d,f:r, 4Q i , P s Q' (iP)
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Expressando x e v em fungao do ruido
(2)

e P += (= m
P‘"(x.c-)= lim :, dw“" ‘:—Qe‘g", dF JP‘E IQ)E( L.
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= 2 _= 2w Il e m!
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Expressando x e v em fungao do ruido
(2)
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Especial atengcao para com os polos

* Devemos levar em conta os polos de todas as fungoes do
problema pois estes serao cruciais para a solugao exata que
propomos

e Em especial, os polos das correlagoes de ruido serao fundamentais
para encontrarmos as contribuicoes nao nulas para o resultado
final

- ..-’r.‘ ‘-"1 "‘_ :rlTl
[ m Vg €)7\ig;+ €)) = i(G;+q;)+2¢€
z—| 2igs+ Zipp+ ([ +m)e

f=1 7 k=l




Especial atengcao para com os polos

* Devemos levar em conta os polos de todas as fungoes do
problema pois estes serao cruciais para a solugao exata que
propomos

e Em especial, os polos das correlagoes de ruido serao fundamentais
para encontrarmos as contribuicoes nao nulas para o resultado
final

: . 2T,
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[ m
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Especial atengcao para com os polos

* Devemos levar em conta os polos de todas as fungoes do
problema pois estes serao cruciais para a solugao exata que
propomos

e Em especial, os polos das correlagoes de ruido serao fundamentais
para encontrarmos as contribuicoes nao nulas para o resultado
final

: . 2T,
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=1 h=1
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Especial atengcao para com os polos

* Devemos levar em conta os polos de todas as fungoes do
problema pois estes serao cruciais para a solugao exata que
propomos

e Em especial, os polos das correlagoes de ruido serao fundamentais
para encontrarmos as contribuicoes nao nulas para o resultado
final
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Distribuicao de probabilidades

estacionaria
o 4O dP OV (=iPy (L da I d
1)53(-1.&,): lim 2 J ( (Q Pz( 1(.)( (P J l—[u/,l-[ P,
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Polos e caminho para integracao

| Imiq)
3 vile-z,) vife-z,)
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FIG. 1. Integration path for the ¢ or p variables.



Limite z = 0:fungao I(z)

* Funcao I(z) € que “decide” se um termo do integrando
contribui ou nao para o valor final das distribuicoes.

-~

Iz = ——m———mmmmmmm,

m

[
$ ™ Ec ,+d—lll,+(!+’))6
/:l =

. —

* Quando as integrais “carregam” residuos para o
denominador de I(z), o limite z = 0 faz com que
|(z=0)—>0.Assim, todos os q’s e p’s devem se cancelar

mutuamente em I(z): . | , Z
lim. o /(z)=lim._,—=1.
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Integragoes tipicas

+

> dq; dq.; . - _
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Apos uma longa conta...

» As integrais sobre as transformadas de x e v dao:

> 22 & (iQ)M (iQ)N (iPy)S sz

W T (31 &5 vy g )

|

]
]
]
?1
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2 2
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Estado estacionario

/ \ .l .2 l 2 ) oo aUn
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2
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Apos fazer as contas:

¢ ‘ a ¢
p*(z1,v1,29,v2) = Go exp {To12177 + To20073 + To101vF + To2u2v3+
+ Tervizivr + Torzoxiwe + Torvaxive + Toovixovy + Tozvoxave + Torvaviv2}



Resultados “explicitos”

mH Qs ~ Az

Teiv1 =
. zle 2.452
Togg = —0 (Jaa 7 Ast
-1,41-2 1‘1.1‘2 .-)4
A A 2462
T 222 = 1731 f— 721 I'NH.A‘}']
wew A Ao AA1s ity = ——m,
A22 Al2 9 A-
’ £AT72
T _ myAs mH Ag,
vliwl — 4 ’ T ¢ = —_—_—_—
-1.43-_)_ z2vl ‘)'482 ’
T'2 9 = M mH Qt_\ ~ Aoy
o 1A40 Too2 = — — :
Az 2Aa2
m*H?*Qra v Aror
Ttz = = 2A102

A distribuicao é :

. y B ‘ a ¢
p*(z1,v1,29,v2) = Go exp {To12177 + To20073 + To101vF + To2u2v3+
+ Tervizivr + Torzoxiwe + Torvaxive + Toovixovy + Tozvoxave + Torvaviv2}



Um dos A's:A,,

+ 4+ + A+ L+ + 4+ +

+

—Qan To'Raa H?my 4+ 42T Qua Raa Ras Qan —
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YV T2Qaa®To* Raa® — 277 Ti?Ran® Qaa®To* —
292 T2 To* Ran* Qaa® — +* Ty Raa®To®Qaa® —
Ty 4H2RAA Qaa my+6 m2 Ty 2 TQQ + m2 T14ff4 — 4m? Ty S To —
Am2T; H*To® + m2H* T4,



Condutividade termica particula-particula
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Condutividade termica particula-particula
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Condutividade termica particula-particula

ey .» AT D k.,
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Calculo analitico

* Seja a forma apropriada para sistemas
pequenos:

Q

; i ! it ! h I (12(t + 7) 712(t))
K = 01_{1; 0 JA ( T2 /s ar (2t +7)n2lt)) ar—o

= lim lim — dt — dre % (1ot + 7)712(t)) aT—0
0 17 Jo ‘ ' ' o -

Q—oop—-0t Q2

e A forma da corrente € 2a mesma anterior

| S o fvr(t) + valt)
J12 = —~{x(t) —x2(f)) /-




Etapas seguintes

oo ",2 0o
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Etapas seguintes
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x {[(x1(iq1 +€) — Ta(1q1 + €)) (01(iga + €) + v2(iga + €))] x
% [(#1(ig2 + €) — Faligz +€)) (¥1(iqa + €) + Pa(iga + €))]) -

]‘.2 y

E finalmente - K= 2 [mk2 +2(k + &)
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