relatividade geral e permitiria discriminar entre teorias alternativas da gravitagao, como
a NDL [32], por exemplo. As simulagdes de alta resoluc¢ao permitirdo entender a formacao
de galdxias a partir das flutuacoes primordiais.

Voltando as medidas dos pardmetros cosmoldgicos. Diz-se que, a partir da década
passada, a cosmologia entrou na “era da precisao”. Nao apenas as barras de erro dimin-
ufram de uma ordem de magnitude, mas também estimativas utilizando diferentes méto-
dos estao convergindo. Um calculo recente [33], utilizando dados da estrutura em grande
escala e da radiagdo césmica de fundo, leva aos seguintes valores para os parametros
cosmolégicos: Q= 0.3779% O, = 0.691018 0, = 0.03720 O, = 0.037+39% ¢
Hy = T172Km/s/Mpc. As barras de erro ainda siao bastante grandes, mas o cendrio ja
parece estar bem definido. Esses valores estao em acordo com uma série de outras medi-
das independentes como: estatistica de lentes gravitacionais, abundéncias de elementos
leves, dados das supernovas do tipo la, idade do universo e oscilagdo de neutrinos.

De acordo com esses dados, estariamos vivendo num universo plano, em que a con-
tribuicdo da matéria que se aglomera é de uns 30% da densidade do universo. Dessa
fracdo que gera estruturas, 82% é composto por CDM, 10% por matéria barionica e 8%
por neutrinos.

Mesmo se os parametros do modelo padrao ja estivessem definitivamente determi-
nados, ainda seria preciso entender pelo menos dois assuntos fundamentais: como foi o
universo primordial, logo apds o Big-Bang e como surgiram as estruturas em grande es-
cala no universo. Nesta tese nos preocuparemos apenas com o segundo ponto, estudando
um método aproximado que poderia ajudar a compreender e simular as estruturas em

grandes escalas.

1.2 Cosmologia Newtoniana e Coordenadas Co-méveis

Nesta secao vamos introduzir as equagdes da cosmologia newtoniana partindo da propria
mecanica de Newton. Como veremos a seguir, a teoria newtoniana nao se aplica direta-

mente & cosmologia: € preciso estabelecer um procedimento para eliminar as inconsistén-
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clas que surgem ao considerarmos uma distribuicdo infinita de matéria. Através desse
procedimento chegaremos & formulagio da cosmologia newtoniana em coordenadas co-
maévels, que nos permitird estudar a formacio de estruturas em grande escala. Em ultima
insténcia, a justificativa para esse tratamento vem do limite newtoniano da relatividade
geral, que fornece as mesmas equagdes a serem deduzidas nesta seciol’.

A cosmologia newtoniana é de fundamental importancia para estudar a formacao de
estruturas em grandes escalas. No regime nao-linear, apenas um tratamento newtoniano
é factivel, portanto quase todas as simulagoes computacionais e aproximagoes analiticas
sao feitas com base na cosmologia newtoniana. Além disso, o limite newtoniano é uma
6tima aproximagdo para a dindmica das estruturas em grande escala. Para pequenas

flutuacoes é possivel fazer um tratamento relativistico, mas a andlise newtoniana é muito

mais simples e ajudard a compreender fisicamente o inicio da formacgao das estruturas

(secdo 1.3).
Para determinar as forgas gravitacionais, devemos calcular o potencial gravitacional

¢, que é obtido pela solugao da equacio de Poisson
Vi = 4nGp(7,1).

No entanto, essa equacio apenas nio é suficiente par determinar ¢: precisamos fornecer
condigoes de fronteira. Num universo ilimitado, nio h& um critério para definir es-
sas condigOes, e portanto nao temos como calcular ¢ a priori. Assim, as equagdes da
mecanica, junto com a equacao de Poisson, nio sio suficientes para determinar a solucao
do problema cosmolégico.

Essa ambigiiidade na teoria newtoniana aparece somente no estudo de um espago
nfinito preenchido de matéria. Em problemas nos quais a densidade cai suficientemente

rapido no infinito, podemos utilizar a condicio ¢ — 0 para r — oc. Essa condicao,

HVeja o apéndice 1, secio A.5.
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Juntamente com a equacao de Poisson, permite determinar o potencial ¢ completamente:
q 2GR
U) = -G [ /=22 43
7 ) / 7= 7]

Se insistirmos em utilizar essa expressao quando p nio decai para r — oo, entao ¢
diverge. A impossibilidade de se obter uma cosmologia puramente newtoniana, é atribuida
pPor muitos autores a divergéncia de ¢. No entanto, as quantidades observdveis sao
as derivadas segundas 0¢/0r:0r;, que determinam a aceleragao relativa de particulas
vizinhas. Elas ficam indefinidas devido & divergéncia do potencial, ou melhor, pela falta
de condicdes de fronteira apropriadas.

Qual seria o valor do campo gravitacional § num meio infinito e homogéneo? Se
consideramos primeiro o campo dentro de uma esfera finita de raio R temos, pelo teorema
de Gauss, § = —(47/3)Gpr (para r < R). Esse resultado nio muda para R — oo e
logo serfamos tentados a concluir que o campo estd bem definido em qualquer r finito.
Suponha agora que estejamos no interior de um esferéide de excentricidade e > 0. Nesse
€aso o campo gravitacional nio é radial. A Unica diferenga est4 na casca entre o esferdide
e a esfera nele circunscrita, no entanto 0 campo muda em todos os pontos (exceto em
r = 0). Temos um exemplo explicito em que o campo gravitacional depende das condicoes
de contorno no infinito. Outro problema & que, mesmo num espago homogéneo o campo
dependeria fortemente da posi¢ao e da origem do sistema de coordenadas.

Vamos ver agora um modo de evitar esses problemas que nos permite construir uma
cosmologia newtoniana. Dessa forma, as condi¢oes de contorno no infinito Ja& estarao
“embutidas” nas equagoes de movimento.

As observacdes de objetos distantes mostram que o universo estd se expandindo. Se
a expansao fosse perfeitamente uniforme, as separacoes entre objetos co-méveis com a
eXpansao césmica mudariam com o mesmo fator de escala a(t). Na verdade sabemos
que ela ndo é uniforme, mas podemos fatorar a expansao média. E nesse processo que

desaparecers a indeterminacio de g.
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Definimos coordenadas co-méveis T pela relacaol

B (1.2)

)
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12
e o tempo conforme T por

dr == —. (1.3)

Para uma expansao perfeitamente uniforme os vetores posi¢cao co-moveis £ permanecem
fixos para todas as particulas. No caso de uma expansao perturbada, cada particula segue
uma trajetéria & (7). A velocidade em coordenadas co-mdéveis, conhecida como velocidade
peculiar é definida por
L d¥ 1dr da/dr dr

e s e e F=—— Hf. 1.4
! dr adr a? : dt " 1)

O parametro de Hubble é definido por

1 da 1da
H(t) = — = -
a*dr adt

z

Note que ¥ é a velocidade medida por um observador cuja coordenada co-mével é fixa
(para esse observador, ¥ = a ¥ e portanto a sua velocidade é dada por (da/dt) (1/a) 7 =
HT).

Como sempre podemos multiplicar o fator de escala a por uma constante, é melhor
trabalhar com quantidades que séo invariantes com relacio a essa mudanca, estas serdo
chamadas de quantidades proprias. Assim H e v; = dz;/dt = (adr;) / (adt) sdo quanti-
dades préprias, enquanto dz; / dt nao é. Por isso utilizamos 7 em vez de t como varidvel

independente.

Para deduzir as leis que governam a expansao média, consideraremos uma distribui¢ao

! As coordenadas cartesianas usuais de uma particula ou elemento de volume serdo denotadas por ;.

2A varidvel ¢, conhecida como tempo cosmoldgico, é o tempo préprio medido por um observador
co-mével com a expansao média.
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esfericamente simétrica e uniforme com densidade p. Para que a homogeneidade seja
. mantida, é preciso que todas as escalas se alterem por igual. Dessa forma a trajetéria de
um elemento de volume de massa m serd dada por r(t) = a(t)z com z fixo (diferentes
valores de z denotam elementos de diferentes cascas esféricas). A equagao de conservagao
da energia para esse elemento de volume é

1 <dr>2 GMm
-m|—=] — =F,
2 dt T

onde M é a massa contida numa esfera de raio r. Logo

(Z2)° %p(ac)’ _E
L

2 ax

(Note que cada casca pode ter uma energia total diferente E(z). Ela ¢ fixada pelas

condigbes iniciais). Assim, obtemos

87;G a? — K, (1.5)

(aHY? =

onde K = —2E/mz?. Essa equagio é conhecida como equacdo de Friedmann. Para ter-
mos uma expansao homogénea, a fun¢io a (7) deve ser a mesma para todos os elementos
de volume, logo devemos ter K = const. A equagdo de Friedmann que acabamos de
deduzir é idéntica aquela obtida utilizando a relatividade geral (eq. A.65). Na relativi-
dade geral pode-se mostrar que K estd relacionado & curvatura do espago (ou seja, das
hipersuperficies com 7 constante).

Em termos do parimetro cosmoldgico de densidade Q2 := 87Gp/(3H?), a equagdo

(1.5) pode ser escrita como
K= (Q—-1)(aH)2 (1.6)

Vemos que a curvatura é nula se £ = 1, o que ocorre se a densidade é igual a den-

sidade critica p, := 3H?/ (87G). No caso de termos diversas componentes com densi-
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dades p; o parametro €2 é a soma das contribui¢oes de cada componente: Q2 =) . Q; =
> 8mGp; [/ (3H?).

Para resolver a equacdo de Friedmann ainda é preciso obter uma rela¢ao do tipo
p = p(a(r)). Consideremos um elemento de volume V formado por um dado conjunto
de particulas, e cuja densidade é p. A conservacao da massa implica em pV = m = const.
No caso da expansdo uniforme, uma esfera de raio 7(t) = za(t) terd sempre as mesmas

particulas, assim p (47/3) (az)® = const. ou seja
_ -3 .
pxa . (1.7)

Substituindo essa expressdo na eq. (1.5) obtemos uma equacao diferencial de 1* ordem

no tempo para o fator de escala a(t) [ou a(7)]

2 2 .
1aa - di = ___87eria'i 1 K, (1.8)
adr dt 3 a

onde p;, e a; sdo os valores de p e a num tempo t; dado. Essa equacao pode ser in-
tegrada para vdrios valores de K. Os diversos valores dessa constante determinam o
comportamento assintético do fator de escala.

Um caso importante é o universo de Einstein-de Sitter, que consiste em escolher
K = 0 (ou seja, Q = 1). Nessa situagdo a equacao de Friedmann (1.8) possui uma

solucao analitica simples:

a(r) = (ﬂ)z (1.9)

onde 72 = 3/ (27eria; 3). De agora em diante escolheremos o iﬁg’;ame 70 = 0, que
corresponde ao Big-Bang. Note que sempre é possivel redefinir a;, de modo que a (1)
é determinado a menos de uma constante. O importante é o comportamento temporal
a o< 72. No universo de Einstein-de Sitter a conversio para o tempo usual ¢, chamado

de tempo cosmoldgico, fica facil: t = [ a(7)dr o que leva a 7 o t1/3. Dessa forma, temos
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a x t3/3.

Note que a (1.7) s6 & vélida para matéria nao-relativistica, para a qual nao h4 vari-
" agdo da massa de repouso. E possivel estender esse tratamento considerando fluidos
relativisticos (veja a se¢do A.3), ou mesmo misturas de fluidos.

Quando a — 0, os dois primeiros termos da equacao (1.5) divergem. Dessa forma,
para pequenos valores de a, a curvatura nao é importante. As primeiras medidas do
parametro de Hubble j4 indicavam que a curvatura deveria pequena hoje, de modo que
o primeiro termo do lado direito da (1.5) domina sobre o segundo. Dessa forma, quando
as primeiras estruturas foram formadas o termo de curvatura era tofalmente desprezivel.
Assim que o universo passa a ser dominado pela matéria, de modo que a (1.7) é valida,
o fator de escala a é dado pela solucdo de Einstein-de Sitter. A equagdo (1.5) nao inclui
0 termo cosmolégico, mas como vimos na segao (1.1.3) ele também é desprezivel para
pequenos valores de a. Desse modo, mesmo num universo em que 2 #1leK #0,a
solucao de Einstein-de Sitter, representa bem o comportamento do fator de escala para
a < 1, em particular, no inicio da formacao de estruturas.

Derivando a (1.8) em relagéo a 7 e usando a (1.7) obtemos!:

. - 3
4 () . smoped_ x5, (1.10)
dr \a

Agora estamos prontos para descrever o movimento de um meio nio uniforme num

universo em expansao. A distribuicdo de massa pode ser escrita como:

p(Z,7) = p(r) + 8p(Z, T),

onde p € a densidade média: p = (1/V) [,, p(&, 7)d®z, se V & um volume “representativo”
do universo. Af entra explicitamente a hipétese do universo ser homogeéneo - em média
- a partir de uma certa escala (sendo a integral ndo converge, ¢ p nio é bem definido).

Esse tratamento néo seria vélido num universo com estrutura fractal ilimitada, mas é

1A partir deste capitulo utilizaremos a notagao = d/07.
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perfeitamente aplicdvel se a distribuigao de matéria é fractal até uma dada escala.
~_ Vamos partir da equagao de Newton

@27 P
——=g=-G B L
a9 /pw =

e transforma-la para coordenadas co-moéveis e tempo conforme. Usando a (1.4) e a (1.3),

obtemos

@ " adr? ' Tadr\a)  a¥dr

d*7  1d°% Jd(d) a dT
= . - +

Assim, a equagao de movimento fica

22 : . g s -
% + f% (%) + gZ—f_ = —Gag/ (p(r) + 6p(&, 7)) ————l;_ ;tgddx'.

Agora podemos eliminar os termos que aparecemn num universo homogéneo da seguinte
forma. O primeiro termo do lado direito é o campo gerado por uma distribui¢do uniforme
de matéria (multiplicado por a). Se supomos que 0 universo & (em meédia) esfericamente
simétrico a grandes distancias, esse termo dd —(4m/ 3)Ga*p Z. E aqui que as condigoes
de contorno no infinito sio usadas explicitamente. Usando a (1.10), vemos que 0s termos

proporcionais a I se cancelam, de modo que a equagao de movimento fica

Pz adE g A E=F 8 3 ~
P + ag; = _Ga2 / 6p($la7)f%‘::,% del = ”’VI¢ ) (1'11)

8¢ 5 inclui matéria relativistica, tanto o campo gravitacional como o comportamento de a(7) mudam.
‘Os termos homogéneos também se cancelam nesse caso, mas a sua justificativa requer a relatividade geral,
ou sua extensdo newtoniana (sec. A.3).
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onde
q~b(a?,'r) = —Ga® ——(—’—ld?’z’. (1.12)

Note que ¢ & uma quantidade propria: a®d’z’'/|Z — T'| ~ d&*r /|7 — 7.

Como fv §pd*z — 0 em grandes escalas, q;b é finito e bem definido (exceto sobre mas-
sas pontuais, que ignoramos ao tratar o campo de densidade como continuo). Nao hd
mais ambigiiidade na equagio de movimento para Z(r). O campo 6 néo varia muito com
a origem do sistema de coordenadas, jd que a contribuicao da distribuig,éo de matéria
distante é pequena; o que resolve mais um paradoxo da cosmologia newtoniana. Conclui-
mos que 6, chamado de potencial gravitacional peculiar, € 0 potencial apropriado para a
cosmologia newtoniana, desde que trabalhemos em coordenadas co-méveis. Esse trata-
mento é valido mesmo em regides altamente heterogéneas, ja que em nenhum momento
foi preciso supor que §p < p. O procedimento efetuado nesta secao serve apenas para
eliminar o problema das condigdes de contorno no infinito.

Em resumo, as equacoes de movimento ficam:

d’z  adZ

LWL N 25 26 0(z; 1.1
5+ oo = Ve, Vip = 4rGa’6p(zi, 7) (1.13)

As mesmas equacdes saem do limite de campos fracos (|¢| < c?) e baixas velocidades
(v? < ¢?) da relatividade geral para um espago-tempo de Robertson-Walker perturbado.
Localmente, a descricdo da relatividade geral num universo de Friedmann-Lemaitre per-
turbado é equivalente & cosmologia newtoniana, com a condicao de fronteira de que a
distribuicdo de massa é homogénea e isotrépica no infinito. O tratamento da cosmologia
newtoniana requer que o espaco seja euclidiano, o que € uma Stima aproximagao; exceto
préximo a objetos compactos (como buracos negros), e eventualmente, em escalas da

ordem da distancia de Hubble ¢/H.

Observacao: H4 vdrias maneiras de se eliminar a indeterminacao em 0¢/0r;0r;.
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que foi discutida no inicio desta, secdo. Um método consiste no exame preliminar de um

.corpo finito, seguido da transicao para um corpo infinito. Foi esse o método utilizado

nesta secao para uma distribuicio de matéria esférica. O mesmo procedimento pode, por
exemplo, ser aplicado a um elipséide homogéneo. Ao investigar o caso de um elipséide
finito, vemos que é possivel acrescentar infinitas camadas sem alterar a sua evolucao
temporal, nem o campo gravitacional em seu interior (veja ase¢io 3.3.1). Assim podemos
produzir um universo infinito com as propriedades das condicdes de fronteira do elipséide.
O resultado seria portanto diferente do obtido nesta segao, que estd em acordo com os
dados observacionais e com o limite newtoniano de wm universo de Friedma.nn—Lama.itre
perturbado (veja a secdo A.5). Dessa forma, vemos que nio é possivel introduzir uma
cosmologia puramente newtoniana de forma univoca,

Uma outra forma de se obter a cosmologia newtoniana é estudar o desvio geodésico
num universo homogéneo, através da formulacdo da gravitacio newtoniana na linguagem
do espaco curvo [34, 35]. No entanto, essa abordagem & muito mais complicada, pois
utiliza o aparato matemstico da geometria diferencial. Além disso ela nio leva imediata-

mente as equagoes newtonianas para um universo heterogénco.

1.3 O Crescimento Linear das Estruturas

Nesta sec¢do introduziremos as equagoes de fluido da cosmologia newtoniana e estu-
daremos 0 seu comportamento para pequenas flutuagées de um universo homogéneo.
Mostraremos como funciona o mecanismo de crescimento das estruturas no regime linear,
introduziremos o comprimento de Jeans e VEremos como surgem as oscilagoes actsticas
num fluido com colisdes. Também discutiremos como aparecem os modos adiabdticos e
isentrépicos e mostraremos a importancia da matéria escura, para a formacao de estru-
turas. Apresentaremos algumas relagoes validas no regime linear que servem de motivacao
para,‘a introducéo de vérias aproximagcoes nao-lineares.

Lembramos que as equacdes deste capitulo sé serdo vélidas para flutuacoes com di-

mensoes menores que o raio de Hubble. Além disso, s6 poderemos estudar as perturbacoes
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na componente nao relativistica, na era dominada pela matéria. Com essas restrigoes, 08

resultados newtonianos séo idénticos aos da teoria de perturbagao relativistica'®.

1.3.1 Equagoes Cosmolégicas de Fluidos

Um fluido € um conjunﬁo de particulas tratado como um continuo. Em cosmologia li-
damos com dois tipos de fluido: Se as colisdes entre as particulas sao suficientemente
rapidas para estabelecer um equilibrio térmico local (ou seja uma distribuicao de veloci-
dades de Maxwell-Boltzmann), 0 fluido & um gds. Se nao ha colisoes temos uml gas de
matéria escura. As equagoes de fluido discutidas nesta segao aplicam-se a gases com
colisdes, ou & matéria escura antes da intersecdo das trajetorias. Vamos lidar com um
gds nao relativistico e ignorar forgas elétricas e magnéticas.

As equacdes de fluido vém das leis de conservacao da massa € do momentum e das
equacoes de estado. A conservacao da massa & representada pela equagdo de continuidade.
Nas coordenadas (7,t) ela é dada por

dp

'8?+V7'W)=0’ 7

It

&g

(1.14)

Como na secao anterior, reesCrevemos a densidade e a velocidade fatorando o comporta-

mento médio:

p = p(l+9), (1.15)
-
7 = a%:wa (1.16)

onde § = 6p/p e ¥ = dT Jdr & a velocidade peculiar. Transformando a equagao de
continuidade (1.14) para coordenadas co-méveis e tempo conforme (eqs. 1.2 e 1.3),
[

15 Ajnda é possivel estudar as perturbagdes na componente relativistica com equagoes muito semel-

hantes as newtonianas. Basta fazer uma pequena modificagdo nessas equagoes para incluir os efeitos
inerciais e gravitacionais da pressdo. Veja uma discussio no apéndice 1, secao A3

38




ontemos

96 - L
7 TV [(1+8)7]=0. (1.17)

A conservagiao do momentum é representada pela equacdo de Euler
. 1~
— =-V¢—-~-Vp. (1.18)
P

Escrevendo essa equacio em coordenadas co-méveis e notando que d/dt = (1/a)d/dr,

obtemos

dv  d . o Zd [a _a 1dv
d—t:%(HT+1;)——~(> —+

= 4rG 1= -
g=-V,.¢=— pazt — =V o. (1.19)
a
Ao substituirmos estes resultados na (1.18) notamos que os termos proporcionais a T se
cancelam (pela 1.10). Assim, obtemos finalmente:

av

= ol _O_J{': -V — *Y_7‘p, (1.20)
dr  a p

com as derivadas sendo calculadas no sistema co-movel, e ¢ representando o potencial
peculiar (a partir de agora néo colocaremos mais o til, nem o simbolo z na derivada).
Para fechar as equacdes de fluido ainda é necesséria uma equacao de evolucio para a
pressao, ou para outra varivel termodinamica, como por exemplo a entropia. Para um
gds com colisbes temos uma equacdo de estado p=p(p,S) onde S ¢ a entropia especifica.

Num um gds monoatémico ideal nao-relativistico, em processos reversiveis temos,

TdS = d (g%) +pd G) . (1.21)
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Os principais efeitos da pressdao do gas podem ser extraidos da teoria de perturbacao
linear. Nela linearizamos as equagdes de fluido em torno da solu¢io uniforme. Essa
técnica € til para analisar a instabilidade gravitacional e outras instabilidades. As
equagoes de fluido linearizadas proporcionam uma descricio razosvel das flutuacgtes na
mateéria (escura e luminosa) de pequena amplitude e grande escala, mesmo se a estrutura
é nao-linear em escalas menores. Essa é uma suposicio usual na teoria das estruturas em
grandes escalas. Ela é sustentada razoavelmente pelas simulacoes numeéricas.

Consideraremos que § e 7 sdo pequenos (Oe)) e desprezaremos termos de segunda
ordem (O(c2). Linearizando as equagoes de continuidade e de Euler temos

§+V -T~0, 8—774-97@—%—%% (1.22)
or  a p
A pressao pode ser obtida da equagdo de estado p = p(p, S). Para um gas monoatémico

ideal nao-relativistico, utilizando a (1.21)

%ﬁp =cIVé+ g—TﬁS y O = Z—Zp? = gl_; ‘ (1.23)
Como estamos lidando com pequenas perturbacdes de um universo homogéneo, podemos
escrever a temperatura e a entropia como: T'(Z,7) = T(r) + 6T(%,7) e S(Z,7) = S(7) +
65(Z,7). O lado direito da (1.23) fica, em 1% ordem: (2/3)T'V2(6S), no restante desta
discussao ficard subentendido que nos referimos a T' (ndo faz diferenca se escrevemos 65
ou S no laplaciano).

Se a escala de tempo para variagoes da entropia é longa comparada com as escalas de
tempo acusticas ou gravitacionais, teremos dS/dr ~ 0. Na teoria de perturbacio linear,
essa condigdo implica em S & 0. _Hé‘ cinco varidveis do fluido (p, S e trés componentes
de %), e portanto hd cinco modos linearmente independentes. A perturbacio linear geral

é uma combinacao desses modos, que estudaremos agora.
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1.3.2  Flutuacées Isentrépicas e o Critério de J eans

Vamos estudar primeiramente o comportamento de flutuagdes isentropicas, para as quais

'nao hé gradientes de entropia entre elementos vizinhos. Esse tipo de perturbagéo seria o

produto natural das flutuacdes quanticas durante a inflagdo seguida pelo reaquecimento
[3]. As interaces répidas entre particulas em equilibrio térmico eliminariam os gradientes
de entropia. Se VS = 0, as equagdes linearizadas do fluido e do campo gravitacional
(1.22), (1.23) e (1.13) sdo
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~V¢— VS, V¢ =4rGa’s . (1.24)

Aplicando o operador V na equagao de Euler e combinando com as duas restantes,

obtemos uma equacdo de onda actstica, forcada e amortecida para 6:
e . o
0+ —6 = 4nGpa’®s + 2V36 . (1.25)
a

Exceto pelo amortecimento de Hubble (segundo termo) e pelo termo gravitacional, essa
equacao € idéntica a que obteriamos para ondas de som num meio estdtico.
Para eliminar o laplaciano aplicamos a transformada de Fourier na equagao de onda.

A equagio para o modo k fica:
6+ =8 = (4rGpa> — k2e2) 6 = (K2 — k) 25, (1.26)
a

onde definimos o numero de onda, de Jeans co-mével

AnGpa?\'?
ky = (Lf‘v . (1.27)
CS
Note que a dependéncia de & em & se d4 apenas em termos de k = {l: , 0 que é uma

conseqtiéncia de isotropia do espago.

Desprezando o amortecimento de Hubble (colocando a = 1), a dependéncia temporal
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da solugao da equagao (1.26) seria § o< exp(—iwT), com
w? = —w? + k%, wy = kye, = (4nGp)Y/2. (1.28)

onde wy é a freqiiéncia de Jeans. Modos gravitacionais com k < kj sdo instdveis (w? < 0),
como foi observado por Jeans em 1902. Fisicamente, as forcas de pressiao nao podem
evitar o colapso gravitacional quando o tempo para o som atravessar o corpo A/cs € maior

que o tempo de queda livre (Gp)~1/2

para uma perturbagao de tamanho A = 27a/k.

O comprimento de Jeans (co-moével) é definido por A; := 27/kj. Para perturbacoes
muito maiores que esse comprimento (k < kj) a evolugdo se comporta como num fluido
sem colisOes, isto é, a pressao é desprezivel.

Incluindo o amortecimento, a instabilidade de Jeans passa a ter um comportamento

em lei de poténcia no tempo, em vez de exponencial, para k < k;. Em geral hd uma

solugao crescente e outra decrescente para 6(k, 7); elas serdo denotadas por 6 (k, 7).

Para um fluido nao relativistico sem colisdes, como a matéria escura fria a expressao

(1.25) fica
§+ —Z—JS = 47Gpa’s. (1.29)

Essa equagao também é vilida num fluido com p # 0 para modos com k < kj.

Num fundo de Einstein-de Sitter (2 = 1, matéria nio relativistica), a equagao de
Friedmann (1.5) fica 47Gpa® = (3/2)(a*/a?), cuja solucio ¢ dada por a(r) = (7/70)* (eq.
1.9). Dessa forma o termo 47Gpa? fica igual a 6/7% e a equacdo (1.29) pode ser escrita

como
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As solucbes dessa equacio sao
byxTPxa e 6_ocTd (1.30)

que sao chamados de modos crescente e decrescente, respectivamente

Para  # 1, a equagao (1.29) também possui modos crescentes e decrescentes, que
podem ser calculados a partir do fator de escala a (1).

Vamos ver agora o papel da pressio na evolugao das estruturas. Estudaremos um caso
particular que permite obter uma solucéo analitica simples e que ilustra o comportamento
geral para c2 # 0.

Suporemos que, depois de recombinag¢ao, a temperatura dos bérions é da ordem da
temperatura dos f6tons (T, & T,). Esta é uma aproximacao razodvel, ja que a ionizacio
residual acopla termicamente os dois iuidos por um longo periodo, mesmo havendo uma
transferéncia de momentum desprezivel. Num gds de fotons p, o T,y4 além disso temos
que p, o< a™* (veja a se¢do 1.1.3) logo T, o a~!. Para um gds ideal p/p o Ty.s. Assim

¢ = cg,a~" onde co, é constante. Num universo de Einstein-de Sitter a eq. (1.26) fica:

)

s 2'_ 222y Y
5+;5—(6 ACOSTO)TQ.

As solugdes dessa equacdo sio poténcias de 7:

—1+ /35 < 4(kegra)?
bp(k,T) x ™™, n= v 5 (COTO>. (1.31)

Note que, neste caso, coro = ¢7. Em situagdes mais genéricas, as solucoes dependem
de 7 e ¢;7 mesmo que este dltimo nio seja constante'®. Para kcmy < /6 ~ 2.45, ha
solugoes crescentes e decrescentes. Para kcg7o > 5/2 temos oscilacdes amortecidas (pois

n® < 0 e Re(n) < 0). Note que o nimero de onda critico koo = (5/2)(1/esomo) € muito

Y5Por exemplo, quando a velocidade do som é constante, num universo de Einstein-de Sitter, a solucdo
da (1.26) & [6]: 6.4 (k,T) o ja(kcsT) , 6-(k,T) oc y2(kesT) , onde jo e yy sio as funcdes eféricas de Bessel
(no entanto essa solucdo nao é realista)
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proximo do nimero de onda de Jeans ky {1.27)

ky =6 ~0.98%,.

Cs0To

No limite £ < kj a solugio (1.31) fica igual ao resultado (1.30). As solucdes os-

cilatérias para k > k; sdo ondas sonoras. Nesse limite, a (1.31) fica 6, oc 7-1/2 exp(EikcsoTo In(7))

O que leva, para uma onda plana, a bx(z,7) o 712 exp(ik T tikcyToIn(r)). Para deter-
minar a velocidade da onda, devemos calcular dz/dt tal que a fase seja constante. Assim
a velocidade instanténea da onda é dada por d/dr(kesotoIn(7)/k) = ¢, que coincide com
a velocidade do som no meio.

Esse comportamento se repete em situagoes mais genéricas, obtendo-se oscilagoes
acusticas para k > kj. Essas oscilagOes suprimem o crescimento para pequenos compri-
mentos de onda. No limite k < k; (grandes comprimentos de onda) o comportamento
fica igual ao da poeira, e 4 nao depende de k (como podemos ver a partir das eqgs. 1.26
e 1.27).

Num universo eststico a amplitude acustica para uma onda plana adiabdtica fica
constante. J4 num universo em expansao, ela é geralmente amortecida, (como no exemplo
acima). Uma excecio importante consiste nas oscilagoes no fluido de bdrions e fétons na
era dominada pela radiagao, na qual a amplitude dessas oscilacoes permanece constante.
Para mostrar isso é preciso generalizar as equacoes de fluido para um gés relativistico, o

que pode ser feito utilizando os resultados da secao A.3.

Como a (1.26) ¢ uma equagdo diferencial linear, as duas solucdes 6., (k,7) eé_ (k)
sao obtidas a menos de constantes multiplicativas A (E) Essas constantes sido deter-
minadas pelas condicées iniciais para cada k. A determinacio de § (k,7;) em um dado
tempo inicial 7, é um problema fﬁndamental em cosmologia. Uma teoria completa da

- formagao de estruturas deve especificar essa funcio a partir de consideragoes fisicas. No

apéndice B apresentamos uma discussio sobre a distribuicio estatistica de § (k).
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A solugao geral para 6 (Z,7) é:
§(2,7) = / A, (E) 8. (k1) e*Edk + / A (1?) 5_ (k,7) eF a3, (1.32)

Se k < ky, 6_ decai rapidamente, de forma que sé os modos crescentes sobrevivem.
Para poeira, a evolucdo de § ndo depende de k. Mantendo apenas os modos crescentes

vemos que 6 (#,7) mantém a sua forma e é apenas multiplicado por 6, (7).

Evolucao do potencial gravitacional
E interessante escrever a equagéo de onda linear em termos de ¢, em vez de §. Para isso,
usamos a transformada de Fourier na equagao de Poisson V¢ = 47Ga2pé, obtendo

ok, 7) = ——a*pb(k,T) x a~16. (1.33)

Note que, para modos crescentes num universo de Einstein-de Sitter, no regime linear,
temos ¢ = const. Essa propriedade, sendo extrapolada para o regime nao-linear, d4
origem & aproximagao do potencial congelado [36, 37].

Substituindo a expresséo (1.33) na equagio (1.26) e utilizando equacio de Friedmann

(1.5), obtemos:
- g a 142 ;
¢+ 32975 + (g ==t §K> ¢+ k2 =0. (1.34)

Utilizando novamente e equa¢io de Friedmann, em conjunto com a (1.10) podemos

mostrar que d/a — (1/2)a*/a* = —(1/2)K. Assim a (1.34) fica
¢3+3§¢+ (K2 —2K) ¢ =0 . (1.35)

Quando escrita em termos do potencial gravitacional, em vez do contraste de densidade,
a equagao de onda perde seu termo de fonte gravitacional.

As solugdes da eq. (1.35) dependem do comportamento temporal da velocidade do
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som, assim como da cosmologia de fundo. Para termos uma 1déia, vamos considerar
a evolugao do potencial num universo de Einstein-de Sitter composto de um gés ideal.
Usando a aproximagéo c2 = c2.a™! a eq. (1.35) fica:

5 =

o+ % + (kegsTo)? 1; =0
T T

As solugdes dessa equacio sao!’:

=54 /25 — 4(kcgeT)?

o (k, 7)™, m 5

(1.36)

Nessa solugdo, modos crescentes de grandes comprimentos de onda (kc,m < 1) tém
potencial correspondente ¢, = const., enquanto os modos decrescentes tém ¢_ o< 77°
Ja=3dr. Esse comportamento se repete para qualquer equacio de estado usual num
universo de Einstein-de Sitter. As perturbagoes na densidade e no potencial diferem por

um fator pa? oc a™! (1.33). Se K < 0 ou k*cZ > 0, entdo ¢_ decai com o tempo, embora

6+ continue crescendo.

Perturbag6es na matéria escura e na matéria bariénica

A equacao (1.26) pode ser generalizada, para vérias componentes da matéria. Nesse caso,

0 termo gravitacional contém as contribuicdes de todas as componentes e a equacao fica
. Q-
0o+ —64 + kQCSQ(SA = 47Ga? Zﬁ353,
a B

onde 65 := (pp — pg) /Pp *°.

Um exemplo importante é o sistema bdrions + matéria escura logo apds o desacopla-

'"Esse resultado poderia ser obtido substituindo a (1.31) na (1.33).
**De modo que 2.5Pe0B =35 (s —Pp) = Prot = Prot = ProtOtot -
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mento. Para k£ < k; a evolucio ser4 governada pelo sistema de equacdes

. Q- A : . ..

B o = 2. ‘
Ong + Ec?ME = 4rGa” (py0s + Pppdre) ~ 47Ga ParEOME, (1.37)

v s , _

g 1 = 2 ‘
by + 5517 = AnGa® (pybb + Parpbais) ~ 4nGa’py 6. (1.38)
Antes do desacoplamento as flutuacbes na componente baridnica nio evoluem, pois ela
estd em forte interacdo com a radiagao. J& as perturbacoes na matéria escura podem
evoluir livremente na era dominada pela matéria (7 > 7.,). Por isso, logo apéds o de-

sacoplamento, temos py; 6z 3> 5,0p.

Como para a ~ q < 1, temos a > apys o< 72, 0 modo crescente sers dado
desacoplamento 5 EdS s

por 6. () ~ a(7) e a solugdo da equacio (1.37) sers
baE = ca,

onde ¢ € uma constante. Substituindo essa relagao na (1.38) e usando que, em EdS

47Ga’p = 6/72, temos
5(; + géb = 6c.
a

A solugdo do modo crescente dessa equacao é

6b=c(a(r) = b) = 6.5 <1_ b ) (1.39)

onde b é uma constante. Essa solugao mostra que 6 — 6,75 para a(7) > b, mesmo se
6 ~ 0 para algum a (7:) = b, que pode ocorrer, digamos, para 7; = Tdesawoplmgito- DSSE
importante resultado mostra que as perturbagdes na matéria baridnica sao induzidas pelas
flutuagdes da matéria escura apds o desacoplamento. Isso mostra que a matéria escura é
a principal responsdvel pela formacéo das primeiras estruturas em grande escala. Sem a
matéria escura, as flutuacdes seriam muito menores e nao teria havido tempo de produzir

as estruturas em grande escala que sio observadas.
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1.3.3 Flutuagoes de Entropia e Modos de Isocurvatura

Gradientes de entropia agem como fonte para o crescimento de perturbacoes na densidade.

Usando a (1.23) na (1.22) e repetindo a dedugio da equacao linear actstica, obtemos
. q. 2
b+ ga — 47Gpa’s — V6 = ZTV?S . (1.40)

Para uma evolugdo adiabdtica, dS/dm = 0 e o que importa é o gradiente inicial de entropia.
Gradientes de entropia podem ser produzidos no universo primordial por transicoes de
fase de 1% ordem resultando em variacdes espaciais da razio féfon/ bédrion ou outras
abundéancias. Se nao hd gradientes de entropla antes dessas transicoes, entdo as vari-
agoes na entropia s6 podem ser criadas por processos nao adiabdticos. Na pratica essas
flutuagoes na entropia sio tomadas como condigoes iniciais para uma evolucgao adiabatica
subseqiiente.

A equacdo (1.40) nao é aplicdvel ao universo primordial, pois a sua dedugao supoe
um géds nao relativistico (¢ < ¢?). No entanto, o comportamento de suas solucdes é
qualitativamente similar ao que se obtém no universo primitivo.

O modo de isocurvatura é dado pela solugao da equagao de evolucdo da densidade
com § = 6 = 0, mas V25 # 0 em algum tempo inicial 7;. As condicdes iniciais podem ser
encaradas como perturbagées na equacio de estado num universo de Robertson-Walker
nao perturbado (com curvatura constante), daf 0 nome “isocurvatura”. Variacoes na en-
tropia com densidade constante correspondem a variagoes na pressao, que levam, através
da expansao adiabdtica, a mudancas na densidade. Portanto, perturbacdes iniciais na
entropia provocam perturbacgdes na densidade.

Se conhecemos as solugdes 6. (k, 7), da equacdo homogénea (1.25), é fAcil obter as
solugdes da eq. (1.40). No espaco de Fourier temos (lembrando que a evolucio adiabatica
leva S =0, em 1° ordem):

o+ gés — (47Gpa’® — k*c?) § = —/g?-g-:r (r)S (11’) : (1.41)
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cuja solucdo é dada por

T

s () = ~§k25 (%) [&r (o, ) /TaTé_ dr' —§_ (k-,T)/

Tq Ti

alé, dT,J . (1.42)

Note que essa expressio satisfaz as condicGes iniciais 8g(k, 7;) = 85(k, 7;) = 0. Vemos que
tanto perturbagdes crescentes como decrescentes sio induzidas. Depois da fonte (aT6_)
se tornar pequena, as flutuacdes na densidade evoluem da mesma forma que as flutuacdes

Isentrépicas.

1.3.4 Escoamento Potencial e Vorticidade

Com as perturbacoes isentrépicas crescentes e decrescentes e o modo de isocurvatura,
temos trés dos cinco modos lineares esperados. Os outros dois graus de liberdade foram
perdidos quando tomamos a divergéncia da equagio de Euler, aniquilando qualquer con-
tribuicao transversa (rotacional) ao vetor velocidade. Consideraremos agora a parte
transversa de 7.

Pelo teorema de Helmholtz qualquer campo vetorial diferencigvel 7(Z) pode ser escrito
como a soma de suas partes longitudinal (irrotacional) e transversa (com divergéncia nula)

U) e U], respectivamente:

<u

V(&) =)&) +T(F), Vxd=V-i7 =0, (1.43)
com V - vy = V-T=0eWV x T =V x 7 =d. As variaveis @ e & sdo chamadas escalar
de expansdo e vetor vorticidade co-méveis.

Em nossa discussio precedente sobre a evolugao de perturbagdes, implicitamente s6
foi considerado v)j. Os dois graus de liberdade restantes correspondem as componentes de
;. (a condicio de transversalidade AV L = 0 remove um grau de liberdade desse campo
trivetorial). Podemos obter uma equacao relativamente simples para #, , na verdade para

0 seu rotacional o . Calculando o rotacional da equagao de Euler (1.20) e usando que

49



(fi‘- @) T=0& x 74 (1/2) V (p?) obtemos:

a == ¢ =¥ —
—+-0=Vx[@xd) +p 2 (Vp) X (Vp) . (1.44)
or  a
Essa expressao é conhecida como equacdo de Kelvin-Helmholtz para o transporte de
vorticidade. Para um géds ideal monoatémico, podemos substituir o gradiente da pressao

utilizando a (1.23). Lembrando que Vp = oV, temos:
a._, o oL 2 . -

3ot o=V x (Fx )+ T (vmp) x (vs) . (1.45)
a

O termo proveniente do gradiente da entropia é chamado de termo baroclinico.

Com a equacdo (1.45), podemos provar um resultado genérico muito importante: Se
& = 0 inicialmente em todos os pontos, entéo permanece nulo, se o termo baroclinico
€ igual a zero (supondo que outros torques, como os causados por campos magnéticos,
também se anulam). A importancia desse resultado em cosmologia é devida & utilizacao
de condigdes iniciais irrotacionais e isentrépicas em muitos modelos cosmoldgicos. Se a
evolugdo é adiabética, segue que & = 0. Um escoamento desse tipo também é chamado
de potencial, pois o campo de velocidades pode ser obtido a partir de um potencial de
velocidade 7 = 4 = —V,.

Processos nao adiabdticos (aquecimento e resfriamento) e ondas de choque'” podem
gerar vorticidade. Num fluido sem colisdes, a sua velocidade é definida como a média das
velocidades de todas as massas num ponto. Essa média se comporta como produtora de
entropia nas regides em que as trajetdrias se interceptam e portanto a vorticidade pode
ser gerada pelo campo médio de velocidades. A vorticidade também pode ser gerada
por condigoes iniciais de isocurvé,tura. Para grandes comprimentos de onda, vemos pela
equacdo (1.42) que 65 o VS no regime linear. O gradiente de entropia fornece um

torque baroclinico proporcional a Vég x VS ﬁ(VgS) x VS, que é diferente de zero

YA prova da eq. (1.44) estd baseada na hipétese de que o fluido é um continuo. Essa aproximacio
deixa de valer em ondas de choque.

a0



em geral (mas ele aparece apenas na teoria de perturbacao de 2¢ ordem).

. Na maioria dos modelos de formacdo de estruturas, a producao de vorticidade é
pequena até a formagdo de choques (ou o cruzamento das trajetorias, no caso de matéria
sem colisoes). Desse modo, podemos obter o potencial de velocidade calculando a integral

de linha do campo de velocidades:

@U(f):@,u(0)~/() -dl . (1.46)

Escolhendo um caminho radial em relagdo ao observador, é possivel reconstruir o poten-
cial de velocidade. Assim podemos obter as componentes transversais da velocidade a
partir da componente radial. Essa idéia ¢ a base do método potencial de reconstrucao do

escoamento, chamado de POTENT [38]. Se as flutuagdes médias da densidade sio sufi-

‘cientemente pequenas para que seja vilida a teoria linear, podemos estimar a flutuacao

na densidade a partir da divergéncia de 7. Se a pressao é desprezivel (k < kj), nio hd
oscilagoes e podemos usar 6+(7). Assim, a equacio de continuidade linearizada (1.22)

fica:

= - dlné
Voti=-6=—aH(—256. 1.
7 a <dhla)é (1.47)

Para um grande nimero de modelos cosmoldgicos, dInéd, /dIna = f(Q) ~ Q6 depende
principalmente do parametro de massa e varia pouco com os outros pardmetros cosmolégi-
cos [39]. Assim, combinando medidas de # (componentes radiais a partir de medidas dos
desvios para o vermelho de galdxias e de suas distancias) e medidas independentes de §
(a partir do campo de densidade das galdxias, e alguma suposicao de como a matéria

escura ¢ distribuida em relacio as galdxias) é possivel estimar 2 [40).

Evolucao da vorticidade

Vimos que, se a vorticidade é Inicialmente nula, ela continua igual a zero ao longo da

evolucdo (desde que o termo baroclinico se anule e que nao haja nem choques, nem cruza-
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mento de trajetorias). Vamos supor agora que hd uma pequena vorticidade primordial.

Linearizando a eQuagéo (1.44) temos

de modo que
G oxal. (1.48)

Vemos portanto que a vorticidade co-mével decai com o inverso do fator de escala. Além
disso, & nao aparece nas equagdes de perturbagio (linearizadas) da densidade, nio in-
fluenciando o seu comportamento. Dessa forma, mesmo que comecemos com & # 0, a
vorticidade nao terd nenhuma influéncia na evolucdo linear, e decaird & medida que o
universo se expande. Entretanto, no regime nao-linear, a vorticidade se acopla as outras
quantidades. Numa regido colapsante seria de se esperar, pela conservagao do momento
angular, que & aumente. Essa possibilidade ser4 discutida brevemente na secdo (3.5.2).

A vorticidade co-mével & é dada pelo rotacional da velocidade peculiar em coorde-

nadas co-méveis. Nas coordenadas r; teremos (egs. ?7 e 1.16)

- Lo
JJ’T::VTXV:—VQCX(HF+{;‘):

Vi X 0 = —dJ,.
a

a

IS

Desse modo, a vorticidade nas coordenadas fixas usuais decai com a—2. Esse resultado
pode ser entendido pela conservacio do momento angular. Para uma regido circular de
raio r e massa m, mriw, é constante. Para uma flutuacao linear que se expande com o

universo temos r « a, de modo que w, x r~% x a~2.

' Relacio entre velocidade e campo gravitacional

No regime linear, hd uma relagdo direta entre a velocidade e o campo gravitacional,

como veremos a seguir. Notando que § = 4V - G/4mGa?p e substituindo na equacio de
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continuidade linearizada (1.22), teremos

5 2z .0 [ Vg
V'?’—“S*aT(m)-

Dessa forma, podemos obter a componente longitudinal 7 da velocidade (a componente

transversal 7/, tem divergeéncia nula):

0 g v
0y =""— . - 1.49
Yl or <47rGa2,5) . ( )

Notando que g, o a2pé,, (eq. 1.33), essa equagao fica

gk Oby

T = —2— — &
i drGa?pby, Ot

Dessa forma, vemos que a velocidade peculiar é proporcional & aceleracao peculiar, modo
a modo, com uma constante de proporcionalidade dependente do tempo. Desprezando os

efeitos da pressdo, a constante de proporcionalidade nao depende de & e podemos voltar

ao espago dos z. Assim, teremos

no 8 106§ ads_ of 14
N 4rGa?p 6 01 47Ga’psSda  3HQ g

?)” v$¢, (150)
onde, como antes f = (a/6) (d§ /da). Se o escoamento é irrotacional, teremos 7 = g
Tomando a divergeéncia dessa €Xpressao, obtemos a equagio ( 1.47). Extrapolando a
equagao (1.50) no regime nao-linear, obtemos a aproximacao de Zel’dovich (veja a secao
2.3.4). A relacio (1.50) também da origem a outra aproximagao nao-linear. Como ® = ¢,
para pequenas flutuagbes num universo de EdS, temos que 7 ﬁ(ﬁo. A aproximacio do
fluxo congelado [41] extrapola essa relagao para o regime nio-linear.
Se a velocidade tem uma componente transversal 7, temos pelas (1.48) e (?7) que

i
1

UL < a'. A componente longitudinal ¢ dada pela (1.50), assim a velocidade sers dada,
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por (eq. 1.43)

U= gL Vet t ; (1.51)

comﬁ-ffqz 0.

1.3.5 Flutuagoes na Radiagio Césmica de Fundo

Nas segBes precedentes, estudamos o comportamento de pequenas perturbacdes de um
universo homogéneo. H4 duas formas de observar essas flutuagdes: nas estruturas em
grandes escalas, onde as concentragdes de matéria ainda sio lineares e na radiacdo cés-
mica de fundo. Nesse tltimo caso, é preciso transformar as flutuacdes na densidade nas
variagoes de temperatura que sio observadas.

A distribuicao dos fétons da radiacio césmica de fundo (RCF) ¢ dada por uma dis-

tribuicdo de corpo negro com altissimo grau de precisao®

. BN p
f (xa ,T) - fplan(:k <ﬁ) = fplnuck [MJ ’

onde Ty = 2.728K & a températura, média da RCF e A (71, 7) = 0T /Ty & a flutuacao
de temperatura para fétons vindos da diregao 7. A densidade no espaco de fase é dada
PO um COrpo negro, mas a temperatura depende da direcio do féton, como resultado
das variagles intrinsecas da temperatura de emissao e de processos gravitacionais e de
espalhamento sofridos no caminho até o detector.

O campo A é definido em todos os pontos Z, mas s6 podemos observé-lo aqui (o)
e gora (7p). A tnica coisa com que podemos trabalhar é a variacao da temperatura em
funcdo da direcao 7. Desse modo; toda a riqueza que observamos vem das mudancas de
temperatura em fungéo de 7.

A densidade no espago de fase pode ser calculada a partir das condicoes iniciais através

20De fato, a radiagio césmica de fundo oferece o melhor espectro de corpo negro jd observado.
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da equacéo de Boltzmann

Df Bf+ of Oz, N of Ops _ (df
Dt 0r  Ox; Or Op; O \dr .
onde o lado direito é uma integral de colisao, que vem do espalhamento Compton.
O procedimento para calcular a anisotropia da RCF é linearizar a equagio de Boltz-

mann supondo A? < 1. Integrando ao longo da linha de visdo do observador otém-se

[42]

A (7, ) = /0 dxe—fc(x) [_ﬁ . 6¢ + % + ansoc (ié7 + 1, - ﬁ)] , (1.52)

onde g & o tempo conforme hoje, X € a coordenada radial co-mével e a integral é calculada
no tempo retardado 7 = 75 — x. A flutuagdo na densidade dos fétons é dada por 6., v,
¢ a velocidade média dos elétrons, oo 6 a secao de choque do espalhamento Compton e

T € a espessura Gtica de Compton:

£
7o (X) = / dx (aneoc) .
0

Os termos devidos a polarizagao e & anisotropia do espalhamento Compton foram de-
sprezados na expressao para A (7, 70).

Vamos discutir agora a origem de cada termo na expressao (1.52). O fator exp (—7¢)
leva em conta a opacidade causada pelo espalhamento o que nos impede de ver além de
um desvio para o vermelho z = 1100, para o qual 7¢ ~ 1. A radiacio césmica de fundo
parece vir de uma fina camada chamada fotosfera, como ocorre com a radiagao vinda da
superficie do Sol. Os dois termos envolvendo ¢ estao relacionados a variacao de freqiiéncia
causada pelo campo gravitacional. Os termos proporcionais & opacidade an 00 S0 a
emissividade efetiva devida ao espalhamento Compton. Levando em consideracao que o
plabma de fétons e bérions ests em equilibrio térmico quase perfeito, os fétons que vem
de um dado elemento de volume possuem a temperatura de corpo negro correspondendo

a esse elemento. Como a energia de corpo negro € dada por p., o« T*, vemos que o termo
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b./4 € simplesmente a variagao intrinseca de temperatura desse elemento de volume
(64 = bp,/p, = 46T). A densidade de energia é definida no referencial de repouso
do fluido, mas como ele se move com velocidade 7., a temperatura medida por um
termometro com coordenadas I fixas é alterada pelo efeito Doppler. A variagao de
freqiiéncia e conseqiiente variagao na temperatura aparente, causada pelo efeito Doppler
na diregao 71 ¢ dada por v, - 7.

Quando olhamos para a superficie de uma estrela, vemos a temperatura do gés, que
corresponde ao termo §.,/4. Para estrelas normais, o efeito Doppler e o desvio para o
vermelho gravitacional sdo despreziveis (esses termos sao importantes para supernovas
e ands brancas, respectivamente). Por outro lado, para a RCF todos quatro termos de
emissdo da equacao (1.52) sdo compardveis.

A fotosfera pode ser aproximada por uma camada infinitamente fina, supondo que a
recombinagio ‘é instantanea. Nessa aproximacao a fragao de elétrons livres, e portanto

a opacidade, caem abruptamente em 7., 0 tempo conforme na época da recombinagao

(z = 1100):

Tc = { ' X - Xl'(i(i =T0 — Trecs
C e
0, X < Xrec:

Substutindo essa expressdo na equacio (1.52) e integrando por partes o termo do desvio

para o vermelho gravitacional obtem-se

NG w86
A (i, T9) = Z(S7 + ¢+, + 2/0 dXE’ (1.53)

onde v, := 7, -7 é a componente radial da velocidade. Esse resultado fol obtido primeira-

mente por Sachs e Wolfe [43].

A radiacéo césmica de fundo é causada pelos desvios em relagao ao equilibrio hidrostatico.

Pode-se mostrar que, se o gas de fétons estivesse em equilibrio hidrostético, terfamos
6./4+ ¢ (e obviamente v, = 0) de modo que nao haveria anisotropias primdrias na RCF.
As flutuacdes seriam dadas apenas pela variagao ocorrida na trajetéria da luz, que é o

chamado efeito Sachs-Wolfe integrado e é dado pelo ultimo termo na expressao (1.53).
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Sachs e Wolfe [43] mostraram que, para perturbacgoes adiabdticas na era dominada
pela matéria, em escalas maiores que o horizonte acustico, as contribuicoes intrinseca e
gravitacional dominam. A soma desses fatores (os dois primeiros termos da exXpressao
1.53) & ¢/3. Dessa forma, em escalas maiores do que 1° (que equivale aproximadamente
0 tamanho do horizonte acustico) as anisotropias na radiagao césmica de fundo sio uma
medida direta do potencial gravitacional na fotosfera, na recombinacio.

O fator ®/3 pode ser compreendido comt a combinacao do desvio para o vermelho cau-
sado pelo campo gravitacional e uma dilatacio temporal. Para sair do pogo de potencial

o féton perde energia, de modo que
AI = ¢

Além disso, como o potencial produz uma dilatagdo temporal, quando vemos o féton
ele viajou um caminho maior e veio portanto de uma época mais quente. A variacao

temporal é dada por 6t/t = ¢. Utilizando que a x t?3 e que T x g1 obtemos
2
Ay = —Z¢,
2= =3¢
A combinacio desses dois efeitos d4

Cb (Sk
Agw = 3 X 72
que é o chamado efeito Sachs-Wolfe. Na dltima relacao, utilizamos a equagao (1.33).

Desse modo, as flutuacoes na temperatura se relacionam diretamente com as perturbacées

na densidade.

Em escalas angulares menores que 1° predomina o efeito Doppler. Nessas regioes

-menores do que o horizonte acustico, ocorrem as oscilagdes actsticas discutidas na secao

1.3.2. Essas oscilagdes dio origem aos picos no espectro da radiagdo cosmica de fundo

que foram detectados recentemente 20, 21]
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O espectro da radiacdo césmica de fundo

O espectro de poténcia angular fornece a amplitude quadrdtica média da radiacao cos-
mica de fundo por componente de esférico harménico. Expande-se a anisotropia da

temperatura em esféricos harménicos

Os dados observacionais proporcionam valores bem definidos de a;;,. No entanto, teori-
camente s6 é possivel predizer a distribuicio de probabilidade de aym- Para flutuacoes
estatisticamente isotrépicas (que nao possuem nenhuma dire¢ao privilegiada a priory),

08 a;m S20 varidveis estocdsticas com covariancia,

(@m0my) = Cibu by (1.54)

de modo que eles ndo sdo correlacionados. A variancia de cada harmoénico é dada pelo
espectro de poténcia angular C;. A simetria rotacional faz com que ele seja independente
de m.

O espectro de poténcia da RCF pode ser calculado a partir da estatistica das flutuacoes

primordiais e da evolugio temporal dessas flutuagdes. Pode-se mostrar que [42]

C =47r/d3kP¢ (k) D? (k), (1.55)

onde Py (k) é o espectro das flutuagdes primordiais no potencial gravitacional®!. A funcdo
de transferéncia D, estd relacionada a evolugao das perturbagdes até o desacoplamento.
No limite de grandes escalas angulares a fungdo de transferéncia é dada por D, =

Jilk (7o = Trec)] /3 [42]. Nesse caso a (1.55) pode ser calculada analiticamente para P,

210 espectro Py (k) estd associado ao espectro das flutuacdes primordiais na densidade P (B} = a2,
pela relacao Py (k) o« P (k) /k? (eq. 1.33).

Veja o apéndice 1 para a defini¢io de @k & partir do funcional de probabilidade das condigoes iniciais.
Aqui supde-se que as flutuacdes em diferentes & nio estao correlacionadas.
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k"% Quando n = 1 o resultado é [ (I+ 1) C; = const. O satélite COBE varreu escalas

" angulares equivalentes a 2 < | < 34 e os resultados obtidos sio consistentes comn =1, o

que € predito pelo modelo inflacionario para flutuagdes quanticas primordiais. Vemos que
as variagoes na temperatura da radiacio césmica de fundo permitem sondar o espectro
primordial das flutuacoes.

Para pequenas escalas angulares, o espectro (I 4+ 1) C;, apresenta uma série de picos.
Esses picos sao devidos s oscilacoes acusticas, que modificam o potencial ¢ e a velocidade
vy Na recombinacao. _

O primeiro pico no espectro da RCF est4 associado ao comprimento de Jeans. A
posicao angular desse prﬁneiro pico depende do tamanho aparente de A;. A curvatura
do universo afeta diretamente os tamanhos angulares, de modo que a determinacio de
sua posi¢ao coloca limites muito fortes sobre X e portanto sobre €2,. Segundo o modelo
inflaciondrio, que prevé curvatura nula, esse pico estaria em [ ~ 200. O experimento
de Balao MAXIMA [19], explorou escalas angulares equivalentes a 36 < [ < 785 e,
Juntamente com o0 BOOMERGANG [18], detectou o primeiro pico na posigao esperada
para um universo chato. Como a instabilidade de Jeans sé ocorre na matéria bariénica,
a determinacio dos picos no espectro da RCF também permite calcular a 2, (na verdade
QuHE). FEsse parametro estd associado & diferenca de altura entres os picos pares e
Impares.

As medidas em grandes escalas angulares fornecem informagdes sobre o espectro das
flutuagdes primordiais na densidade, que incluem tanto a CDM como a matéria baridnica.
J& em pequenas escalas angulares, podemos ter informacao sobre 2 e Q1. O espectro
da radiagdo césmica de fundo permite estabelecer limites sobre todos os parametros
cosmolégicos. Espera-se que os novos experimentos possam ajudar a determinar esses
pardmetros com grande precisdo.

Para calcular a funcio de transferéncia, é preciso evoluir as flutuagoes primordiais até
0 desacoplamento matéria-radiacio. Para isso é preciso utilizar a teoria de perturbacio
relativistica (sec. A.5). No entanto, a discussio das se¢oes precedentes fornece a imagem

correta dos processos que ocorrem na época dominada pela matéria. Além disso, é
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possivel fazer um tratamento newtoniano das perturbacoes na componente relativistica,

desde que se incluam alguns efeitos relativisticos da pressao (veja a secao A.3).

1.4 Simulagoes Computacionais

A anélise linear das perturbagdes ajuda a compreender as primeiras fases da formacao de
estruturas e a radiacdo césmica de fundo. Nas maiores escalas observéveis, as flutuacoes
na densidade sdo pequenas e a teoria linear ainda pode ser aplicada. No entanto, em
escalas menores - talvez j& nos voids e certamente nos super-aglomerados de galédxias - a
aglomeragao de matéria nao é linear (6p/p > 1). Portanto, para compreender a estrutura
em grande escala, é preciso fazer simulagdes computacionais, ou recorrer a aproximacoes
para a evolucao nao-linear.

Nas simulagdes numéricas utilizam-se condicdes de contorno periédicas para represen-
tar um universo infinito. Como o volume simulado é fixo nas coordenadas Z, na verdade
temos uma fronteira que evolui acompanhando a expansio média. A equacgao de Pois-
son (1.13) é resolvida numericamente, utilizando a transformada de Fourier, ou algum

método hierdrquico??.

Em geral, para simular a matéria escura utilizam-se algoritmos
de N-corpos. Cada particula segue uma trajetoria dada pela equacdo (1.13). A matéria
baribnica (gés) é simulada utilizando algoritmos de fluidos para resolver as egs. (1.17)
e (1.20), como por exemplo SPH (Smooth Particle Hydrodynamics® [44]). A referéncia
[45] é excelente artigo de revisao sobre simulagoes numéricas em cosmologia.

Para se ter uma idéia, num célculo de grande porte [46] é simulado um cubo de 500
milhdes de anos luz (~ 150Mpc), dividido em 134 milhdes de elementos de volume, com 1
milhéo de anos luz (~ 300Kpc) e um total de 50 milhdes de particulas de matéria escura
(1/3 de nao relativisticas e 2/ 3' de neutrinos). Existem varias colaboracdes visando a

realizagao de simulagoes de grande porte [46, 47, 48].

As simulagOes com matéria escura e gas sao feitas para determinar a temperatura final

22Para uma breve discussio sobre o cdlculo da forca gravitacional, veja secdo 3.5.1.
**Para uma discussio do método SPH, veja a secao 4.6.1.
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do gés (e comparar com 0s resultados das observacées de raios-X), ou para acompanhar

- a formacao de galdxias. Nas escalas maiores a dindmica é dominada pela matéria escura,

¢ portanto o gds nao teria muita influéncia. Por isso muitas simulacdes da formacdo de
estruturas utilizam apenas matéria com p = 0 (N-corpos).

As simulacées computacionais sio fundamentais para o estudo da evolucio de es-
truturas, mas também tém suas desvantagens: ocupam muito tempo de cdlculo, o que
limita a varredura de condi¢ées iniciais e a resolucao espacial. Além disso, elas nao
fornecem uma, compreensao fisica transparente do problema. E portanto fundamental o

desenvolvimento e estudo de aproximacées para a aglomeraciao nio-linear da, matéria.
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