Cosmologia

Lista de Exercicios 1

Observacao: quando se aplicar, todos os exercicios desta lista se referem a
cosmologia de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

1. Teorema do Virial

a) Demonstre o teorema do virial, expicitando suas premissas. Suponha
um sistema ligado de particulas sob ag¢ao unicamente da forca gravi-
tacional e cuja forma global permanece constante no tempo. Mostre

que

2(Ex) = — (Eq), (1)
onde (F) é a energia cinética média e (Fg) é a energia potencial
média.

b) Para situagoes tipicas de galdxias e aglomerados de galdxias (di-
mensoes, velocidades e massas tipicas), qual é a ordem de grandeza
esperada das correcoes relativisticas? H& alguma situacao astrofisica
em que as correcoes relativisticas poderiam ser importantes?

¢) Como se pode considerar os efeitos relativisticos no teorema do vi-
viral? Que tipo de céalculo voceé faria? Faca uma busca bibliografica de
literatura com esse foco/objetivo.

d) Estimativa da massa de aglomerados

Para ter uma estimativa da ordem de grandeza da massa de um aglo-
merado de galdxias, suponha que a massa de todas as galaxias do aglo-
merado tém a mesma ordem de grandeza e que o mesmo vale para as
velocidades. Usando o teorema do virial, mostre que
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onde M ¢é a massa total do aglomerado, R é o tamanho caracteristico
e v ¢é a velocidade caracteristica das galdxias em relacao ao centro de
massa do aglomerado!.

Supnha que v ~ 10%km/s e que R ~ 10Mpc, qual é a massa do aglo-
merado?

Dica para demostrar o teorema do Virial: Parta de equagao
de Newton para uma particula sob a acao da gravidade de N outras
particulas,
P Oy (7= 1)
dt? —
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multiplique essa equagao por m,;7; (produto escalar) e some sobre todas
as particulas. Mostre que o lado esquerdo sera simplesmente
d2

Zdﬁ( ) va dt2<z mT>_ 2Bk (4)

Usando que

: (3)

7 =75l

I i Lo ST
j#i |7"7j - le JF# |/rZ TJ|
mostre que
Gmym; (1; — 7} Gm;m,;
Z z_» J(j - ) Z (A G‘ (6)
i |Ti - Tj| |7ﬁ% J|

Desse modo, teremos finalmente que

&1,

Fazendo uma média temporal e supondo que a forma do objeto nao
muda com o tempo, obtemos o resultado 1.

Observacgao: o resultado acima pode ser escrito de forma mais ge-
ral para outros tipos de interagao e é conhecido como teorema do virial
de Clausius. Uma demonstragao um pouco mais cuidadosa e mais geral
pode ser encontrada na wikipedia (http://en.wikipedia.org/wiki/Virial theorem).

'Note que, pelo desvio pelo vermelho, medimos apenas a componente da velocidade na
dire¢do do observador (Terra). Como podemos modificar a equag¢do acima para levar em
conta o fato de que sé6 uma componente da velocidade é medida?



2. Esfera isotérmica singular

Um modelo muito utilizado para representar a distribuicao de matéria
em galdxias é o da esfera isotérmica singular (EIS).

Como o nome diz, a hipdtese por tras da EIS é que temperatura (na
realidade, a distribuigao de velocidades) é a mesma em todos os pontos.
A partir dessa hipétese, a) mostre que a distribuigdo de massa da EIS

¢é dada por
2

p(r) = Tér? (8)

b) Obtenha as curvas de rotagao para essa distribuigao de matéria e
comente. Como vocé construiria um modelo da galdxia usando a EIS?

¢) Em um aglomerado de galdxias a emissao de raios-x é essencialmente
devida aos elétrons no plasma intra-aglomerado. E possvel usar a ex-
pressao acima para determinar a densidade da matéria no galomerado?
Nesse caso, quem seria o,? Essa é a densidade dos elétrons ou é a
densidade total de matéria? Estime a massa contida em um raio de 10
Mpc para uma temperartura de 7 keV.

Dica: Note que p o< po?.? Logo, se o, = const., teremos p o< p. A
combinacao da equagao de Euler (pressupondo equilibrio hidrostético
e utilizando a equagao de estado acima) com a solu¢ao da equagao de
Poisson para simetria esférica leva a uma equacao integro-diferencial
para p. Procure solugoes dessa equagao, por exemplo, supondo que ela
possui a forma de uma lei de poténcia.

Comentario: assim como um gas ideal, a matéria escura tamém se-
gue uma distribuicao aproximadamente maxwelliana de velocidades,
mesmo sem ter colisoes. Desse modo, o resultado obtido no exercicio,
supondo um gés ideal isotérmico, também acaba valendo para a matéria
escura.

3. Unidades e ordens de grandeza

a) A temperatura da radiagdo césmica de fundo (RCF) hoje é Ty =
2.725 4+ 0.002 [1]. Lembrando da lei de Stephan-Boltzmann (p = o¢T?)

2Como no caso de um gés ideal, p = nkT, onde n é a densidade de ntimero de particulas
e T é determinado pela energia cinética “microscépica” < E >= (3/2)kT. Assim, kT =
(2/3) x (1/2)mo?, de modo que p o po2, onde p é a densidade de massa.
Comentario: na expressao da dispersao de velocidades o2 = <v2> — <v>2, v é a velocidade
“microscépica” de cada ou particula, nao confundir com a velocidade global, média, V' de
um elemento de volume (que aparece na equagao de Euler), que no caso do equilibrio é
nula.



calcule a densidade (e densidade de energia) dos fétons da RCF. Ex-
presse seus resultados em g/cm?®. Note que, para usar a lei de Stephan-
Boltzmann, estamos supondo que os fétons da RCF obedecem a dis-
tribuicao de Planck, o que é verificado experimentalmente com uma
excelente precisao.

b) O parametro de Hubble é geralmente escrito na forma Hy = 100 h Km/s/Mpc.
A partir dessa quantidade, obtenha o tempo de Hubble ty = H;*,

em segundos e em anos (em termos de h). Também podemos definir

uma distancia de Hubble pela relacaio Dy = ¢/Hy. Obtenha Dy em
kilometros e em megaparsecs (Mpc).

Calcule ty e Dy supondo que h =~ 0.72 [2].

c¢) Obtenha a densidade critica pei; ;= 3HZ/87G em g/cm® em termos
de h. Em cosmologia, ¢ muito conveniente introduzirmos os parametros
cosmoldgicos de densidade, definidos pela relacao €; = pio/perit, onde
o indice ¢ denota cada componente do conteuido energético-material do
universo. Calcule €, (parametro de densidade dos f6tons) em termos
de h e para h = 0.72.

Observagoes: Os cosmologos e fisicos de particulas costumam utilizar
convengoes em que ¢ = 1, onde ¢ é a velocidade da luz (no vacuo).
Insira essa quantidade para obter as dimensoes corretas nos exercicios,
quando for necessario.

O subscrito 0 costuma denotar quantidades calculadas “hoje”, ou seja,
na presente idade do universo.

. Cosmologia newtoniana

E possivel construir uma cosmologia puramente newtoniana para um
Universo homogéneo e isotropico? Mencione alguns problemas que sur-
gem em tal construcao.

. Conservacgao da energia e evolugcao das componentes materiais

Seguindo o procedimento discutido em aula, a) obtenha a equagao da
conservagao da energia

dp 3
—+((p+tp)—=
0, Tletp)
que é valida para um fluido perfeito “adaptado” as simetrias de um
Universo espacialmente homogéneo e isotropico.

0, (9)
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b) Resolva a equacao da conservacao da energia (9) para as seguintes
equagoes de estado p = wp e p = — AL /pe.

Dica: no primeiro caso (equagao de estado linear), p oc a™ pode ser
um bom Ansatz para encontrar a solugao. Ja no caso em que p é dado
por uma lei de poténcia em fungao de p, pode ser mais conveniente
transformar a equagao (9) na forma integral

a(d rod
da_ [t 0)
ap Q@ po P+ D

onde os limites de integragao foram escolhidos de modo que p (ag) = po.

Observagao: A equagao de estado p (a) (com w < —1/3) é um modelo
fenomenoldgico muito utilizado para representar a energia escura. Ja
a equacgao de estado p = —A**1/p® foi proposta como um modelo de
unificagao matéria-energia escura. Esse fluido ficou conhecido como gas
de Chaplygin generalizado.

¢) Mostre que, para a > 1, p(a) o gas de Chaplygin generalizado se
comporta como poeira e que, para a < 1, se comporta como constante
cosmoldgica.

Observagao: da expressao (10), temos que

a P dp
— =ex —— | =G (p),
e p(/poﬁp) (p)

de modo que a solugao sempre pode ser escrita na forma

p = pol’ <a> ; (11)
Qo

com F'(1) = 1 (j& que, por construcao p(ag) = po). Naturalmente,
F pode depender de uma série de parametros da equacao de estado e
também de py (nds apenas colocamos py em evidéncia nessa expressio).
A expressao (11) é muito conveniente para expressar o parametro de
Hubble, ja que a contribui¢ao de uma componente i para (H/Hy) seré
dada simplesmente por €2;0F; (i) = Q,F;(z). Obtenha F para os
casos p = wp e p= —A*" /p® discutidos acima.

d) Reescreva a equagao da conservacao de energia
p+3H (p+p)=0

b}



utilizando a como varidvel. Mostre que para radiacdo (p = p/3),
matéria (p = 0) e “vdcuo” (p = —p) as solugdes sao, respectivamente,
Pr = Pro (ao/a)4, Pm = Pmo (ao/a)3 e py = pyo = const. Se quiser, é facil
encontrar a solucao para uma equacao de estado um pouco mais geral,
da forma p = wp.

Utilize esses resultados na equagao de Friedmann (14), junto com as
defini¢oes dos parametros cosmolégicos (parametros de densidade e
parametro de Hubble), para obter (num universo composto por matéria,
radiagdo, curvatura e constante cosmoldgica)

ap\* ap\? ap\?
i = [0, (2) v 0, () ca (9) can )
a a a
onde 25 pode denotar tanto a constante cosmoldgica, quanto um termo
do tipo energia do vacuo, ou uma combinacao dos dois.

. Solugoes da equacao de Friedmann

a) Resolva a equagao de Friedmann para & = 0 e um tnico fluido com
equagao de estado p = wp. Sugestao: utilize um Ansatz a (t) o< t". No
caso w = —1 esse é um bom “chute”? Qual a solugao nesse caso?

b) E possivel encontrar solugoes analiticas para o caso p = —A*T!/p*?

. Aceleracdao césmica

A partir das equagoes de Friedmann e da conservacao da energia, mos-
tre que 4 = — (47G/3) (p + 3p). Vemos portanto que nao é possivel
produzir uma desaceleracao do universo apenas com matéria nao rela-
tivistica (e sem constante cosmoldgica), o que fornece um argumento a
favor da energia escura (ou de uma constante cosmolégica nao nula).
Obviamente essa conclusao é obtida sob a hipotese de um fluido perfeito
“adaptado” as simetrias de um Universo espacialmente homogéneo e
isotropico no contexto da relativiade geral.

. Fquagao de Friedmann e parametros de densidade

Lembrando que o parametro de Hubble é dado por
H(t) =~ (13)

(onde a é o fator de escala e o ponto denota a derivada temporal),
utilize as defini¢oes dos parametros de densidade, da densidade critica,
junto com a equacao de Friedmann

() - Ak 1

a 3 a?’



para obter
S+ + Qe =1,

onde Qy = A/(3H?) e Qx = —K/(a2HZ). Incluindo a constante cos-
moldgica e a curvatura como “componentes de matéria”, temos sim-
plesmente >°; (; = 1 onde o indice j denota as componentes materiais
(barions, matéria escura, fétons, etc.), a curvatura e a constante cos-
moldgica.

. Distancias cosmologicas

a) Mostre que

/t at’ a  da = d
—_= = C —_— = C

X a) ” S H@)a? ~ “Jo H)
(para a ultima igualdade, escolha a “normaliza¢ao” ag = 1).

b) Resolva a integral
/

_/T dr
= 0o V11— Kr??2

. — 1 _
Resposta: r = \/WSK (1/|K|X), onde Sk = sen, senh, ou 1, para
K >0,K <0e “K =0" (naturalmente, nesse caso r = x)

A partir desses resultados, obtenha a expressao da distancia comdvel
r em fungdo de z, em termos de Hy e Qo (lembre-se que K = Qr HZ,
para ag = 1).

Resposta:

1 z dZ
T—msl( (\/|1_QO|H0/O E(z’))’ (15)

onde F (z) = H (2) /H.

c) A partir desse resultado, encontre a expressao para a distancia de
luminosidade Dy,.

Calculos com aj explicito. Para verificar explicitamente que a¢ nao
estd presente em nenhuma relacao entre observaveis, podemos repetir
o procedimento acima sem fazer a escolha (ag = 1). Esse procedimento



10.

11.

12.

é util para adquirir uma certa pratica em manipulagoes comuns em
cosmologia.

Refaga os passos do exercicio acima (e os da obtencao de D) para
uma escolha genérica de ag. Mostre que Dy = (1 + z)agr (2), e que

ﬁSK (\/|K\X>. No entanto, K = —a2H3Qx e

a da c [* d

X=C¢ w H (') a? :;0 o H ()

de modo que a expressao final é idéntica a (15).
Distancias cosmologicas para uma escolha diferente da coordenada ra-
dial na métrica de Friedmann

Repita as passos que levam a expressao das distancias cosmolégica se-
guidas em aula (iniciando pela trajetéria dos fétons, etc.), mas para a
métrica expressa na forma

ds* = —dt* + a’(t) (d® + F(x)(d0® + sen®0 d¢?)) . (16)

Qual é a expressao de F(x) para um Universo homogéneo e isotrépico?

Aqui y é uma coordenada radial. Ela possui alguma conexao com a
funcao x definida acima?

Como ficam os resultados do exercicio acima nesse caso?

Distancia diametro angular e outras definigoes de distancia
a) Como se define a distancia de diametro angular?

b) Obtenha a sua expressdo em termos do parametro de Hubble utili-
zando a métrica de Friedmann e detalhado seus passos.

¢) Que outras defini¢oes de disancia sao utilizadas em cosmologia?
Comportamento das distancias cosmolégicas com o desvio para o ver-
melho e a composi¢cao do Universo

Obtenha numericamente as distancias de luminosidade e de diametro
angular em unidades do raio de Hubble (¢/Hy). Faga gréficos de dy, e d4
em funcao do desvio para o vermelho z para as seguintes combinacoes
de parametros de densidade:

Q= 0.3, =0
Q= 0.3,Q4 = 0.7



13.

14.

15.

Qn,=1,0,=0
Que conclusoes voce tira desses graficos?

A partir de que valores de z vocé espera que {2, comege a ser relevante?

Lei de Hubble em sequnda ordem

Como ficam as distancias de luminosidade e de diametro angular expan-
didas em segunda ordem em z? E as outras distancias cosmolégicas?

Lei de Hubble em ordens mais altas e sacolejada

Obtenha a lei de Hubble, a partir da distancia de luminosidade, ex-
pandindo até terceira ordem em z, sem introduzir nenhum modelo cos-
molégico a priori, apenas usando homogeneidade e isotropia (ou seja,
sem utilizar uma forma especifica de H(a)). Dica: ver as refs. em [4].

Idade do Universo

Utilizando a definigdo do parametro de Hubble (13) obtenha a ex-
pressao para a idade do universo

to agp
to = / dt = Hy'! /
0 0 a\/Qr(

da
4 3 2 ’
©) 4+ O (2)" 4+ Qx () +
(17)
Calcule a idade do universo (em Ga = 10° anos) para €, = 0.3, Q =
0.7 e h =0.72. O valor de €, serd dado pelo resultado do exercicio (3)

(aqui, apenas com propositos didaticos, desprezaremos a contribuigao
dos neutrinos).

O que ocorre se desprezamos a contribuicao da radiagao? E da curva-
tura?

Como fica a idade do Universo se agora 25 =0 e Qg = 07

Supondo que o universo é plano (K = 0) e desprezando a radiagao,
faca um gréfico de ty em unidades de h='Ga em funcao de Q.

Faca o mesmo grafico, mas agora para 24 = 0 (e portanto K # 0).

Diversas estimativas atuais para a idade das estrelas mais velhas in-
dicam um limite inferior de 11 Ga (veja, por exemplo, a ref. [3]).
Naturalmente esse valor fornece um limite inferior para a idade do uni-
verso. A que conclusoes vocé pode chegar, tendo em vista os resultados
que vocé obteve acima?



16.

17.

18.

19.

Como mencionado no curso, podemos definir um “inicio do universo”
extrapolando a curva a (t) para a — 0. Isso implica em supor que as
componentes de matéria vao continuar a se comportar como na equagao
(12). No entanto, ndo sabemos como é a equagao de estado da matéria
a temperaturas altissimas, onde podem intervir intimeros efeitos ainda
nao estudados em laboratério. Que condigoes seria preciso impor ao
comportamento da matéria para o universo nao ter tido um inicio, ou
seja, para a integral (17) divergir?

Horizonte acustico e escala acustica

a) Calcule numericamente o horizonte acustico s (em unidades de com-
primento) em z = 1000. Utilize os valores dos parametros cosmoldgicos
discutidos nesta lista. Qual a sensibilidade de r, a cada parametro cos-
molégico?

b) Calcule a escala angular 65 associada ao horizonte acistico. Dica:
utilize a distancia de diametro angular.
Equivaléncia matéria-radiacao

a) Determine o valor do desvio para o vermelho em que ocorre a equi-
valéncia matéria-radiacao. Suponha que €2, = 0.3 e utilize o valor de
(1, obtido nesta lista.

b) O resultado depende de Qy e Qg7

Nucleossintese primordial e densidade de barions

Cite algumas medidas atuais de €2, por nucleossintese primordial a
partir das observacgoes de elementos leves. Elas estao em acordo com
os valores obtidos a partir de outros observéaveis cosmologicos? Quais
sao os problemas/questoes atuais.

Dica: ver os artigos do experimento Planck e de Gary Steigman, es-
pecialmente artigos de revisao.
Espectro da radiacao cosmica de fundo

Cite algumas medidas atuais do espectro da radiacao césmica de fundo
e de algumas consequéncias que se tira dessa medida (coloque graficos
e referéncias/urls).

Que experimento é mais adequado para sondar cada intervalo de ordem
de multipolo [ e qual a escala angular associada?

Qual a medida de [ mais alto obitda até agora? Quais fenomenos fisicos
influenciam o espectro de poténcia nessas escalas?
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Qual é a forma do espectro de polarizagao medido com o Planck e que
consequeéncias se tira dele?

20. Efeito Sunyaev-Zel’dovich

Quais experimentos detectaram aglomerados de galaxias através do
efeito Sunyaev-Zel’dovich? Quais sao as vantagens e desvantagens do
Planck em relacao aos projetos no solo quanto a esse aspecto?

Cite um catédlogo de aglomerados obtido a partir desse efeito

21. Simulagoes cosmologicas da estrutura em grande escala do Universo

Quais sao as grandes simulagoes cosmolégicas de N-corpos da atua-
lidade? Qual é o numero tipico de particulas envolvido e qual é a
resolu¢ao/massa tipica?

Mesmas perguntas em relacao as simulagoes hidrodinamicas.
Quas processos fisicos sao incluidos nas simulagoes.

Dica: ver artigos de revisao e sitios internet dos grandes grupos de
simulagao.
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